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Рассмотрен комбинированный метод поиска комплексных решений дисперсионных задач на примере 

круглого открытого диэлектрического волновода с металлической нанопленкой. Приведены результаты расче-

тов дисперсионных характеристик плазмон-поляритонных волн, распространяющихся в круглом диэлектриче-

ском волноводе с металлической нанопленкой. Найдены комплексные решения дисперсионной задачи для рас-

сматриваемой направляющей электродинамической структуры без учета потерь и с учетом потерь в металле.  
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Введение 
 

Если краевая задача для  направляющей электродинамической структуры является 

несамосопряженной, то даже при отсутствии диссипации энергии решения дисперсионного 

уравнения, наряду с действительными и мнимыми, могут быть комплексными [1]. В 

структурах с потерями все решения дисперсионного уравнения комплексные. 

Так как комплексные решения дисперсионных уравнений соответствуют наиболее 

общим решениям несамосопряженных краевых задач, то необходимо разработать 

действенный метод поиска комплексных корней, позволяющий избежать появления ложных 

решений. В статье рассматривается поиск комплексных решений дисперсионной задачи на 

примере открытого диэлектрического волновода с металлической пленкой. Для этого 

применяется предложенный авторами комбинированный метод поиска комплексных 

решений дисперсионого задачи [2, 3]. 

Комбинированный метод поиска корней является комбинацией метода Мюллера и 

метода вариации фазы, что позволяет использовать только лучшие стороны обоих методов, а 

именно: быстроту метода Мюллера и возможность идентификации ложных корней методом 

вариации фазы [4]. 
 

Комбинированный метод поиска комплексных корней 
 

Рассмотрим более подробно  суть комбинированного метода поиска комплексных 

корней. На определенной частоте fi область поиска по комплексному волновому числу 

=1+i2 разбивается на MNK  подобластей (рис. 1) на интервале [нач, кон].  

На рис. 1 кружками показаны подобласти, в которых существуют решения. 

                                                 

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Рис. 1 

 

В каждой прямоугольной подобласти последовательно выбираются три начальные 

точки, например, как показано на рис. 2, а далее методом Мюллера проверяется наличие 

корня. 

 

 
 

Рис. 2 

 

Если предполагаемое решение в исследуемой подобласти найдено, то обходом по 

контуру, используя метод вариации фазы, проверяется, является ли найденное решение ис-

тинным корнем или локальным минимумом. Если методом вариации фазы подтверждается 

истинность найденного решения, оно записывается в память. Возможен также вариант поис-

ка, когда сначала методом вариации фазы  определяется наличие в данной подобласти реше-

ния, которое затем уточняется методом Мюллера и записывается в память. После этого про-

исходит переход к следующей подобласти.   

Когда анализ всех K подобластей закончен, происходит переход на следующую часто-

ту fi+1= fi+hi и описанные действия повторяются до тех пор, пока не пройден заданный ча-

стотный диапазон. 

Комбинированный метод поиска лишен недостатков, присущих методу Мюллера и 

методу вариации фазы. Он позволяет использовать быстроту нахождения комплексных кор-

ней методом Мюллера и  однозначность идентификации комплексного корня методом вари-

ации фазы. 

В табл. 1 приведены результаты замеров времени при поиске комплексных корней 

одного и того же дисперсионного уравнения различными методами на персональном компь-

ютере с процессором Intel® i7 950 с тактовой частотой 3.07 ГГц, размер ОЗУ – 6 Гб. Резуль-

таты были округлены в большую сторону. Для каждого метода в определенном частотном 

диапазоне найдено одинаковое количество комплексных корней дисперсионного уравнения 

волн рассматриваемой ниже структуры. 
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Таблица 1 
 

Название метода Время расчета, мин Точность расчета 

Метод половинного деления 17 0,00001 

Метод Мюллера 5 0,00001 

Метод вариации фазы 21 0,00001 

Комбинированный метод 7 0,00001 

 

Из табл. 1 видно, что наилучшие быстродействие показал метод Мюллера, но наравне 

с истинными решениями были получены ложные корни, которые метод Мюллера не исклю-

чает. Наибольшее время было затрачено при расчете методом вариации фазы, однако этот 

метод обладает свойством точной идентификации наличия или отсутствия корня в заданной 

области. 

Метод половинного деления обладает достаточно большим временем поиска ком-

плексных корней и кроме истинных решений выдает ложные (полюса). 

Комбинированный метод показал быстродействие, близкое к методу Мюллера,  но, в 

отличие от него, благодаря использованию метода вариации фазы, он выдает только истин-

ные решения.  

На основе комбинированного метода поиска комплексных корней была создана под-

программа расчета дисперсионных характеристик исследуемых в диссертации направляю-

щих структур в интегрированной среде разработки Microsoft Visual Studio 2010, на языке 

C++, и получено свидетельство о государственной регистрации программ для ЭВМ[5]. Рас-

смотрим поиск комплексных корней на примере круглого открытого диэлектрического вол-

новода с металлической пленкой. 

 

Круглый открытый диэлектрический волновод с металлической пленкой 
 

Рассматриваемая направляющая электродинамическая структура приведена на  рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3  

 

Для рассматриваемой структуры ставится краевая задача на уравнении Гельмгольца: 
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Решения уравнения Гельмгольца для каждой из трех областей: 
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 II область(металлическая пленка)  

    

    










;sin

;cos

22222

22222

zi

nn

m

z

zi

nn

e

z

enrYBrJA

enrYBrJA

П

П

       

(3) 

 



14         Труды Нижегородского государственного технического университета им. Р.Е. Алексеева № 3(105) 

 
 

 III область(внешняя бесконечная среда)  
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где α1,2,3 – поперечные волновые числа первой, второй и третьей областей, которые связаны с 

продольным волновым числом β соотношением: 

 
22

3,2,1

2

3,2,13,2,1
 ,        (5) 

где Jn, Yn – функции Бесселя первого и второго рода,  
)2(

nH – функции Ханкеля второго рода. 

Комплексная диэлектрическая проницаемость 2=r+ii  второй области для металли-

ческой пленки в оптическом диапазоне в соответствии с теорией Друде-Зоммерфельда рас-

считывается по формуле [6]:  
 

  22

0  prr ;     (6) 

  32

0  pii ,     (7) 

где 
1162 1043.1/4  cmen eep   – плазменная частота электронного газа; 0r – константа, 

учитывающая межзонные переходы в металле, обычно варьируется от 1 до 10, Г – коэффи-

циент затухания, учитывающий потери ( 11410  с ), 00 i .  

Выражая через вектора Герца компоненты векторов напряженности электрического и 

магнитного поля, получаем 

 I область: 
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 II область: 
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 III область: 
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Подставляем компоненты поля в граничные условия: 

1) Ez1|r=a = Ez2|r=a     

2) Eφ1|r=a = Eφ2|r=a          

3) Hφ1|r=a =Hφ2|r=a; 

4) Hz1|r=a = Hz2|r=a           (8) 

5) Ez2|r=b = Ez3|r=b     

6) Eφ2|r=b = Eφ3|r=b          

7)Hφ1|r=b =Hφ2|r=b; 

8) Hz1|r=b = Hz2|r=b  

Получаем систему из восьми однородных уравнений относительно неизвестных ам-

плитудных коэффициентов. Чтобы система имела нетривиальные решения, её определитель 

должен быть равен нулю.  

Расчеты дисперсионных характеристик волн произведены при 60 r
  для серебряной 

пленки [7]. 

На рис. 4 изображены дисперсионные характеристики четной 1 и нечетной 2  поверх-

ностных плазмон-поляритонных волн(ППВ) и комплексной волны 3 без учета потерь в плен-

ке для структуры со следующими параметрами: радиус диэлектрического стержня а=100 нм, 

толщина пленки 10 нм,  84.2
1
 , 1

3
 . 

 

 
Рис. 4 
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На дисперсионной характеристике нечетной волны имеется двузначный участок, а в 

точке А образуется комплексная волна (показана пунктиром).  

С учетом комплексности диэлектрической проницаемости металла дисперсионные 

характеристики и характеристики затухания волн для структуры со следующими параметра-

ми: радиус диэлектрического стержня а=100 нм, толщина пленки 10 нм, (общий радиус 110 

нм) 84.2
1
 , 1

3
 , приведены на рис. 5. 

 

 
Рис. 5 

 

Дисперсионная характеристика ППВ волны имеет два максимума, когда металличе-

ская пленка окружена диэлектриками с разными диэлектрическими проницаемостями.  

Больший максимум (рис. 5) расположен на частоте, на  которой |2|=|1|=2.84, а меньший мак-

симум на  частоте когда |2|=|3|=1. Разрывов в характеристике нет, а участок, соответствую-

щий комплексной волне в среде без потерь, является продолжением дисперсионной характе-

ристики ППВ волны на высоких частотах. Такая трансформация наблюдалась и в рассмот-

ренных выше структурах. 

На рис.6 изображена зависимость модуля компоненты электрического поля Ez от ко-

ординаты r для электродинамической структуры с пленкой толщиной 10 нм, радиусом внут-

реннего слоя а=100 нм, 1/  2,54 мкм
-1

, вблизи большего максимума. 

 

 
 

Рис. 6 
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Распределение |Ez| от координаты r соответствует распределению компоненты элек-

трического поля |Ez| нечетной ППП волны. Так же как и в рассмотренных в данной главе 

структурах вблизи главного максимума значения |Ez| со стороны границы металл-диэлектрик 

больше, чем поле со стороны границы металл-воздух. 

На рис. 7, а приведены дисперсионные характеристики, а на рис. 7. б – характеристи-

ки затухания ППВ в диэлектрическом стержне с металлической нанопленкой: а=5 нм,  

b=10 нм, 84.2
1
 , 1

3
 , для нанопленки 6

0


r
 (материал серебро), соотношение раз-

меров слоев составляет 5,0


b

ab . Характеристики, обозначенные цифрами от 1 до 6, соот-

ветствуют характеристикам плазмон-поляритонных волн металлического стержня с номера-

ми 1 – 6 (рис. 7).  

 

  
а)       б) 

 

Рис. 7 

 

Для этих волн так же, как и для аналогичных волн круглого металлического нано-

стержня [8], существует связь между номером волны и количеством максимумов модуля 

компоненты поля |Ez| в металлическом слое. Для первой волны имеется один максимум в ме-

таллическом слое, для второй – два и так далее. 

 

Выводы 

В статье продемонстрированы методика и возможность использования предложенно-

го комбинированного метода для поиска комплексных решений дисперсионных задач. Пока-

зано существования в открытом диэлектрическом волноводе с металлической нанопленкой 

без потерь комплексных волн. Приведены дисперсионные характеристики плазмон-

поляритонных волн круглого открытого диэлектрического волновода с металлической 

нанопленкой с учетом потерь в металле. 
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Purpose: The search of complex solutions dispersion tasks of waves of guiding electrodynamic structures, using the 

combined method.  

Design/methodology/approach: Using a combined method of searching for the calculation of complex roots of the 

dispersion characteristics of the round open dielectric waveguide with metal film. 

Findings: The existence of complex waves in open dielectric waveguide with a metal nanofilm lossless is shown. The 

dispersion characteristics of the plasmon-polariton waves round open dielectric waveguide with a metal nanofilm taking 

into account losses in the metal are discussed. 

Research limitations/implications: These results provide a starting point for the development of search techniques 

complex solutions of dispersion problems for various electrodynamic structures.  

Originality/value: An original method of finding the complex roots.  

 

Key words: metal nanofilm, the dispersion problem, complex solutions of dispersion problems,  
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