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Тема работы: Разработка алгоритма построения кубических сплайнов методом перекрытия парабол. 

Цель работы: Развитие матричных алгоритмов синтеза полиномиальных линий и поверхностей. 

Метод решения: Линейная интерполяция параболических линий на интервале их перекрытия. 

Оригинальность: Разработан способ реализации краевых условий. 

Выводы: Получен алгоритм синтеза кубических перекрывающихся сплайнов с разными краевыми условиями. 
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Статья посвящена разработке нового типа сплайна с конечным носителем, в основе ко-

торого лежит интерполяция перекрывающихся параболических кривых [1, 2], дополненная 

краевыми условиями, присущими кубическим сплайнам [1, 3]. В результате концевые сег-

менты составной линии становятся кубическими, тогда как все внутренние сегменты полу-

чаются кубическими благодаря линейной интерполяции линий второго порядка. 

Пусть nPPP 10  — полилиния в двух- или трехмерном пространстве, вершины которой 

являются узлами интерполяции, а ii PP 1 , где  ni ,1  — отрезок, на котором строится i -й 

сегмент составной линии  tip , гладко сопряженный с соседними сегментами. Полиноми-

альная модель m -й степени имеет вид параметрической векторной функции 

   tttt m
m

m STsssp  10 , 

где  msssS 10  — строчный вектор полиномиальных коэффициентов (ВПК), а 

  т][ 21 m
m tttt T  — столбцовый вектор базисных функций. В дальнейшем нам понадо-

бятся векторы его первой   т][ 1210  m
m mttt T  и второй     т][ 21200  m

m tmmt T  

производных. 

Поставим задачу синтеза модели i -го сегмента сплайна    tt ii 3TSp  , т. е. вычисления 

ее ВПК iS  посредством линейной интерполяции параболических линий, перекрывающихся 

на i -м интервале и исследования путей реализации краевых условий в точках 0P  и nP . 

Сначала используем метод локальной нормализованной параметризации, в котором от-

счет параметра  1,0t  на всех интервалах начинается с нуля и длины всех интервалов равны 

единице. Составим кубический полином i -го сегмента как линейную интерполяцию 

       ttttt iii rlp  1   1,0t , ni ,1 , (1а) 

левого и правого параболических сегментов 

   tt ii 2TLl  ,     tt ii 2TRr  . (1б) 

На тех интервалах, где эти сегменты не зависят от краевых условий (рис. 1, а), их ВПК 

находятся решением уравнений трехузловой интерполяции: 

                                                 

© Никулин Е.А., 2015. 



Труды Нижегородского государственного технического университета им. Р.Е. Алексеева № 1(108) 

 
 

78 

          

,,2
2

2

2

101

101

111

101

122
1

1

12
1

22212

niiiiii
i

iiiiiii








 





























PPPPP
P

PPPTTTPPPL

 

          

.1,1
2

2

2

43

410

210

111

210

1111
1

1

11
1

22211








 





























niiiiiii
i

iiiiiii

PPPPPP
P

PPPTTTPPPR

 

(1в) 

Тогда из (1а, б) следует узловая модель внутреннего сегмента 
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(1г) 

удовлетворяющая условиям интерполяции   10  ii Pp ,   ii Pp 1 . 

Точно такие же коэффициенты кубического полинома    tt ii 3TSp   при степенях па-

раметра t  получим с помощью операций расширения ВПК парабол нулевыми элементами 

O , повышающими степени полиномов со второй до третьей: 
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Рис. 1. Интерполяция параболических сегментов 

 

В отличие от (1в, г) модели параболических  t1l ,  tnr  и кубических  t1p ,  tnp  сег-

ментов зависят от краевых условий в точках 0P  и nP . Например, для первого сегмента с 

начальным направлением 0V  (рис. 1,б) ВПК левой и правой парабол имеют следующий вид: 
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(2а) 

Тогда из (1а, б) следует узловая эрмитова модель первого сегмента, удовлетворяющая усло-

виям   01 0 Pp  ,   11 1 Pp   и   01 0 Vp  : 
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(2б) 

Что до краевого условия   01 0 Ap  , то оно, вопреки ожиданиям, не реализуется вычис-

лением вектора 1L  по образу (2а) как 
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Подставив его в (2б) вместе с вектором 1R  из (2а), получим 
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и ускорение   21001 220 PPPAp  . Причина его несовпадения с 0A  в том, что в отличие от 

(1а) вторая производная  tip   не является линейной интерполяцией      tttt ii rl 1 , отсюда 

   00 ii lp  ! Для достижения успеха нужно создать векторы 
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Тогда вместе с вектором 1R  из (2а), аналогично (2б), получим 
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Проверяем:   01 0 Pp  ,   11 1 Pp   и   01 0 Ap   — все правильно! При желании создать в начале 

сплайна свободный конец задается нулевой вектор OA 0 . 

Для последнего сегмента  tnp  с конечным направлением nV  ВПК левой и правой па-

рабол имеют следующий вид: 
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Тогда из (1а, б) следует узловая эрмитова модель конечного сегмента 
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Сами убедитесь, что   10  nn Pp ,   nn Pp 1  и   nn Vp 1 . 

И, наконец, для реализации краевого условия   nn Ap  1  создадим векторы 

  22 12 nnnn APPPA   , 
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(3в) 

Тогда вместе с вектором nL  из (3а) аналогично (3б) получим 
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Проверка   10  nn Pp ,   nn Pp 1  и   nn Ap  1  подтверждает правильность полученной 

модели последнего сегмента. При желании создать сплайн со свободным правым концом за-

дается нулевой вектор OnA  (рис. 1,в). 

Полный нормализованный сплайн, фрагменты которого приведены на рис. 1, построен 

на рис. 2. Там же пунктирными линиями показано, что изменения узловой точки и краевых 

векторов распространяются на конечное число сегментов, а точки более дальних сегментов 

остаются неподвижными. 
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Рис. 2. Конечные свойства сплайна 
 

Составим из узловых точек nPP 0  и краевых векторов 0V  и nA  вектор из 3n -х воз-

мущающих факторов  nn AVPPPF 010  . На рис. 2 хорошо видно, что смещение какой-

либо узловой точки kP  с номером  nk ,0  влияет на форму не более чем двух примыкающих 

к ней как слева, так и справа сегментов, а изменения факторов 01 VF n  и nn AF 2  воздей-

ствуют только на крайние сегменты: 

 согласно соотношению (2б), на первом ( 1i ) интервале  1,0t  активны возмущаю-

щие факторы 20 FF   и 1nF , оттуда же получаем интервальные весовые функции (ВФ) 
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 распределив зависимость (1г) по узловым точкам, сформируем интервальные ВФ вли-

яния k -х возмущающих факторов на точки внутренних i -х сегментов, используя 

нормализованные сквозной  iit ,1  и локальный  1,01 it  параметры: 
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 наконец, на последнем  ni  интервале  nnt ,1  с локальным параметром 

 1,01 nt , судя по (3б), активны факторы nn FF 2  и 2nF  с интервальными ВФ 
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С помощью ВФ (4) представление i -го сегмента выглядит взвешенной смесью 

   
k

k
k

ii tlt Fp   iit ,1 , ni ,1 . (5а) 

Интервальные ВФ с одинаковым значением k  сшиваются в факторные ВФ 

  



n

i

k
ik ltl

1

 2,0  nk , (5б) 

характеризующие влияние возмущающих факторов kF  на весь сплайн. На рис. 3 построены 
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восемь графиков факторных ВФ (нулевых интервальных ВФ показаний нет), соответствую-

щих перекрывающемуся сплайну на рис. 2. С помощью вектора         тtltltlt n 210  L  

полный сплайн представляется в виде 
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Рис. 3. Факторные весовые функции 

 

Обобщим тему построением сегментов перекрывающегося сплайна  tip  на интервалах 

 ii bat ,  с iii dab   и произвольно выбранной параметризацией — локальной ( 0ia ) либо 

сквозной ( 1 ii ab ), нормализованной ( 1id ) либо хордовой ( 1 iiid PP ), где id  — длина i

-го параметрического интервала. 

Обобщением модели (1а) является линейная интерполяция 

     
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i
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d
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d
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tt


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
 rlp   ii bat , , ni ,1  (6а) 

левой    tt ii 2TLl   и правой    tt ii 2TRr   парабол, у которых векторы коэффициентов неза-

висимы от краевых условий (см. рис. 1) и находятся обобщением (1в) как 

         1
221212


  iiiiiiii bada TTTPPPL  ni ,2 , 

         1
122211


  iiiiiiii dbba TTTPPPR  1,1  ni . 

(6б) 

Глядя на (6а), запишем обобщающие (1д) ВПК кубических сегментов    tt ii 3TSp  : 

       

i

iiiiii
i

d

ab ORROLOOL
S


  ni ,1 . (6в) 

Модели параболических  t1l ,  tnr  и кубических  t1p ,  tnp  сегментов зависят от кра-

евых условий в точках 0P  и nP . Для первого эрмитова сегмента с заданным начальным 

направлением 0V  (см. рис. 1,б) ВПК левой параболы находится обобщением (2а): 

         1
1212121001

 baa TTTPPVL . (7а) 

Что касается краевого условия   011 Ap  a  с заданным ускорением 0A , то оно реализуется 

расчетом вектора 

         1
121212101

 baa TTTPPAL  (7б) 
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с таким вектором A , который создает в начале сплайна ускорение   AZAF k , равное 0A . 

Подходящие вектор Z  и скалярный коэффициент k  этой линейной функции находим по 

двум выборкам: 

 задаем нулевой вектор OA  и по (7б) находим вектор 1L , а по (6в) вектор 

 32101 ssssS   коэффициентов кубического сегмента 3
3

2
210 ttt ssss   и его 

начальное ускорение   132 62 assOF  , равное Z ; 

 задаем единичный вектор o
xA , ( o

x  — единичный орт оси x ) и по тем же формулам 

находим новые векторы 1L , 1S  и   oo
xZssxF ka  132 62 , откуда 

     xxx Fk ZxZxF  oo . 

Теперь из условия 0AAZ k  получаем искомое значение 

 

   xx
k OFxF

OFAZA
A









o

00 . (7в) 

Для создания у сплайна свободного левого конца берется вектор OA 0 . 

У последнего эрмитова сегмента с заданным конечным направлением nV  вектор коэф-

фициентов правой параболы находится как 

         1
2221


  nnnnnnn bba TTTVPPR . (8а) 

Краевое условие   nnn b Ap   с заданным ускорением nA  реализуется расчетом аналогичного 

(3в) вектора 

         1
2221


  nnnnnn bba TTTAPPR  (8б) 

с найденным аналогично (7в) вектором A , дающим концевое ускорение nA : 

 

   xx

n
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OFA
A






o
. (8в) 

Здесь значение  AF  от произвольного вектора A  находится расчетом по (8б) и (6в) 

векторов nR  и  3210 ssssS n , после чего   nb32 62 ssAF  . Чтобы получить сплайн со 

свободным правым концом (см. рис. 1,в), нужно задать нулевой вектор OA n . 

Обсудим вычислительную эффективность интерактивного построения сегментов 

сплайна при вариации узловых точек и краевых условий: 

 использование сложных, но зато прямых формул (1г), (2б, г) и (3б, г) оказалось воз-

можным только после их достаточно трудоемкого вывода и лишь в нормализованном 

локальном варианте параметризации, что ограничивает их универсальность; 

 применение несложных интерполяционных формул (1а), (6а) либо параметрического 

разложения    tt ii 3TSp   требует пересчета векторов полиномиальных коэффициен-

тов iL , iR  и iS  при каждом изменении любого возмущающего фактора. Для ускоре-

ния отрисовки сплайна можно ценой небольшого усложнения программы пересчиты-

вать не все ВПК, а, благодаря конечности сплайна, лишь зависимые от изменяемого 

фактора; 

 наиболее сложными в выводе (и опять лишь в рамках нормализованной локальной па-

раметризации) являются посегментное (5а) и общее (5б, в) узловые разложения, тре-

бующие тщательного программирования интервальных весовых функций (4). 

С учетом сказанного разработаем метод расчета числовых матриц iH , с помощью ко-

торых интерактивный вывод сегментов по формуле бинарного разложения 
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   tt iii 3THUp   ni ,1  

происходит максимально быстро. К тому же при использовании нормализованной парамет-

ризации с равными значениями 1id  ni ,1  все эти матрицы становятся независимыми от 

возмущающих факторов. 

Введем операции двустороннего расширения матрицы 33RH  нулевыми строками и 

столбцами согласно направлениям надсимвольных стрелок: 
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Сформируем из возмущающих факторов (узловых точек nPP 0  и векторов концевых 

производных, например, 0V  и nA ) такой вектор 
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чтобы по нему можно было перемещать слева направо четырехэлементный шаблон факторов 

i -го интервала  ,iU 
iRU

        

iLU

         содержащий перекрывающиеся трехэлементные узловые век-

торы iLU  и iRU  левой и правой парабол в (6а). 

Записав ВПК этих парабол как iii LL HUL   и iii RR HUR   с элементами 
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получим бинарное разложение полинома i -го сегмента 
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Элементы моделей крайних сегментов, зависимых от краевых условий, имеют особый 

вид. Так, для первого сегмента с начальным направлением 0V  из (7а) следует 

 1001 PPVUL  ,         1
1212121

 baa TTTHL . 

В случае локальной ( 01a ) нормализованной ( 111 bd ) параметризации с матрицами из (2а) 
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Если же в начале сплайна задано ускорение 0A , то, вычислив по (7в) вектор A , формируем 

элементы бинарного разложения левой параболы 

 101 PPAUL  ,         1
1212121

 baa TTTHL . 

Для последнего сегмента с конечным направлением nV  из (8б) следует 

 nnnn VPPUR 1 ,         1
222

 nnnn bba TTTHR . 

Если же в конце сплайна задано ускорение nA , то, вычислив по (8в) вектор A , формируем 

элементы бинарного разложения правой параболы 

 APPUR nnn 1 ,         1
222

 nnnn bba TTTHR . 

В случае локальной ( 0na ) нормализованной ( 1 nn bd ) параметризации с присутствую-

щими в (3а, в) матрицами 
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Работу алгоритма синтеза перекрывающегося сплайна иллюстрирует рис. 4: 

 плоский сплайн 1 со свободными концами построен методом хордовой параметриза-

ции на той же неравномерной сетке, что и обычный сплайн 2, но демонстрирует более 

плотное прилегание к узловой сети; 

 у трехмерного нормализованного сплайна 3 векторы краевых направлений 

 010 10 PPV   и 677 PPV   заданы такими же, как у обычного эрмитова сплайна 4, 

но отклонения от узловой сети также уменьшились; 

 последний график 5 показывает богатые возможности свободного творчества, предо-

ставляемые разработанным сплайном с конечным носителем. 
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Рис. 4. Примеры реализации алгоритма 

 

Таким образом, сплайны с перекрытием параболических сегментов показывают лучшее 

качество интерполирования в сравнении с типовыми кубическими сплайнами при меньшей 

вычислительной сложности, характеризуемой размерностями обращаемых матриц — 33  

вместо nn 44   в [3, (8)], даже 44  в итеративном алгоритме [3, (9)]. 

Главным недостатком перекрывающегося сплайна является пониженная, но визуально 

незаметная, степень гладкости сопряжения его сегментов — первая вместо второй в [3, (6в)]. 

Это означает скачки ускорения в точках сшивки сегментов. С другой стороны, разрывность 

кривизны сплайновой линии можно обратить на пользу для создания в стыках сегментов то-

чек перегиба и расширения возможностей конструирования сложных линий. 
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SYNTHESIS OF CUBIC SPLINES BY OVERLAPPING PARABOLAS METHOD 
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Subject: Design of an algorithm for constructing cubic splines by method of overlapping parabolas. 

Purpose: Development of matrix synthesis algorithms of polynomial curves and surfaces. 

Methodology: Linear interpolation parabolic lines on the range of their overlap. 

Originality: A method of implementing the boundary conditions is developed. 

Findings: The algorithm of the synthesis of cubic splines overlapping with different boundary conditions is obtained. 
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