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Приведены результаты статистического анализа с учетом флуктуаций настраиваемых весовых коэф-

фициентов искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму минимизации среднего квадрата 

ошибки с квадратичным ограничением на усиление полезного сигнала. Методами теории возмущений по 

коэффициенту адаптации алгоритма, который будем считать малым, в первом (так называемом «борнов-

ском») приближении найдено выражение корреляционной функции выходного сигнала. Показано, что учет 

флуктуаций весовых коэффициентов приводит к искажениям выходного сигнала искусственной нейронной 

сети. Полученные результаты позволяют выбирать величину коэффициента адаптации алгоритма настройки 

искусственной нейронной сети, приводящей к оптимальному соотношению между скоростью настройки сети  

и точностью настройки. 

 

Ключевые слова: искусственная нейронная сеть, флуктуации весовых коэффициентов, алгоритм мини-

мизации среднего квадрата ошибки с квадратичным ограничением. 

 

Введение 
 

Флуктуации весовых коэффициентов в адаптивных системах определяют скорость и 

точность настройки таких систем. Одним из вариантов адаптивных систем являются искус-

ственные нейронные сети (ИНС) [1-2]. Флуктуации настраиваемых весовых коэффициентов, 

возникающие вследствие статистической связи весовых коэффициентов и входного сигнала 

ИНС, искажают ее статистические характеристики и, в частности, выходной сигнал искус-

ственной нейронной сети.  В работах [3-6] был проведен статистический анализ функциони-

рования ИНС, настраивающихся по дискретному градиентному, быстрому рекуррентному 

алгоритмам и алгоритму Хэбба, с учетом флуктуаций весовых коэффициентов. Было показа-

но, что флуктуации приводят к искажениям выделяемого искусственной нейронной сетью 

полезного сигнала, причем в искусственной нейронной сети, настраивающейся по алгоритму 

Хэбба, величина искажений увеличивается по мере увеличения числа слоев сети.  

В последнее время внимание исследователей снова начинает привлекать классический 

алгоритм минимизации среднего квадрата ошибки (алгоритм МСКО или алгоритм LMS), ко-

торый одним из первых был предложен еще Уидроу. Однако применение алгоритма LMS 

встретило трудности, выражающиеся в неконтролируемом подавлении полезного сигнала в 

случае, когда помеха коррелирована с сигналом. По этой причине в настоящее время интерес 

вызывают в первую очередь различные современные модификации LMS алгоритма, не со-

держащие этого недостатка, и в частности, алгоритм LMS с квадратичным ограничением на 

усиление полезного сигнала [7]. Представляет интерес исследование влияния флуктуаций 

весовых коэффициентов на статистические характеристики искусственной нейронной сети, 
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настраивающейся по этому алгоритму. В данной работе представлен статистический анализ  

корреляционной функции выходного сигнала произвольного слоя искусственной нейронной 

сети, настраивающейся по алгоритму минимизации среднего квадрата ошибки с квадратич-

ным ограничением, полученной с учётом флуктуаций весовых коэффициентов. 

 

1. Постановка задачи 
 

Рассмотрим работу искусственной нейронной сети, настраивающейся по LMS алго-

ритму с квадратичным ограничением. Настройка вектора весовых коэффициентов ( 1)iW k   

i – ого искусственного нейрона слоя   такой ИНС в момент времени 1k   описывается 

уравнением следующего вида: 

2
1

1 1

2

( 1) ( )

( ( )) ( )
[ ( ) ( ( )) ( ) ( ) ]

( )

i i

H

iH H

i i
H

i

W k W k

F Z k W k
Z k F Z k W k S F S W k

F S W k

 

 

   







 

  

 
           

 
 

.  (1) 

Здесь 
1( )Z k

 - вектор выходного сигнала слоя 1   искусственной нейронной  сети в мо-

мент времени k ;  - коэффициент адаптации LMS алгоритма с квадратичным ограничением; 

1 2[ , , , ]T

NS S S S - вектор полезного сигнала, H – операция эрмитовского сопряжения. 

 В выражении (1) 
1( )Z k

 - входной сигнал i -го нейрона слоя  , являющийся также 

вектором выходного сигнала слоя 1  . Выходной сигнал i -го нейрона слоя   ( )iZ k
 мо-

жет быть записан в виде: 

 
1

1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
NN

l T

i q iq i l i i

q l

Z k F Z k W k F y k a y k A Y k  

  



 

 
     

 
  , 

где  F  - нелинейная активационная функция рассматриваемого искусственного нейрона, 

la  - коэффициенты разложения нелинейности F  в ряд Вольтерра [8], ( )iy k  - выходной 

сигнал линейной части i -го нейрона слоя . T
NaaaA ][

121 

  - вектор коэффициентов раз-

ложения функции  F  в ряд Вольтерра, а j -й коэффициент разложения может быть пред-

ставлен формулой  0
!

1 )(  yF
j

a j
j . Таким образом, первый коэффициент разложения в ряд 

Вольтерра пропорционален первой производной нелинейной активационной функции, нахо-

дящейся на выходе рассматриваемого искусственного нейрона. 

12( ) ( ) ( ) ( )
T

N

i i i iY k y k y k y k   
     - вектор степеней выходного сигнала линейной части ис-

кусственного нейрона i , принадлежащего слою . 

В статье предполагается, что все искусственные нейроны в описываемой искусствен-

ной нейронной сети имеют одну и ту же нелинейную функцию  F  на выходе. Поэтому при 

обобщении результатов от одного искусственного нейрона на слой, а потом и на произволь-

ное число слоев коэффициенты разложения нелинейной функции в ряд Вольтерра будут од-

ни и те же. 

 Алгоритм настройки (1) описывает в большей степени своего рода каскадное соеди-

нение искусственных нейронов, чем единую искусственную нейронную сеть, поскольку ве-

совые коэффициенты каждого отдельного нейрона зависят только от собственных значений в 

предыдущий момент времени и не связаны непосредственными математическими отношени-

ями с весовыми коэффициентами других искусственных нейронов. Тем не менее, косвенное  
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влияние весовых коэффициентов различных искусственных нейронов друг на друга суще-

ствует и осуществляется через выходные сигналы данных элементов сети, что также видно 

из формулы (1). 

 Будем предполагать, что рассматриваемая искусственная нейронная сеть является  уз-

кополосной. Корреляционную матрицу входных сигналов узкополосной ИНС любого искус-

ственного нейрона  входного слоя данной сети можно представить в виде: 

( , ) ( ) ( )
nT

xx xxk k n X k X k n r   R R ,     (2) 

где ( )X k  - вектор полезного сигнала в момент времени k ; * и Т - операции комплексного 

сопряжения и транспонирования; r  - коэффициент корреляции между отсчётами входного 

сигнала; xxR  - пространственная часть корреляционной матрицы входных сигналов.  

Аналогичную форму в виде произведения пространственной и временной частей 

имеют также корреляционные матрицы входных сигналов искусственных нейронов любого 

слоя искусственной нейронной сети, различается только вид пространственной части xxR . 

Необходимо отметить, что данная корреляционная матрица имеет различный вид в зависи-

мости от номера слоя искусственной нейронной сети. Так, для всех скрытых слоев в частном 

случае одинаковой помеховой обстановки, подаваемой на все нейроны входного слоя, кото-

рый рассматривается в данной работе, корреляционная матрица будет иметь в качестве всех 

своих элементов единицы во всех скрытых слоях ИНС. Во входном слое эта матрица будет 

равна корреляционной матрице входных сигналов искусственной нейронной сети. 

Будем ограничиваться для простоты и в силу существенно нелинейного вида пред-

ставленного алгоритма (1) первым слагаемым при разложении нелинейных функций на вы-

ходе искусственных нейронов в ряд Вольтерра, т.е. только первой производной активацион-

ной функции. Добавление при разложении в ряд слагаемых более высокого порядка услож-

няет анализ, не внося новой информации в выводы. 

Будем искать статистические характеристики описанной нейронной сети с учётом 

флуктуаций настраиваемых весовых коэффициентов в предположении, что между весовым 

вектором и вектором входных сигналов существует негауссовская статистическая зависи-

мость. Это наиболее общий случай такой зависимости между данными векторами. С этой 

целью необходимо на первом этапе анализа найти статистические характеристики отдельно-

го нейрона с учётом флуктуаций весового вектора, а затем обобщить полученные результаты 

на искусственную нейронную сеть и получить соответствующие рекуррентные формулы. 

 

2. Корреляционная функция выходного сигнала искусственного нейрона,  

настраивающегося по алгоритму LMS с квадратичным ограничением 
 

 Методами теории возмущений по малому параметру   в первом, так называемом 

«борновском» приближении, было получено выражение для корреляционной функции вы-

ходного сигнала искусственной нейронной сети, настраивающейся по LMS алгоритму с 

квадратичным ограничением, с учётом флуктуаций весовых коэффициентов: 

1 1 1 1( , )ZK m m n A B C D     .     (3) 

Здесь коэффициенты корреляционной функции (3) могут быть представлены в виде: 

2

1 1

nH

CT XX CTA a W W r R ,         (4) 

1 1 2
2 4 2 4

1 1 12 2
( ) ( )

1 1

n nH H H

XX CT SS XX CT XX CT XX SS CT

M M r
B a r Sp W W a r Sp W W

r r
 

 

 
 

R R R R R R , (5) 
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2 4 3 2 4 2

1 1 12 2

2 2
2 4 2

1 2 2 2

1
( )

(1 ) (1 ) (1 )

2 1
( )

(1 ) 1

n
n nH H

CT XX CT XX CT XX CT

n
n H

XX CT XX CT

r r r
C a r r W W a r Sp W W

r r r

r
a r Sp W W

r r

 




 
  

  

 
  

  

R R R

R R

, (6) 

3

2 4 2 2

1 1 2 2

1 1
( )

1 1 1

n n
H

XX CT XX CT

r r
D a Sp W W

r r r



 

  
   

R R .     (7) 

CTW  - постоянный стационарный весовой вектор произвольного искусственного нейрона 

первого слоя искусственной нейронной сети, 1a  - первый коэффициент разложения нелиней-

ной функции  F  в ряд Вольтерра, 1M  - постоянный коэффициент, возникающий при 

усреднении LMS алгоритма с квадратичным ограничением. 

 Из выражений (4)–(7) видно, что влияние флуктуаций весовых коэффициентов прояв-

ляется в появлении в выражении корреляционной функции слагаемых, пропорциональных 

коэффициенту адаптации   алгоритма настройки ИНС, которые искажают вид полезного 

сигнала, выделяемого искусственной нейронной сетью. Можно также видеть, что величина 

влияния флуктуаций имеет второй порядок малости по коэффициенту адаптации  , т.е. до-

статочно малая. 

Из формул (4)–(7) также можно видеть, что представленные слагаемые корреляцион-

ной функции выходного сигнала зависят также от величины первого коэффициента разложе-

ния в ряд Вольтерра нелинейной функции, которая присутствует на выходе искусственного 

нейрона. В частном случае наиболее распространенного вида логистической нелинейной 

функции или сигмоида 
1

( )
1 px

f x
e




 [9] первый коэффициент разложения равен 1 / 4a p , 

где величина p  определяет крутизну сигмоида. При 0p   сигмоид вырождается в горизон-

тальную линию на уровне 0.5, при увеличении p  сигмоид приближается к виду функции 

единичного скачка [9]. Для практических задач вполне достаточно брать величину 

0.5 1p   , что приводит к тому, что 
4 4

1 1/ 4 1/ 256 0.0039a    . Иными словами, «флуктуа-

ционные» слагаемые будут малы не только в силу малости коэффициента адаптации, а также 

и по причине малости коэффициента 
4

1a . 

 

3. Корреляционная функция выходного сигнала искусственного нейрона,  

принадлежащего произвольному слою ИНС 
 

Обобщая данный результат последовательно на второй, третий и т.д. слои можно по-

лучить выражение для корреляционной функции выходного сигнала i-ого  искусственного 

нейрона, принадлежащего слою   искусственной нейронной сети,  настраивающейся по 

LMS алгоритму с квадратичным ограничением, с учётом флуктуаций весового вектора: 

2
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  
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      
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  
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1
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1

i



 
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 
 
 



.  (8) 
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Здесь коэффициенты iA , возникшие вследствие учета флуктуаций весовых коэффициентов, 

имеют вид: 

2

1 1 ( ) ( )
nH

CTi CTiA a W W r 

  B ;       (9) 

1 1 2

2 4

2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
1

( )
1 ( ) ( )

1

H H H

CTi SS CTi CTi SS CTi
n

H

CTi CTi

M W W M r W W

A a Sp rr
r W W

r

   

  


   
 

  
  

  

R B BR

B
B

;  (10) 

2 2 2
2 4 2

3 1 2 2 2

(1 ) 2 (1 )(1 )
( ) ( ) ( )

(1 ) (1 )

n n
nH

CTi CTi

r r r r r
A a Sp W W r

r r

 

 
     

   
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
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Здесь CTiW 
 - постоянный стационарный весовой вектор искусственного нейрона i , принад-

лежащего слою   искусственной нейронной сети. 

 МатрицаB зависит от того, коэффициенты какого слоя вычисляются. Для входного 

слоя искусственной нейронной сети эта матрица равна корреляционной матрице входных 

сигналов, для последующих слоев, в силу постановки задачи, матрица B имеет все элементы, 

равные единице. 

Из выражений (8) – (12) следует, что влияние флуктуаций весовых коэффициентов 

проявляет себя в том, что корреляционная функция выходного сигнала предыдущего слоя 

входит в выражение для корреляционной функции последующего слоя как полином четвер-

той степени, коэффициентами в котором служат обусловленный флуктуациями слагаемые 

второго порядка малости по коэффициенту адаптации  . От слоя к слою ИНС это явление 

повторяется, и результирующий вид корреляционной функции выходного сигнала произ-

вольного слоя ИНС представляет из себя набор вложенных одна в другую функций, так что 

запись результата через все слои искусственной нейронной сети содержит наибольшее число 

вложенных друг в друга функций. Если говорить о максимальной степени, в которой войдет 

корреляционная функция выходного сигнала первого слоя ИНС в формулу корреляционной 

функции произвольного слоя сети, то она пропорциональна 
14
.  

Иными словами, если учесть, что коэффициенты в каждом полиноме в корреляцион-

ной функции содержат коэффициент адаптации во второй степени, который полагается ма-

лым, то можно ожидать, что искажения выделяемого ИНС полезного сигнала вследствие 

флуктуаций, хоть и сложны по форме, но вклад их будет уменьшаться по мере увеличения 

числа слоев сети, т.к. степень при коэффициенте адаптации во «флуктуационных» слагаемых 

также будет расти. 

Для сравнения приведем выражение для корреляционной функции выходного сигнала 

i-го нейрона, принадлежащего слою искусственной нейронной сети, полученное без учета 

флуктуаций весовых коэффициентов: 

1 1 1 11 2

1 11 2 3 1 11 21 11

2

1 1

1 1
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n j H j
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 

     
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  (13) 
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Здесь  

, 1

, 2,3,

XX

j

j

j


 



R
B

E
.       (14) 

Верхние индексы в обозначениях весовых коэффициентов являются номером слоя, а не сте-

пенью.  

Из сравнения выражений (8) и (13) видно, что формула выходной мощности, полу-

ченная без учета флуктуаций весовых коэффициентов, существенно упрощается и содержит 

произведение выходных мощностей искусственных нейронов всех слоев ИНС. Из формулы 

(13) также можно видеть, что без учета флуктуаций корреляционная функция выходного 

сигнала каждого последующего слоя ИНС перестает быть полиномом, составленным по сте-

пеням корреляционной функции выходного сигнала предыдущего слоя искусственной 

нейронной сети, и связана с ней линейной зависимостью. Кроме того, формула (14) не со-

держит «флуктуационных» слагаемых, пропорциональных коэффициенту адаптации, а зави-

сит только от первого коэффициента разложения нелинейной функции F  на выходе искус-

ственного нейрона в ряд Вольтерра. 

 

Заключение 
 

 Таким образом, статистический анализ работы искусственной нейронной сети, 

настраивающейся по LMS алгоритму с квадратичным ограничением на усиление полезного 

сигнала, с учетом флуктуаций весовых коэффициентов показал, что они приводят к искаже-

нию выделяемого искусственной нейронной сетью сигнала. По мере роста числа слоев ис-

кусственной нейронной сети происходит накопление искажений, вносимых флуктуациями в 

выделяемый сетью полезный сигнал, однако величина данных искажений сдерживается тем, 

что увеличивается также и степень коэффициента адаптации, которому пропорциональны 

«флуктуационные» слагаемые, а коэффициент адаптации обычно бывает значительно мень-

ше единицы. При практическом использовании такой искусственной нейронной сети необ-

ходимо добиваться оптимального соотношения между скоростью настройки сети (скорость 

настройки увеличивается при увеличении коэффициента адаптации) и точностью настройки 

ИНС (минимальным уровнем искажений, вносимых флуктуациями весовых коэффициентов 

в выделяемый сетью сигнал, что достигается при уменьшении коэффициента адаптации). 

Выбор зависит от задач конкретного использования искусственной нейронной сети. 
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WEIGHT VECTOR JITTER IN THE NEURAL NETWORK WITH LMS ALGORITHM 

TUNING WITH SQUARE CONSTRAINT 

 

Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod  

 
The article presents the results of statistical analysis taking into account weight vector jitter of an neural net-

work tuning the algorithm to minimize the average squared error with a quadratic constraint on the gain of the desired 

signal. Methods of perturbation theory in the first (so-called "born") at a rate adaptation algorithm, which we assume to 

be small, the approximation is found the expression of the correlation function of the output signal. It is shown that tak-

ing into account fluctuations of weight coefficients leads to distortions in the output signal of an neural network. The 

obtained results allow to choose the value of the coefficient adaptation algorithm configuration of an neural network, 

resulting in optimal ratio between the speed of the network configuration and tuning accuracy. 

 

Key words: neural network, fluctuations of weight coefficients, the algorithm to minimize the average squared 

error with a quadratic constraint. 


