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В связи с увеличивающимся числом эпидемий мирового масштаба огромное значение обретает воз-

можность математического моделирования их развития, наступления пика и продолжительности. Коэффициен-

ты моделей определяются из натурных данных и не всегда хорошо известны на начальном этапе развития эпи-

демий. Именно поэтому на этой стадии необходимо применение максимально простых моделей, содержащих 

минимальное количество параметров. В данной работе для описания развития эпидемии используется логисти-

ческое уравнение Ферхюльста и его обобщения. Рассмотрены три вида уравнений: 1) классическое уравнение 

Ферхюльста, 2) обобщенное логистическое уравнение, 3) дифференциально-разностное уравнение. Обсужда-

ются аналитические решения этих уравнений, включая выбор констант уравнений, основанный на этих реше-

ниях. Представлены зависимости для характеристик пика эпидемии и продолжительности эпидемии. 
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Введение 

 

Уже в этом столетии наблюдалось несколько эпидемий мирового масштаба (коровье 

бешенство, птичий грипп, атипичная пневмония и др.) Последняя эпидемия коронавируса 

(CODIV-19) поразила всех своими масштабами и затронула буквально все страны, вынуждая 

принять чрезвычайные меры для нераспространения заражения (закрытие государственных 

границ, карантин, самоизоляция, прекращение работы многих предприятий и учреждений, 

переход на дистанционную работу и обучение). Число заразившихся в мире превысило 

2 000 000 чел. (данные середины апреля 2020 г.), а число умерших превысило 100 тыс. чел. 

[1-3]. Динамика заболевания иллюстрируется рис. 1, представленным в газете «Financial 

Times. На нем в полулогарифмическом масштабе указан рост числа заболевших коронавиру-

сом в различных странах со временем, начиная со 100 случаев заболевания. Здесь же штри-

ховыми линиями приведены экспоненциальные асимптотики, соответствующие удвоению 

числа случаев за определенное количество дней. Звездочками обозначены дни, когда страны 

вводили карантинные меры. Как видим, характер распространения эпидемий в каждой 

стране происходит по почти одному и тому же сценарию: сначала экспоненциальный (или 

близкий к экспоненциальному) рост заболевших людей, который затем замедляется (однако 

численные значения констант, описывающих эти кривые, различны для разных стран). В Ки-

тае и Южной Корее число заболевших уже не увеличивается: эпидемия коронавируса в этих 

странах закончилась. Для некоторых государств кривые в этих координатах еще являются 

прямыми линиями, что означает экспоненциальный рост числа заболевших, когда эпидемия 

еще не достигла пика. 

Данные по России за март-апрель показывают ту же динамику (рис. 2). В целом, они 

хорошо ложатся на экспоненциальную кривую, но темпы роста числа заболевших стали 
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уменьшаться, по-видимому, благодаря введенному 20 марта 2020 г. режиму самоизоляции. 

Для объяснения скорости распространения эпидемии коронавируса (CODIV-19) и прогнози-

рования ее последствий сейчас применяются разные математические модели [4-9]. 

 

 
 

Рис. 1. Распространение числа людей, заболевших коронавирусом  

(Источник: газета Financial Times за 5 апреля 2020 г.) 

   

  
 

Рис. 2. Данные о числе заболевших людей в России за март-апрель 2020 г.  

(из сводки, обновляемой каждый день на сайте Газета.ru)  
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В данной работе затронуты только математические проблемы описания динамики 

распространения эпидемий и возможности предсказания времени наступления пика и окон-

чания эпидемии. Мы перечислим простейшие модели, основанные на логистическом уравне-

нии, приведем их решения и обсудим возможность прогнозирования на основе получаемых 

решений.  

Логистическая модель Ферхюльста 

Одна из распространенных математических моделей для описания динамики народо-

населения и распространения эпидемий основана на логистическом уравнении (обыкновен-

ном дифференциальном уравнении первого порядка), предложенном бельгийским математи-

ком Пьером Ферхюльстом [10] 
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где N(t) – число заболевших людей при эпидемии, N – максимально возможное число забо-

левших людей и r – скорость роста эпидемии (частота заболеваемости). Математически, это 

уравнение очень хорошо исследовано [11 – 13]. Его решение тривиально находится в виде 
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где N0 – начальное число заболевших людей и t – время, отсчитываемое от начала эпидемии.  

На рис. 3 показан рост числа заболевших со временем: если в начальный момент вре-

мени зараженными является 0,1 % от числа могущего переболеть населения (красная сплош-

ная линия), 1% населения (синяя штриховая линия) и 10 % населения (коричневая 

штрихпунктирная линия). Ясно видно, что с увеличением количества изначально заражен-

ных людей эпидемия распространяется быстрее и быстрее. На начальном этапе N0/N << 1 

кривая (2) трансформируется в экспоненту 

N(t) = N0 exp(rt).                                                             (3) 

 

 
Рис. 3. Рост числа заболевших от времени, если в начальный момент времени  

зараженными является 0,1 % населения (сплошная линия), 1 % населения  

(штриховая линия) и 10 % населения (штрихпунктирная линия) 

 

Данная модель содержит две константы N и r, которые, вообще говоря, неизвестны 

для эпидемии, вызванной вирусом нового типа. Вирусологи, проводя опыты и анализируя 

прежние данные, могут определять эти коэффициенты весьма грубо. На начальном этапе 

развития эпидемии, используя ежедневные данные о количестве заболевших людей, можно 

из (3) оценить N0 и r уже весьма точно. Однако важную характеристику максимального чис-

ла заболевших людей N и продолжительность эпидемии в этот период найти невозможно. 

Именно поэтому оценки общего количества заболевших людей и продолжительности эпиде-
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мии так разнятся в различных источниках. Здесь могут помочь сопоставление графиков раз-

вития эпидемии в разных странах, представленных на рис. 1; для стран с одинаковыми обы-

чаями нормированные кривые близки между собой. Наконец, важно отметить роль админи-

стративных мер в уменьшении эпидемии. Так, закрытие границ стран или территориальных 

образований позволяет уменьшить начальное число инфицированных больных N0, а само-

изоляция (карантин) – скорость роста эпидемии r, что «растягивает» продолжительность 

эпидемии и дает возможность врачам помочь заболевшим.  

Для подготовки медицинских учреждений к работе во время эпидемии важно знать ко-

личество заболевших в сутки, что легко находится дифференцированием (2) 
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и это кривая немонотонна (рис. 4) с максимумом 
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который приходится на время (пик эпидемии) 
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0ln
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Уравнение (4) даже более важно, чем исходное уравнение (1), так как, зная параметры 

логистической кривой, можно рассчитать время наступления пика эпидемии и количество 

необходимых коек в больницах. 

 

 
Рис. 4. Зависимость количества заболевших людей в сутки –  

безразмерная частота d(N/N)/(rdt)  

(кривые соответствуют разному числу начальных инфицированных людей:  

0,1 % населения (сплошная линия), 1 % населения (штриховая линия)  

и 10 % населения (штрихпунктирная линия)) 

Обобщенная логистическая модель 

На рис. 1 и 2 видны также кривые, которые на начальном этапе отличаются от экспо-

ненты. Это означает, что принятие определенных мер по недопущению распространения 

эпидемии, влияет не только на параметры распределения логистической кривой, но и меняют 

ее саму, так что уравнение (1) должно быть модифицировано. Естественным обобщением 

логистического уравнения является уравнение [14, 15]. 
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в котором добавляются два новых положительных параметра:  и . Увеличение числа пара-

метров, естественно, позволяет более точно описать кривую распространения эпидемии, но с 

другой стороны, требует данных за более продолжительный отрезок времени, что не способ-

ствует заблаговременному прогнозу. Переходя к безразмерным переменным, 




N

N
y , … trNx 1

 ,                                                        (8) 

запишем уравнение (7) в виде 

   yy
dx

dy
1 ,                                                          (9) 

что позволяет изучить влияние показателей степеней на характер решений в чистом виде.  

В общем случае при   1 решение уравнения (9) записывается через гипергеометри-

ческую функцию [16] 

  xyFy  ;2;,112

1 .                                              (10) 

Работать с гипергеометрическими функциями достаточно сложно, поэтому сначала 

рассмотрим начальную стадию развития эпидемии, когда уравнение (9) преобразуется в 

 y
dx

dy
.                                                         (11) 

Решение уравнения (12) находится тривиально 
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и оно представлено на рис. 5. Здесь х0 – константа, определяющая начальное значение числа 

заболевших. Как видно из рис. 5, число инфицированных людей быстро вырастает при  < 1, 

при  > 1 сравнительно долго остается почти неизменным, а затем в течение короткого вре-

мени (взрывным образом) неограниченно возрастает. 

 

 
Рис. 5. Графики распространения эпидемии в рамках уравнения (12) 

(цифры – значения константы ) 
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Полученное решение (12) справедливо для начальной стадии развития эпидемии. 

Аналогичную асимптотику можно получить для конечной стадии (x  ). 
















 



 

.1  ,
1

,1     ),exp(

1 1

1

x

x

y                                                      (13) 

В случае же 0 <  < 1 вся эпидемия занимает конечное время, и асимптотика числа за-

болевших есть 

   1

1

0 ))(1(1 xxy .                                                 (14) 

Разумеется, для практики нет большой разницы между конечной и бесконечной про-

должительностью эпидемии; эпидемия считается законченной, когда число заболевших 

практически перестает меняться. 

О влиянии величин показателей степени в (9) можно судить по величине скорости 

распространения эпидемии 

   yyyF
dx

dy
1)( .                                                          (15) 

График функции F(y) показан на рис. 6. Видно, что величины показателей степени 

влияют как на величину скорости распространения эпидемии, так и на пиковое значение 

числа заболевших. Эти пиковые характеристики можно рассчитать аналитически 

  






)(max yF ,                                                          (16) 




peaky .                                                                 (17) 

Формулы (16)  (17) позволяют рассчитать характеристики пика эпидемии для из-

вестных степеней обобщённой логистической кривой, и главная трудность здесь в «плохом» 

определении этих величин на начальной стадии развития эпидемии. 

 

 
Рис. 6. Скорость распространения эпидемии в рамках уравнения (9) 

(цифры у кривых – величины , ) 

. 

Модели с запаздыванием 

 

Как известно, между попаданием вируса в организм человека и его заболеванием про-

ходит определенное время (инкубационный период), что влияет на скорость распростране-
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ния эпидемии. Этот эффект учитывается в логистическом уравнении введением времени за-

паздывания T в частоту заболевания [17] 
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или 
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Эти уравнения являются дифференциально-разностными, и они изучаются во многих 

работах [18, 19]. Здесь мы исследуем только начальную стадию развития эпидемии, когда 

можно ограничиться линейным приближением и свести уравнение (19) к виду 

)( TtrN
dt

dN
 .                                                          (20) 

Решение линейного уравнения естественно искать в виде exp(rt), что приводит к ха-

рактеристическому уравнению 






ln
rT .                                                             (21) 

С увеличением времени задержки (продолжительности инкубационного периода) ве-

личина характеристического показателя падает (рис. 7) и, следовательно, скорость распро-

странения эпидемии уменьшается. Аналитически, рост числа заболевших описывается экс-

поненциальной функцией 

N(t) = N0 exp[r(t – T)],   t > T.                                            (22) 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость характеристического показателя 

от продолжительности инкубационного периода 

 

В окрестности насыщения число заболевших людей меняется слабо, поэтому процесс, 

описываемый решением уравнений (18) и (20), происходит по тому же сценарию, что и при 

нулевой продолжительности инкубационного периода.  

Отметим, что на начальном этапе развития эпидемии из анализа статистических дан-

ных удается определить степень роста r, но не по отдельности каждой из этих величин. Од-

нако продолжительность инкубационного периода медики определяют довольно быстро по 

клиническим данным, так что возникает возможность независимого определения двух пара-

метров, что важно для прогнозирования пика эпидемии. 
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Для прогнозирования эпидемии необходимо учитывать также, что из числа инфици-

рованных людей исключаются умершие. Поэтому в работе [20] в уравнении (20), точнее его 

разностного аналога, на каждом шаге подправляется численность заболевших 

hidiii yppyyy   )1(11
,                                                     (23) 

где учитывается, что после h ~ 14 дней большинство больных выздоравливает, а после при-

мерно d ~ 21 дней часть инфекционных больных (p ~ 0.04) умрет. 

Учитывая, что в эпидемии принимают участие вирусы несколько типов, в уравнении 

типа (18) могут добавляться члены с разным временем запаздывания. Например, в работе 

[21] анализируется следующее уравнение 








 


N

TtNqTtNq
rN

dt

dN )()(
1 2211 ,                                             (24) 

и динамика величины N становится более сложной с возможностью возникновения несколь-

ких пиков. 

Заключение 

 

Рассмотрены модели распространения эпидемии, основанные на логистическом урав-

нении и его обобщениях. Во всех этих случаях решается обыкновенное дифференциальное 

уравнение первого порядка или дифференциально-разностное уравнение того же порядка. 

Основная проблема в использовании этих уравнений связана с определением коэффициентов 

этих уравнений, которые зависят как от природы вирусов, так и скученности населения; они 

различны для разных эпидемий в разных странах. 

Учитывая, что во время эпидемии происходят различные процессы: (заболеваемость, 

выздоровление и умирание) существуют более сложные математические модели, среди ко-

торых наиболее популярна так называемая SIR-модель и ее модификации [11, 22-26]. 

Наряду с представленными, развиваются и модели, основанные на уравнениях в част-

ных производных. Так, в работах [27, 28] используется уравнение в частных производных 

первого порядка для функции двух переменных: времени и возраста. Более распространены 

диффузионные модели, учитывающие пространственное распределение эпидемий [29]. 
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научных школ Российской Федерации НШ-2485.2020.5 и при поддержке Лаборатории дина-

мических систем и приложений НИУ ВШЭ (грант Министерства науки и высшего образо-

вания РФ cоглашение № 075-15-2019-1931). 
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LOGISTIC MODELS OF EPIDEMIC GROWTH 
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Purpose: It is very important to know the possibility of mathematical models to forecast epidemic spreading including 

characteristics of the epidemic peak. 

Design/methodology/approach:  Three different mathematical models are applied to analyze the epidemic spreading. 

There are: 1) the Verhulst logistic equation, 2) generalized logistic equation, and 3) differential – difference equation. 

Results: Analytical solutions of the logistic-like equations are used to analyze the epidemic spreading, and their charac-

teristics. The important question to determine the coefficients of the mathematical models using the data of infected 

patients on the initial stage is discussed.  

Area of applicability: The obtained results may be useful for the forecasting of the epidemic characteristics, including 

COVID-19. 

 

Key words: ordinary differential equations, logistic equation, epidemic modelling. 

 

 
  


