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Рассматриваются вопросы численного решения задач сопряженного теплообмена на сеточных моделях, 

содержащих произвольные неструктурированные сетки. Описана конечно-объемная дискретизация уравнения 

теплопроводности на основе прямого метода сопряжения, подразумевающая построение и решение единой си-

стемы линейных уравнений для жидкости и твердых тел относительно температуры. Представлено описание 

численной схемы, учитывающей разномасштабность ячеек и резко различающиеся теплофизические свойства 

на границе раздела жидкой и твердой сред. Показаны алгоритм построения сопряженной матрицы и вид мат-

ричных коэффициентов, отвечающих за сопряженный теплообмен и способы их вычисления. Работоспособ-

ность представленного метода демонстрируется на примере расчета задач сопряженного теплообмена, сеточ-

ные модели которых состоят из неструктурированных фрагментов сетки. 
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Abstract. Issues of numerical solution for problems of conjugate heat transfer on grid models containing 

arbitrary unstructured grids, are considered. Finite-volume discretization of the thermal conductivity equation based on 

the direct method of conjugation, implying the construction and solution of a unified system of linear equations for 

liquids and solids with respect to temperature, is described. Description of numerical scheme that takes into account the 
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different scales of cells and contrasting thermo-physical properties at a liquid–solid interface, is presented. Algorithm 

for arraying of conjugate matrix, and the type of matrix coefficients responsible for the conjugate heat transfer, and 

methods of calculation thereof, are shown. Efficiency of the presented method is demonstrated by the example of 

calculation of conjugate heat transfer problems, the grid models of which consist of unstructured fragments of the grid. 
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Введение 

 

Одним из наиболее востребованных классов производственных задач являются задачи 

сопряженного теплообмена, играющие важную роль в процессе проектирования и оптимиза-

ции конструкций изделий, при эксплуатации которых решающими факторами могут быть 

тепловые ограничения. Численное решение позволяет получить распределение температур в 

пространстве и времени, выявляющее проблемные зоны при моделировании нештатных си-

туаций в проектируемых конструкциях, для которых натурный эксперимент зачастую невоз-

можен или связан со значительными финансовыми затратами [1-5]. 

Для расчета задач сопряженного теплообмена на границах раздела жидкости и твер-

дых тел могут быть использованы несколько подходов, каждый из которых имеет свои пре-

имущества и ограничения. Наименее требовательным к вычислительным ресурсам является 

способ, при котором расчет полей в жидкости производится в стационарной постановке и 

только в ключевых точках, используемых для построения в тепловых граничных условиях на 

границе раздела жидкости и твердого тела [6,7]. В таких исследованиях обычно используют-

ся гипотезы, основанные на эмпирических данных и инженерном опыте, что при расчете 

тепловых процессов в геометрически сложных конструкциях может привести к значитель-

ным ошибкам в оценке температурного поля. В последовательном подходе задач сопряжен-

ного теплообмена [8-12] расчет полей температуры в подобластях жидкости и твердого тела 

производится с помощью различных расчетных модулей. Такой подход подразумевает явное 

выделение границ в области сопряжения и наличия механизма обмена граничными условия-

ми между расчетными модулями с последующей их итерационной увязкой. Основным недо-

статком последовательного подхода является необходимость итерационного согласования 

постоянно меняющихся граничных условий, значительно замедляющая процесс сходимости. 

Это особенно заметно при решении нестационарных задач.  

В последнее время все более востребованным становится решение нестационарных 

задач сопряженного теплообмена на подробных трехмерных сеточных моделях. Наиболее 

эффективным для данных случаев является применение прямого метода сопряжения [13-17], 

подразумевающего одновременную дискретизацию уравнения теплопроводности в жидкости 

и твердом теле и построение единой связной системы алгебраических уравнений (СЛАУ) от-

носительно температуры. Несмотря на то, что прямой метод является наиболее требователь-

ным к вычислительным ресурсам, его использование значительно ускоряет процесс сходи-

мости и является наиболее универсальным, позволяющим одинаково эффективно решать 

стационарные и нестационарные задачи. 

В настоящей работе рассмотрена конечно-объемная дискретизация прямого метода 

сопряжения для задач, содержащих произвольные неструктурированные сетки на границе 

раздела жидкости и твердого тела. Представлено описание численной схемы, применяемой 

при дискретизации уравнения теплопереноса на границе раздела, учитывающей разномас-

штабность ячеек и резко различающиеся физические свойства жидкой и твердой сред. Пока-

зан алгоритм построения сопряженной матрицы, вид матричных коэффициентов, отвечаю-

щих за сопряженный теплообмен, а также способы их вычисления. 
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Численный метод, представленный в данной работе, реализован на базе отечественно-

го пакета программ ЛОГОС [18-21]. Работоспособность представленного метода демонстри-

руется на примере решения задачи охлаждения ламинарным потоком несжимаемой жидко-

сти шести твердотельных блоков с объемным тепловыделением и задачи расчета смешанной 

конвекции в квадратной каверне с твердотельным блоком. 

 

Математическая модель 

 

В задачах сопряженного теплообмена область численного моделирования делится на 

жидкую и твердую подобласти (рис. 1). 

  

 
 

Рис. 1. Пример сопряжения жидкой и твердой подобластей 

 

Fig. 1. Example of conjugation of liquid and solid subdomains 

 

Рассмотрим математическую модель, в которой подобласть жидкости представляет 

собой ламинарную несжимаемую жидкость с постоянным коэффициентом теплопроводно-

сти и отсутствующими источниками (в том числе, диссипативными) тепла. С учетом пере-

численных выше допущений, уравнения теплопереноса для подобласти жидкости, записан-

ное относительно температуры, принимает вид:  

                                                              ,                                               (1) 

где  – плотность жидкости; 

 – теплоемкость жидкости; 

 – вектор скорости жидкой фазы; 

 – коэффициент теплопроводности жидкости; 

 – время. 

В уравнении (1) вектор скорости движения жидкой фазы u определяется решением 

системы уравнений Навье-Стокса, например, с помощью известного алгоритма SIMPLE [17, 

22-24], при этом на границе раздела сред со стороны жидкости принимается граничное усло-

вие стенки с прилипанием. Рассматриваемая подобласть твердого тела представляет собой 

неподвижное твердое тело с постоянным коэффициентом теплопроводности с отсутствую-

щими источниками тепла. С учетом перечисленных допущений, уравнение теплопереноса 

для твердой среды, записанное относительно температуры, принимает вид: 

                                                                   ,                                                                                         (2) 

где  – плотность твердого тела; 
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– теплоемкость твердого тела; 

 – коэффициент теплопроводности твердого тела; 

 – время. 

Необходимым условием сопряжения уравнений (1) и (2) является выполнение закона 

сохранения энергии, т.е. равенство тепловых потоков на границе раздела жидкости и твердо-

го тела: 

, (3) 

 

где  – тепловой поток со стороны жидкости,  – тепловой поток со стороны твердого те-

ла. 

Рассмотрим конечно-объемную дискретизацию прямого метода сопряжения, на при-

мере дискретизации уравнений теплопереноса (1) и (2) с учетом условия сопряжения (3) для 

случая согласованных сеток на границе раздела сред, представляющей собой согласованный 

интерфейс (рис. 2).  

 

 
 

Рис. 2. Схематичный пример сетки с согласованным интерфейсом на границе раздела сред 

 

Fig. 2. Schematic example of a grid with consistent interface at the interface of media 

 

В качестве примера рассмотрим вычислительную область моделирования, состоящую 

из двух контрольных объемов, занятых жидкостью и твердым телом соответственно (рис. 2). 

В общем случае полный вид дискретных аналогов дифференциальных уравнений теплопере-

носа для ячейки P  жидкой среды (1) и ячейки N  твердой среды (2), представленных на рис. 

2, при аппроксимации временного слагаемого с помощью неявной схемы Эйлера [25], опре-

деляются выражениями: 

, (4) 

, (5) 

 

где ,  ‒ значение температуры в центрах ячеек  и  на текущем временном шаге, , 

 ‒ значение температуры в центрах ячеек  и  на предыдущем временном шаге,  

– конвективное слагаемое для ячейки  на текущем временном шаге, ,   –  диффузион-

ные слагаемые для ячеек  и  на текущем временном шаге. 
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Диффузионные слагаемые в (4) и (5) для ячеек  и  на текущем временном шаге 

определяются выражениями: 

, (6) 

 

, (7) 

 

где  – площадь, ориентированная по нормали к грани ,  – площадь грани ,  – 

температура в центре грани  на текущем временном шаге,  – скорость в центре грани  на 

текущем временном шаге,  – градиент температуры на грани  на текущем временном 

шаге,  – коэффициент теплопроводности на интерфейсных гранях,  

– суммирование по всем внутренним и внешним граням, ограничивающим ячейку , 

 суммирование по всем интерфейсным граням, ячейки , 

  – суммирование по всем внутренним и внешним граням, ограни-

чивающим ячейку ,   – суммирование по всем интерфейсным граням, 

ячейки . 

Градиент температуры на внутренних гранях и гранях согласованных интерфейсов 

для произвольных неструктурированных сеток с учетом поправки на неортогональность [26] 

на итерации n текущего временного шага определяется выражением: 
 

, (8) 

 

где  и  – ячейки смежные через грань , – вектор между центрами ячеек   и  

(рис. 2),  ,  – значение температуры в центрах смежных ячеек на итерации , 

 – интерполированная величина температуры на грани  

на итерации .  

Значения градиентов температуры в центрах ячеек могут быть вычислены по алго-

ритму Грина-Гаусса [23]: 

. (9) 

 

В конвективном слагаемом дискретного аналога дифференциального уравнения теп-

лопереноса в жидкой среде (4) на интерфейсных гранях, представляющих собой границу 

раздела, принимается граничное условие стенка с прилипанием. В результате все компонен-

ты скорости на интерфейсных гранях принимаются равными нулю, и конвективное слага-

емое дискретного аналога дифференциального уравнения теплопереноса для ячейки  на те-

кущем временном шаге принимает вид: 
 

, (10) 

 

где  – скорость в центре грани  на текущем временном шаге,  – температура на интер-

фейсной грани  на текущем временном шаге,  – суммирование по 

всем внутренним и внешним граням, ограничивающим ячейку . 

Значения неизвестных величин  и  в выражении (10) для внешних граней опреде-

ляются граничными условиями расчетной модели, а для внутренних граней могут быть вы-

числены по любой из известных схем аппроксимации [23]. Например, в случае использова-
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ния схемы аппроксимации CD значения величин  и  на внутренних гранях определяются 

методом взвешенной интерполяции: 

, (11) 

, (12) 

где  и  – ячейки смежные через внутреннюю грань ,  – значение геометрического ин-

терполяционного коэффициента для грани , ,  – значения температур в центрах смеж-

ных ячеек   и  на текущем временном шаге, , – значения скоростей в центрах 

смежных ячеек   и на текущем временном шаге.  

Значение геометрического интерполяционного коэффициента  для ячеек   и ,  

через грань  (рис. 2) определяется выражением: 

, (13) 

где и  вектора, построенные между центрами ячеек  и через грань   (рис. 2). 

Равенство тепловых потоков (4), являющееся необходимым условием сопряжения 

уравнений (2) и (3) для смежных через интерфейс ячеек  и  (рис. 2), с учетом равенства 

температур на интерфейсных гранях можно записать в виде: 

, (14)  

где  – коэффициент теплопроводности на интерфейсной грани , ,  – тепловые потоки 

со стороны ячеек  и ,  и  – значения температур в центрах ячеек  и ,   – вектор, 

построенный между центрами ячеек   и  (рис. 2). 

При расчете значения усредненного коэффициента  на интерфейсных гранях  смеж-

ных фрагментов произвольных неструктурированных сеток должны быть учтены различия 

коэффициентов теплопроводности сред и геометрических параметров ячеек в области со-

пряжения. В случае сопряжения сред со значительно отличающимися теплофизическими 

свойствами использование очевидных способов вычисления эффективной теплопроводности 

(среднегеометрическое или среднеарифметическое усреднение) может быть причиной боль-

шой погрешности, и их применение ограничено небольшими изменениями коэффициентов 

теплопроводности жидкости и твердого тела. В работах [17, 27, 28] показано, что наиболее 

универсальным и точным способом, учитывающим различие теплофизических свойств и не-

равномерности сеточной модели сопрягаемых сред, является среднегармонический способ 

расчета коэффициента теплопроводности c учетом неравномерности сеточной модели: 

, (15) 

где  и  – коэффициенты теплопроводности жидкой и твердой сред соответственно,  – 

значение геометрического интерполяционного коэффициента для интерфейсной грани  

(13). 

Равенство (14) позволяет совместно решать систему уравнений (5) и (6), используя 

одинаковый подход к дискретизации потоков тепла как со стороны жидкости, так и со сто-
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роны твердого тела, приводя к общей системе алгебраических уравнений, которая решается 

совместно в жидкой и твердой подобластях. Например, для произвольной ячейки  (рис. 2) 

составляется уравнение: 

, (16) 

где  – диагональный коэффициент ячейки ,  – недиагональный коэффициент опреде-

ляющий связь ячейки  с ячейкой  через согласованный интерфейс на смежных границах 

жидкой и твердой сред,  – недиагональные коэффициенты определяющие связь ячейки  с 

ячейками в расчетной подобласти  через общие (внутренние) грани и  – правая часть,  

( )i nb P  – суммирование по всем соседним ячейкам i  имеющим общие грани с ячейкой . 

В результате для сеточной модели, состоящей из двух согласованных расчетных по-

добластей  и  (рис. 2), формируется СЛАУ (17), которая может быть решена одним мето-

дов, подробно описанных в работах [23, 29, 30].  

 
 

 
 

Рис. 3. Схематичный пример согласованного интерфейса  

 на смежных границах жидкой и твердой сред 

 

Fig. 3. Schematic example of a consistent interface at adjacent boundaries of liquid and solid media 

 

,  (17) 

 

где  ,  – диагональные коэффициенты ячеек в подобласти , ,  – 

диагональные коэффициенты ячеек в подобласти , – недиагональные коэффициенты 

определяющие связь ячеек  с ячейками  через интерфейсные грани,  – вектор искомых 

температур в центрах ячеек,  – вектор правой части. 
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Для упрощения изложения в системе уравнений (17) не показаны недиагональные ко-

эффициенты, определяющие связь ячеек через внутренние грани. Далее запишем вид коэф-

фициентов матрицы СЛАУ (17) на итерации , текущего временного шага без учета гранич-

ных условий. Вид диагональных коэффициентов СЛАУ (17) для ячеек жидкой среды в по-

добласти : 

. (18) 

Слагаемое в (18) формируется за счет соседства ячейки  с ячейками в подоб-

ласти  через внутренние грани : 

, (19) 

где  – суммирование по всем внутренним граням ячейки ,  – ячейка, 

смежная с ячейкой  через внутреннюю грань . 

Слагаемое  в (18) формируется за счет соседства ячейки  с ячейками из по-

добласти  через интерфейсные грани : 

, (20) 

где  – суммирование по всем интерфейсным граням ячейки ,  – ячей-

ка, смежная с ячейкой  через интерфейсную грань . 

Вид диагональных коэффициентов СЛАУ (17) для ячеек твердой среды подобласти : 

.  (21) 

Слагаемое  в (21) формируется за счет соседства ячейки  с ячейками в подоб-

ласти  через внутренние грани : 

, (22) 

 

где  – ячейка смежная с ячейкой   через внутреннюю грань . 

Слагаемое формируется за счет соседства ячейки  с ячейкой  через ин-

терфейсные грани : 

. (23) 

 

Вид недиагональных коэффициентов СЛАУ (17), определяющих связь между ячейка-

ми в подобласти  через внутренние грани : 

. (24) 
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Вид недиагональных коэффициентов СЛАУ (17), определяющих связь ячеек из по-

добласти  с ячейками из подобласти  через интерфейсные грани : 

,                      (25) 

Вид недиагональных коэффициентов СЛАУ (17), определяющих cвязь между ячейка-

ми в подобласти  через внутренние грани : 

, (26) 

Вид коэффициентов правой части СЛАУ (17) для ячеек подобласти : 

, (27) 

где слагаемые и имеют вид:  

, (28) 

. (29) 

 

Вид коэффициентов правой части СЛАУ (17) для ячеек подобласти : 

.  (30) 

 

где слагаемые и имеют вид:  

, (31) 

, (32) 

 

Описанный прямой метод сопряжения, реализованный в пакете программ ЛОГОС [18, 

19], позволяет одновременно дискретизировать уравнения теплопроводности для жидкой и 

твердой подобластей и строить единую сопряженную СЛАУ относительно переменной тем-

пературы. Такой подход является наиболее универсальным, позволяющим одинаково эффек-

тивно считать стационарные и нестационарные задачи, моделирующие динамические пере-

ходные процессы с теплопередачей между подобластью жидкости и подобластью твердого 

тела. Метод позволяет учитывать разномасштабность ячеек и резко различающиеся физиче-

ские свойства жидкой и твердой сред что позволяет применять его при моделировании задач 

сопряженного теплообмена на произвольных неструктурированных сетках. 

 

Численные эксперименты 
 

Охлаждение твердотельных блоков в плоском канале 
 

Рассмотрим работу метода на примере численного моделирования задачи охлаждения 

шести твердотельных блоков с объемным тепловыделением, установленных в плоском пря-

моугольном канале, ламинарным потоком несжимаемой жидкости при вынужденной кон-

векции [31]. Геометрия расчетной области схематично представлена на рис. 4. 
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Рис. 4. Схематическое изображение геометрии расчетной области 

 

Fig. 4. Schematic representation of the computational domain geometry 

 

Плоский прямоугольный канал имеет высоту H = 1 м и длину L = 20H. Внутри кана-

ла, вплотную к нижней стенке, расположены шесть одинаковых твердотельных блоков 

длинной H и высотой h = 0,25H. Левая грань первого блока находится на расстоянии 5,6H от 

входа. Промежутки между блоками одинаковы и равны H. Каждый блок равномерно нагре-

вается объемным источником тепла с удельной мощностью Q = 71,4 Вт/м3. Стенки канала 

неподвижны, непроницаемы и теплоизолированы. Для верхней и нижней стенок задано гра-

ничное условие стенки с прилипанием, для боковых стенок задано условие симметрии. На 

левой стороне канала задан входной поток с нулевой температурой и единичным вектором 

скорости, направленный вдоль оси X. На правой границе задано граничное условие давление. 

При расчете были заданы физические параметры среды таким образом, чтобы обеспечива-

лись значения безразмерных величин, указанных в [31]: Re = 100, Pr = 0,7. 

Расчет проводился на равномерной прямоугольной и неструктурированной сетках 

(рис. 5), имеющих согласованный интерфейс на границе раздела сред. Равномерная прямо-

угольная сетка (рис. 5а) построена таким образом, что границы твердотельных блоков точно 

совпадают с гранями ячеек в подобласти жидкости. Для неструктурированной сеточной мо-

дели сетки в области жидкости и в области твердотельных блоков построены независимо 

друг от друга согласованы при помощи препроцессора пакета программ ЛОГОС (рис. 5б). 

 

 
Рис. 5. Фрагменты расчетной сетки в области твердотельного блока  

(а) – равномерная прямоугольная, (б) – неструктурированная 

 

Fig. 5. Computational grid fragments in the solid-state block domain  

(a) –  uniform rectangular, (b) – unstructured  

 

Расчет задачи был выполнен в пакете программ ЛОГОС в параллельном режиме на 12 

процессорах. Сопряжение смежных границ подобласти жидкости и твердотельных блоков 

осуществлялось с помощью интерфейса реализованного в соответствии с вышеописанным 

методом. 

На рис. 6 приведены распределения полей температуры, полученные в [31] (вверху) и 

рассчитанные в пакете программ ЛОГОС (внизу) отображенные в одном масштабе. График 

на рис. 7 показывает профили температуры вдоль прямой y = 0,1 м. 
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Рис. 6. Распределение полей температуры 

 

Fig. 6. Distribution of temperature fields 

 

 
 

Рис. 7. Профили температуры вдоль канала 

 

Fig. 7. Temperature profiles along the channel 
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Полученные результаты (рис. 6, 7) показывают, что наличие неструктурированной 

сетки в области твердотельных блоков несущественно повлияло на профиль температуры 

вдоль канала и хорошо согласуется со значениями, полученными в [31]. 

 

Вентилируемая квадратная каверна 
 

Рассмотрим работу метода на примере численного моделирования задачи смешанной 

конвекции в квадратной каверне с твердотельным блоком [32]. Геометрия расчетной области 

схематично представлена на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 8. Схематическое изображение геометрии расчетной области 

 

Fig. 8. Schematic representation of the computational domain geometry 

 

В выбранной расчетной модели длина стороны квадратной каверны L = 1 м. Каверна 

содержит твердотельный блок с длиной стороны d = 0,6 м, расположенный по центру и 

входное и выходное отверстия размером w = 0,1 м. На правой вертикальной стенке задана 

постоянная температура 
wT = 1 К, остальные стенки теплоизолированы. На входе в каверну 

заданы  температура T  = 0 К и скорость входного потока U , направленного вдоль оси X . 

Вязкое ламинарное несжимаемое течение рассматривается в данной задаче без учета вязкой 

диссипации. Физические параметры среды задаются таким образом, чтобы обеспечивались 

значения безразмерных величин Re = 100 и Pr = 0,71, указанных в [32].  

Расчет производился на равномерной прямоугольной и неструктурированной сетках 

(рис. 9), имеющих согласованный интерфейс на границе раздела сред. Равномерная прямо-

угольная сетка (рис. 9а) построена таким образом, что границы твердотельных блоков точно 

совпадают с гранями ячеек в подобласти жидкости. Для неструктурированной сеточной мо-

дели сетки в области жидкости и в области твердотельных блоков построены независимо 

друг от друга и согласованы при помощи препроцессора пакета программ ЛОГОС (рис. 9б). 
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Рис. 9. Фрагменты расчетной сетки в области твердотельного блока  

(а) – равномерная прямоугольная, (б) – неструктурированная 

 

Fig. 9. Computational grid fragments in the solid-state block domain  

(a) –  uniform rectangular, (b) – unstructured 

 
Расчет задачи выполнен в пакете программ ЛОГОС в параллельном режиме на 12 

процессорах. Процесс сопряжения осуществлялся с помощью интерфейса, реализованного в 

соответствии с вышеописанным методом. На рис. 10 приведено распределение поля темпе-

ратуры, полученное на двух видах сеточных моделей, и наложенные на них изолинии темпе-

ратуры, полученные в работе [32].  
 

 

 
 

Рис. 10. Изолинии температуры 

 

Fig. 10. Temperature isolines 
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Приведенные результаты расчетов (рис. 10) показывают, что наличие неструктуриро-

ванной сетки в области твердотельного блока несущественно повлияло на профиль темпера-

туры вдоль канала и хорошо согласуется со значениями, полученными в [32]. 

 

Заключение 

 

Описан прямой метод решения задач сопряженного теплообмена, реализованный в 

пакете программ «ЛОГОС» в части решателя гидродинамики. Данный метод может быть 

одинаково эффективно использован для расчета задач стационарного и нестационарного со-

пряженного теплообмена. Приведены основные уравнения теплопереноса в жидкости и в 

твердом теле и рассмотрены особенности их аппроксимации методом конечных объемов на 

произвольной неструктурированной сетке с учетом разномасштабности ячеек и резко разли-

чающихся физических свойств жидкой и твердой сред. Представлены коэффициенты матри-

цы СЛАУ для температуры в случае решения задачи сопряженного теплообмена, результаты 

решения задач с применением данного метода на сеточных моделях, содержащих структури-

рованные и неструктурированные сетки. Показано, что наличие неструктурированных сеток 

в области сопряжения жидкости и твердых тел не оказывает существенного влияния на рас-

пределение поля температуры. 
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