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Приводится сравнительная характеристика быстродействия алгоритмов расчета комбинационных состав-

ляющих при нелинейном преобразовании частоты на основе рядов Фарея. Анализируются вычислительные 

затраты алгоритмов без синтеза полного ряда Фарея, что позволяет решать задачи пораженности комбинацион-

ными частотами преобразователей частоты только на основе синтеза ближайших компонент к рабочим часто-

там исследуемых систем нелинейного преобразования частот. 
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Одной из важных задач при проектировании и анализе поведения систем нелинейного 

преобразования частот является уменьшение влияния комбинационных гармоник на полез-

ный сигнал.  

Для решения подобных задач широко используются графические [1–3], аналитические 

[4, 5] и алгоритмические методы [1, 9, 10]. Одним из эффективных методов расчета комби-

национных составляющих при нелинейном преобразовании частоты являются методы на ос-

нове рядов Фарея [9, 10]. 

Предлагаются эффективные методы и алгоритмы решения задач анализа ближайших 

комбинационных частот. Основу предполагаемых методов составляет отыскание заданного 

соотношения смешиваемых частот преобразователя в базисе дробей Фарея с помощью аппа-

рата цепных дробей и процедуры, в основе которой лежит базовая теорема Фарея-Коши, свя-

зывающая соседние дроби в ряде Фарея. 

Цель работы - разработать эффективные методы анализа комбинационных состав-

ляющих и оценить их общую и алгоритмическую эффективность.  

Рассмотрим задачу отыскания ближайшей дроби Фарея R/Q к заданному соотношению 

смешиваемых частот q = f1/f2 (f1 ≤ f2), минуя операцию синтеза всей последовательности 

Фарея [6]. 

Использование цепных дробей. Согласно теореме Дирихле в теории диофантовых 

приближений [7], для заданного q всегда существует такая дробь R/Q, что разность между 

ними может удовлетворять любой наперед заданной точности. Последовательность дробей 

Фарея k является последовательностью всех несократимых рациональных дробей, у кото-

рых знаменатель Q≤k, где k – порядок ряда Фарея. Поэтому при отыскании приближения для 

заданного дробью Фарея соотношения q, можно использовать аппарат цепных дробей [8]. 

Представим заданное соотношение смешиваемых частот q0,1 конечной цепной дробью  

],...,,;[ 210 nbbbbq  . (1) 

Цепные дроби обладают тремя замечательными свойствами: 

1. Любая подходящая дробь Rj/Qj цепной дроби (1) является несократимой дробью 

(j1,n). 
2. Знаменатель подходящей дроби, согласно [8], растет как показательная функция от 

индекса j подходящей дроби:  
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3. Реккурентность в определении подходящих дробей: 
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,
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(3) 

(4) 

где  j ≥ 1, R-1=1, Q-1=0, R0 =b0, Q0=1. 

Из свойства 1 можно сделать вывод, что любая подходящая дробь Rj/Qj цепной дроби 

(1), являющейся приближением действительного числа q0,1, принадлежит последователь-

ности Фарея. Таким образом, задача отыскания приближения в базисе дробей Фарея состоит 

в разложении q в цепную дробь (1) [6, 8] с одновременным вычислением подходящих дробей 

Rj/Qj согласно (3). Разложение числа q заканчивается, когда не будет выполняться условие  

kQ j  , (5) 

при этом подходящая дробь Rj/Qj и есть найденная ближайшая дробь Фарея Ri/Qi, i1,Nk [6] к  q. 

На рис. 1 приведена структурная схема алгоритма приближения q дробью Фарея. Мак-

симальное количество итераций алгоритма на рис. 1 можно определить из (2) с учетом (5) по 

формуле  

1log2
21

 kN . (6) 

 

 
 

Рис. 1. Алгоритм приближения действительного числа дробью Фарея 

 

Алгоритм Фарея-Коши. Второй задачей в определении ближайших дробей Фарея к 

заданному соотношению смешиваемых частот q является определение второго диофантова 

приближения. Найденная по приведенному на рис. 1 алгоритму дробь Фарея может удовле-

творять условию  
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либо условию 
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где i1,Nk - номер дроби Фарея в ее последовательности [6]. 

Рассмотрим случай (7). Согласно основной теореме Фарея-Коши, определяющей связь 

соседних дробей Фарея [6], которая утверждает, что если Ri/Qi k, а Qi+1 - целое число, та-
кое, что 

kQQk ii  1  
(9) 

и 

)(mod11 iii QQR  , (10) 

причем 
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Тогда Ri+1/Qi+1 является в k дробью, непосредственно следующей за Ri/Qi в ряде Фа-

рея. Выражения (9) и (10) представим в следующем виде:  
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)(mod011 iii QQR  . (13) 

Таким образом, задача нахождения дроби Ri+1/Qi+1, непосредственно следующей за 

дробью Ri/Qi, состоит в определении знаменателя Qi+1 путем решения сравнения (13) в огра-

ничениях (12). Для этого преобразуем сравнение (13) в эквивалентное уравнение относи-

тельно двух переменных Qi+1 и mx: 

xiii mQQR  11 , (14) 

где mx - неизвестный целочисленный множитель. Подставляя из (12) границы изменения Qi+1 

в (14) и разрешая уравнения относительно mx, получим формулу для определения границ из-

менения mx(mн,mв):  
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(15) 

Решение уравнения (14) в целых числах  относительно Qi+1 в пределах изменения (15) 
возможно, если выполняется следующее условие: 
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Таким образом, поиск знаменателя Qi+1 представляет собой итерационный процесс с 

числом итераций mx, границы которого находятся в пределах, заданных в (15), равным Ri. 

Следовательно, исходя из свойств дробей Фарея [6], максимальное число итераций поиска 

дроби Ri+1/Qi+1 равно  

12  kN . (17) 

Структурная схема алгоритма, реализующего этот процесс, приведена на рис. 2. Для 

дроби R1/Q1=0/1 выражение (16) не имеет смысла, поэтому для этого случая, исходя из 

свойств дробей Фарея [6], R2/Q2=1/k. 

Для случая (7), используя обратную теорему Фарея-Коши, определяющую связь после-

дующей дроби Фарея с предыдущей, получим после преобразований выражения, аналогич-

ные (13)–(16):  
 

)(mod011 iii QQR  , (18) 
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Рис. 2. Алгоритм поиска следующей дроби Фарея 

 

Структурная схема алгоритма, реализующего поиск предыдущей дроби Ri-1/Qi-1 по из-

вестной Ri/Qi, приведена на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Алгоритм поиска предыдущей дроби Фарея 
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Алгоритм цепных дробей для нахождения двойного Диофантова приближения  

в классе дробей Фарея 

Для каждой дроби на (n – 1)-м уровне в дереве Фарея можно непосредственно вычис-

лить две соседние дроби, или, иными словами, «прямых потомков» на n-м уровне. Непосред-

ственного (прямого) предшественника любой дроби (предыдущего уровня) можно найти, 

вычитая единицу из последнего члена ее разложения в непрерывную дробь. Другой (отда-

ленный) предшественник данной рациональной дроби может быть найден простым выбра-

сыванием последнего члена [11].  

Согласно [8],  

.)1( 1
11


  n

nnnn QPQP        (22) 

Если количество членов в последовательности  ],,...,,[ 121 nn bbbb   для прямого предшест-

венника нечетно, то потомок расположится между отдаленным и прямым предшественни-

ком, а если четно – между прямым и отдаленным предшественником. 

У любой дроби из ряда Фарея всегда есть два потомка. Назовем потомок, образованный 

прибавлением единицы к короткой записи исходной дроби, коротким потомком, а потомок, 

образованный прибавлением единицы к длинной записи исходной дроби, длинным потомком 

и обозначим их соответственно как   

]1,,...,,[ 121   nn

s

s bbbb
Q

P
 и ]2,1,,...,,[ 121   nn

l

l bbbb
Q

P
.            (23) 

Для обоих потомков справедливо, что один из них всегда больше, а другой всегда 

меньше исходной дроби.  Количество членов в одном потомке всегда четно, а в другом 

всегда нечетно. Согласно (22), потомок с четным числом членов всегда больше своего 

прямого предшественника и  наоборот для нечетного.  

Согласно алгоритму в зависимости от направления поиска, в сторону увеличения 

дробей ряда или в сторону их уменьшения, и четного или нечетного количества членов 

последовательности ],,...,,[ 121 nn bbbb   для исходной дроби, мы должны находить либо 

короткий потомок, либо длинный. 

Потомки равны 
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Согласно (24), для отыскания любого из потомков исходной дроби неоходимо лишь 

знать еѐ последнюю промежуточную дробь. Для этого достаточно использовать алгоритм 

приближения действительного числа дробью Фарея, приведенный на рис. 1 

В зависимости от направления поиска и четности числа элементов в записи исходной 

дроби, необходимо находить значение длинного или короткого потомка. Рассмотрим случаи, 

когда знаменатель полученного потомка больше порядка ряда Фарея и когда меньше или ра-

вен порядку ряда. В обоих случаях потомок будет являться медиантой исходной дроби и 

дроби, являющейся отдаленным предшественником исходной. В первый случае (Qпот > k) 

искомая дробь однозначно равна 

исхпот

исхпот

QQ

PP

Q

P




 .         (25) 

 

Во втором случае (Qпот <= k) искомая дробь однозначно выражается формулой 
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Рис. 4. Алгоритм поиска следующей дроби Фарея 

 

Оценка алгоритмической и вычислительной сложности. Для оценки быстродейст-

вия предложенных алгоритмов будем использовать два критерия: алгоритмическую и вычис-

лительную сложности алгоритмов. 

Под алгоритмической сложностью будем понимать количество циклов в алгоритме без 

детализации сложности реализации алгоритма для каждой ветки цикла.  

Под вычислительной сложностью понимаются условные затраты на получение резуль-

тата, приведенного к такту условного процессора. Для получения такой оценки необходимо 

знать процессорные затраты на реализацию основных операций и функций, выраженных в 

тактах процессора.  

Алгоритмическая сложность. Она определяется затратами на выполнение цикличе-

ских операций. Для алгоритмов полного перебора комбинационных частот для оптимистиче-

ской оценки [9] будет равна 
 

Nп = 3(k+1)
2
. 

 

Число итераций алгоритма на основе синтеза полного ряда Фарея [9] составляет  
 

Nф = 3(k+1)
2
/

2
. 

 

Из предыдущих выражений следует, что решение задачи анализа комбинационных со-

ставляющих путем полного перебора и на основе рядов Фарея составляет около одного по-

рядка и не зависит от индекса ряда Фарея и соответственно от порядка учитываемых комби-

национных частот (это две взаимосвязанные величины согласно[9]). 

Оценим алгоритмическую эффективность решения задачи анализа комбинационных со-

ставляющих с использованием подхода на основе синтеза последовательности Фарея [6] и 
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подхода, использующего алгоритм на основе цепных дробей и теоремы Фарея-Коши. Для 

этого достаточно сравнить количество итераций предложенного подхода (5), (17) с числом 

членов последовательности Фарея [6]:  

)log2(

)1(3
Э

2
2

2

21 kk

k

NN

Nп







 .  

Это выражение показывает, что эффективность использования подхода, изложенного в 

данном параграфе, повышается с увеличением индекса последовательности Фарея, а, следо-

вательно, и порядка учитываемых комбинационных частот P. Кроме того, эта формула не 

учитывает затрат времени на синтез самой последовательности Фарея. Следовательно, общая 

эффективность решения задач с использованием предлагаемого метода будет значительно 

выше приведенной оценки. На рис. 5 представлены зависимости алгоритмической сложности 

решения задачи анализа комбинационных составляющих от индекса k ряда Фарея при ис-

пользовании разных алгоритмов.  

 

Алгоритмическая сложность определения 
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Рис. 5. Алгоритмическая сложность алгоритмов  

от порядка учитываемых комбинационных частот 

 

Эффективность алгоритма на основе цепных дробей по сравнению с алгоритмом полно-

го перебора для k=30 составляет около 300, а на основе цепных дробей и теоремы Фарея-

Коши - около 70.   

Вычислительная сложность. Для еѐ оценки будем учитывать три основных категории 

операций и функций, которые выполняет условный процессор, и определим их вычисли-

тельные затраты: 

1) на операции суммирования, вычитания и вычисления целых частей – A=nA*t, где nA – 

количество тактов процессора на выполнение одной операции типа суммирования; t – время 

одного такта процессора;  

2) операции умножения, деления и расчет целочисленного остатка от деления двух чи-

сел – M=nM*t, где nM – количество тактов процессора на выполнение одной операции типа 

умножения; 
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3) операции присваивания – S=nS*t, где nS – количество тактов процессора на выполне-

ние одной операции типа присваивания. 

Определим вычислительную сложность всех предлагаемых алгоритмов анализа комби-

национных составляющих и найдем наиболее эффективный алгоритм. Однако критерий – 

вычислительная сложность – зависит от типа процессора и особенностей его архитектуры. 

Разбивка типов операций и их затраты по тактовому времени для каждого процессора вы-

полняются индивидуально.  

Максимальная вычислительная сложность алгоритма на основе цепных дробей (рис. 1) 

равна 
 

V1 = N1(10S+3M+5A) + 2S.  
 

Максимальная вычислительная сложность алгоритмов на основе теоремы Фарея-Коши 

(рис. 2 и 3) равна 
 

V2 = N2(S+M+A) + 4S + 4A + 6M. 
 

Максимальная вычислительная сложность алгоритма на основе только цепных дробей 

(рис. 5) равна 
 

V3 = N1(10S+3M+5A) + 7S + 7A + 4M. 
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Рис. 6. Связь вычислительной сложности алгоритмов  

с порядком учитываемых комбинационных частот 

 

Анализ вычислительной сложности алгоритмов на основе цепных дробей – теоремы 

Фарея-Коши и модифицированного алгоритма цепных дробей показывает, что модифициро-

ванный алгоритм цепных дробей обладает большей эффективностью и для k=5 составляет 

20%, а для k=30 составляет 70%. 

Вывод 
 

В статье предложены и реализованы методики поиска двойного диафантового прибли-

жения комбинационных составляющих в ряде Фарея произвольного порядка и приведены 

сравнительные характеристики их эффективностей. 
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COMPARATIVE CHARACTERISTICS OF ALGORITHMS FOR COMPUTATION  

OF COMBINATIONAL COMPONENTS BASED ON THE FAREY SERIES 

 
We give a comparative performance characteristic of algorithms for calculating the combinational components 

appearing in a nonlinear frequency conversion based on Farey series. We analyze the computational cost of algorithms 

without synthesis of full Farey series, which allows to solve problems of analysis of affection with combinational fre-

quencies by analyzing only the components closest to the operating frequencies of the systems of nonlinear frequency 

conversion being considered. 
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