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Рассматривается вероятностно-статистический подход к прогнозированию состояния технических сис-

тем. Разработан прототип программного обеспечения для прогнозирования состояния систем, описываемых 

скрытыми марковскими моделями. 
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Модели дискретных стохастических систем 
 

Для описания функционирования стохастических систем с памятью находят примене-

ние модели в пространстве переменных состояния. Один из развивающихся способов моде-

лирования заключается в использовании динамических байесовских сетей (ДБС). Динамиче-

ская байесовская сеть может быть представлена как пара  21, BB , где 1B  — байесовская 

сеть, задающая априорное распределение   1zP ; 2B  — байесовская сеть, состоящая из двух 

слоев и определяющая вероятности переходов 

          



R

i

ii nzPanzPnnP
1

|1| zz . (1) 

Здесь  T

1 ,, Rzz z  — вектор случайных величин, используемых для описания стохастиче-

ской системы;   nzPa i  — множество родительских переменных для i -й переменной. 

Зачастую множество переменных Z  может быть представлено как объединение мно-

жества непосредственно не наблюдаемых переменных состояния системы X  и множества 

регистрируемых величин Y , характеризующих состояние. При этом для описания системы 

обычно задается модель состояния, описывающая динамику изменения во времени вероят-

ностей нахождения системы в различных состояниях, и модель наблюдения, описывающая 

связь наблюдений с состоянием системы. Эти модели определяются условными распределе-

ниями вероятностей     nnP xx |1  и     nnP xy |  соответственно, а также распределением 

вероятностей   1xP  состояния в начальный момент времени. 

На рис. 1 представлены примеры графических моделей, соответствующих ДБС с един-

ственной переменной состояния и единственной переменной наблюдения: скрытая марков-

ская модель (СММ) и авторегрессионная СММ. 
 

x(1) x(n) x(n+1)

y(1) y(n) y(n+1)

...

 

x(1) x(n) x(n+1)

y(1) y(n) y(n+1)

...

...

 

а) б) 
Рис. 1. Примеры графических моделей ДБС: 

а – СММ; б – авторегрессионная СММ 
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Скрытая марковская модель соответствует ДБС с единственной дискретной перемен-

ной состояния, которая недоступна для наблюдения и определяются следующими распре-

делениями и параметрами: 

Распределение вероятностей начального состояния   
ii

axP  1π . 

Модель состояния, задаваемая с помощью  rr -матрицы переходов A  с элементами 

    
ijji

anxanxPA  |1
,

, rji ,1,  , где r  – количество состояний. 

Модель наблюдения в случае дискретных наблюдений задается с помощью  

 hr -матрицы B  с элементами     
ijji

anxbnyPB  |
,

, hjri ,1,,1  , где h  – количе-

ство возможных наблюдаемых значений. В случае действительных наблюдений часто ис-

пользуется гауссовское распределение с условной плотностью вероятности 

      
iii

Nanxnp  ,μ;ξ|ξy , где iμ  — математическое ожидание и i  – ковариацион-

ная матрица для i -го состояния системы. 
 

Процедуры прогнозирования и фильтрации 
 

В многочисленных практически важных задачах интерес представляет прогнозирова-

ние состояния стохастической системы. Для этого находятся вероятности 

          
 

1τ,0τ,|ττ|1τ|1τ П

τ

:1:1  
nx

nn nxPnxnxPnxP YY . (2) 

Здесь n:1Y  — последовательность наблюдений    nyy ,,1  , величина Пτ  определяет гори-

зонт прогнозирования. Основу для прогнозирования представляет процедура фильтрации, в 

результате которой находятся вероятности 
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где   1:1|/1η  nnyP Y  — константа нормализации. 

Для случая СММ с дискретными переменными процедуры прогнозирования и фильт-

рации могут быть представлены в матричном виде 

      1τ,0τ,|τ|1τ П:1

T

:1  nn nxnx YPAYP , (4) 

       
1:1

T

:1
|1η|




nn
nxnnx YPAOYP ,     πOYP 1η|1 1 x . (5) 

Здесь       T
1 |,,|| YYYP raxPaxPx   ,     nOn ji ,O  — диагональная матрица с 

элементами  
jiii BnO ~

,,  , где   jbnyj  arg
~

. 

 

Структурно-параметрическое обучение 
 

При наличии неопределенности модель системы определена не полностью. В общем 

случае возникает необходимость определения как параметров θ , так и структуры s  модели 

[1]. На основе доступной обучающей выборки D  может быть выполнена процедура  

обучения. 

В условиях, когда обучающая выборка содержит значения не только переменных на-

блюдения  ny , но и состояния  nx , т.е.  YXD , , оценка параметров при фиксированной 

структуре s  может быть найдена по критерию минимума среднего риска, например, как апо-

стериорное среднее, либо по критерию максимального правдоподобия 

 sLML ,|maxargˆ θDθ
θ

 . (6) 

Здесь  sL ,| θD  — логарифм функции правдоподобия, определяемый выражением 
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     
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n
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n

snxnyPsnxnxPsxP
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θθθ
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 (7) 

Задача определения структуры модели может быть решена по критерию максимума 

апостериорной вероятности. В распространенном случае различные структуры модели по-

лагаются априори равновероятными. При этом оптимальная структура модели доставляет 

максимум логарифму маргинальной функции правдоподобия 

       

Θ

θθθDDD dspsPsPsL |,|ln|ln| . (8) 

В общем случае интегрирование в (8) выполняется приближенно. Достаточно часто 

для выбора структуры модели находит применение информационный критерий Акаике 

    γ,ˆ  s|Ls|L MLAIC θDD . (9) 

При использовании байесовского информационного критерия целевая функция структур-

ной оптимизации определяется выражением 

    Ns|Ls|L MLBIC ln
2

γ
,ˆ  θDD , (10) 

где N  – объем обучающей выборки; γ  – эффективное количество параметров. Например, 

при определении порядка q  цепи Маркова эффективное количество параметров γ , согласно 

[2], составляет 

 1γ  rr q . (11) 

В случае, когда значения переменных состояния отсутствуют в обучающей выборке, 

т.е. YD , оценку параметров θ̂  для заданной структуры s  модели позволяют найти проце-

дуры, основанные на EM-алгоритме. Этот алгоритм сходится к локальному максимуму 

функции правдоподобия  s|P ,θY  и состоит из последовательности итераций, включающих 

E и M-шаги. Итерационная процедура оценки параметров, согласно [3], имеет вид 

   
X

θ
θYXθYXθ sLsP ,|,,

~
,|maxargˆ , (12) 

где θ
~

 и θ̂  — оценки параметров на предыдущей и данной итерациях соответственно. 

Соответствующую процедуру для обучения СММ представляет известный алгоритм 

Баума-Уэлша. На E-шаге с использованием найденных на предшествующей итерации оценок 

параметров θ
~

 с помощью процедуры интерполяции на фиксированном интервале, вклю-

чающей рекуррентные вычисления в прямом и обратном времени, определяются так назы-

ваемые прямые и обратные переменные [4] 

    
n

nxPn
:1

| Y ,     nxPn
Nn

|
:1

 Y , Nn ,1 . (13) 

С помощью этих переменных вычисляются ожидаемые статистики 

      θY,|1,ξ , jiji anxanxPn  , (14) 

    θY,|χ ii anxPn  . (15) 

Затем на М-шаге с использованием вычисленных величин находятся новые оценки θ̂  

параметров СММ. Шаги EM-алгоритма повторяются до наступления сходимости итерацион-

ного процесса. 

При наличии скрытых переменных структура и параметры моделей могут быть найде-

ны с помощью структурного EM-алгоритма [5], на каждой итерации которого находятся но-

вые оценки как параметров θ̂ , так и структуры модели s€. В рамках байесовской методоло-

гии в [6] получен вариационный байесовский EM-алгоритм (VBEM), который может рас-

сматриваться как обобщение EM-алгоритма. С помощью VBEM может быть найдена 

оценка параметров θ̂  по критерию максимума апостериорной плотности вероятности 



Информатика и системы управления 

 
 

73 

 sp ,| Yθ , а также нижняя граница для логарифма маргинальной функции правдоподобия 

 sP |Y , что позволяет выполнять селекцию моделей. 

После завершения процесса обучения СММ может применяться для решения задач 

фильтрации и прогнозирования. 
 

Моделирование процедур структурно-параметрического обучения 
 

В качестве примера для моделирования рассмотрим систему с четырьмя состояниями 

4,1, iai , между которыми возможны только последовательные переходы. Так, переход от 

2a  к 4a , минуя 3a , невозможен, а также запрещены обратные переходы. Такая модель  

(рис. 2) является частным случаем процесса гибели и размножения. 
 

a1 a3a2 a4

 
 

Рис. 2. Диаграмма состояний 

 

Состояние моделируемой системы непосредственно не наблюдается. В каждый момент 

времени наблюдается вектор       T
21 , nynyn y , компоненты которого представляют со-

бой реализации гауссовских случайных величин со средними i1μ , i2μ  и дисперсиями iD1 , 

iD2 , зависящими от скрытого состояния ia . Кроме того, полагается, что  ny1  и  ny2  ус-

ловно независимы. 

Для реализации процедур прогнозирования состояния дискретных стохастических сис-

тем в среде MatLab с использованием пакета расширения BNT разработана программа, кото-

рая позволяет проводить структурное и параметрическое обучение, а также выполнять про-

цедуры фильтрации и прогнозирования на основе реальных наблюдений или генерируемых 

(синтетических) данных. 

Для сравнения байесовского информационного критерия (BIC) и информационного 

критерия Акаике (AIC) с помощью моделирования получена зависимость оценок порядка 

цепи Маркова, соответствующей модели состояния СММ, от объема обучающей выборки 

(рис. 3). При моделировании сформированы последовательности длиной 200N  элементов, 

сгенерированные моделью второго порядка. В каждый момент дискретного времени Nn ,1  

с помощью AIC и BIC найдены оценки порядка марковской цепи. 
 

 
Рис. 3. Оценки порядка цепи Маркова 
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Результаты моделирования (рис. 3) свидетельствуют, что при малом объеме выборки 

решения принимаются в пользу моделей, более простых, чем модель, использованная для 

генерации обрабатываемых последовательностей. При увеличении длины наблюдаемой по-

следовательности оценка порядка по BIC сходится к истинному значению. При использова-

нии AIC наблюдается систематическое завышение порядка модели, что согласуется с выво-

дами, представленными в [7]. 

При параметрическом обучении выполнено сравнение оценок параметров по критериям 

максимума правдоподобия (ML) и минимума среднего риска (MAR). В качестве характеристи-

ки точности оценок параметров использована ошибка обучения, которая определяется как 

сумма квадратов разностей между истинными значениями переходных вероятностей (извест-

ными при моделировании) и значениями, полученными в результате обучения 

 
 


r

i

r

j

jiji AAE
1 1

2

,,
ˆ . (16) 

На рис. 4 показаны значения ошибок, полученные при параметрическом обучении деся-

ти цепей Маркова по выборкам различного объема. 

 

  
а) б) 

Рис. 4. Ошибки оценок переходных вероятностей по выборкам: 

а – объемом 10N  элементов; б – объемом 50N  элементов 

 

Результаты моделирования (рис. 4) демонстрируют превосходство байесовского подхо-

да, которое в наибольшей степени проявляется в условиях малых выборок.  
 

Моделирование процедур прогнозирования состояния системы 
 

Для СММ (рис. 2) выполнено моделирование процедур  фильтрации и прогнозирова-

ния состояния. Для этого сформирована последовательность состояний и последовательно-

сти данных наблюдения, примеры которых приведены на рис. 5. Вертикальными штриховы-

ми линиями обозначены моменты смены состояния. Последовательность переходов 

4321 ,,, aaaa  можно рассматривать как представление процесса деградации системы. 

Эти последовательности подаются на вход процедур фильтрации и прогнозирования: 

в каждый момент времени Nn ,1  используется часть n:1Y  сгенерированной последователь-

ности наблюдений. С помощью фильтрации вычисляются апостериорные вероятности со-

стояний для шагов с 1 до n , а также выполняется прогнозирование состояния системы на П  

шагов. На рис. 6, а представлены результаты прогнозирования на 40
П
  шагов в начальный 

момент времени, на рис. 6, б и 6, в – результаты фильтрации и прогнозирования после 40 и 
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80 шагов наблюдения соответственно. Графики (рис. 6) свидетельствуют, что в рассматри-

ваемом примере процедура фильтрации позволяет достаточно точно установить смену со-

стояний системы. 

 

 
 

Рис. 5. Реализации данных наблюдения 

 

 
а)      б) 

 

    
в) 

 

Рис. 6. Результаты прогнозирования: 

а – на основе априорной информации; б – после 40 шагов; в – после 80 шагов 

 

Вывод 
 

На основе байесовской методологии с использованием известных алгоритмов сфор-

мированы процедуры структурно-параметрического синтеза, а также процедуры фильтрации 

и прогнозирования состояния стохастических систем, описываемых при помощи скрытых 

марковских моделей. Эти процедуры реализованы в среде MatLab в программном обеспече-

нии прогнозирования состояния технических систем. Результаты работы могут найти приме-

нение в составе систем диагностики и управления состоянием сложных технических систем, 

а также систем технического обслуживания и ремонта. 
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DISCRETE STOCHASTIC SYSTEM STATE PREDICTION UNDER UNCERTAINTY ON 

THE BASIS OF BAYESIAN APPROACH 
 

Probabilistic-statistical approach to technical state prediction is examined. Software prototype for state predic-

tion for the systems described by hidden Markov models is developed. 
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