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Рассмотрено взаимодействие однокомпонентных (взаимно ортогональных) векторных солитонов малой 

протяженности (длительностью в несколько длин волн) в анизотропных средах при учете смещения дисперсии. 

Рассмотрение проведено в рамках двух связанных нелинейных уравнений Шредингера третьего порядка, со-

держащих линейные члены третьего порядка (линейная дисперсия третьего порядка), и нелинейные члены 

третьего порядка, отвечающие как самовоздействию (самоукручению и самоиндуцированному рамановскому 

рассеянию), так и перекрестному нелинейному взаимодействию различных поляризаций (перекрестной нели-

нейной дисперсии и перекрестному индуцированному рамановскому рассеянию). Найдены режимы отражения 

и прохождения солитонов друг через друга, а также режим осцилляторного взаимодействия векторных солито-

нов (векторный бризер). 
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Введение 
 

Интерес к солитонам обусловлен возможностью их распространения на значительные 

расстояния с сохранением своей формы и переноса энергии и информации без значительных 

потерь. Солитонные решения возникают во многих нелинейных моделях различных облас-

тей физики при исследовании распространения интенсивных волновых полей в нелинейных 

диспергирующих средах: оптических импульсов в волоконных линиях связи, поверхностных 

волн на воде [1–3]. В оптике значительное внимание уделяется солитонам в линиях волокон-

ной оптической связи [4]. Распространение оптических импульсов достаточно большой про-

тяженности в одномодовых линиях хорошо описывается нелинейным уравнением Шредин-

гера (NSE) [5–6], учитывающим линейную дисперсию второго порядка и кубичную нели-

нейность (self–phase modulation). Солитонное решение в этом уравнении возникает в резуль-

тате баланса дисперсионного разбегания и нелинейного сжатия волнового пакета. В двухмо-

довых волноводах – это связанные нелинейные уравнения Шредингера (CNSE) [7–9], учиты-

вающие взаимодействие мод через перекрестную фазовую модуляцию (cross–phase modula-

tion), и связанные уравнения Гинзбурга–Ландау (СGL) [10–12], учитывающие также и ли-

нейную дисперсию третьего порядка (third–order linear dispersion) и потери в волноводе.  

Уменьшение протяженности волновых импульсов, c одной стороны, и, с другой сто-

роны, использование сред со смещенной дисперсией приводит к необходимости учета в мо-

дельных нелинейных уравнениях членов более высокого (третьего) порядка малости, соот-

ветствующих нелинейным эффектам укручения [13], и индуцированное рамановское рассея-

ние (stimulated Raman–scattering) [14]. Так, в одномодовых волноводах распространение ко-

ротких оптических импульсов может быть описано нелинейным уравнением Шредингера 
третьего порядка (TNSE) [15–21], содержащим как линейное слагаемое, отвечающее линей-

ной дисперсии третьего порядка, так и нелинейные члены само воздействия: самоукручение 

(self–stepping) и самоиндуцированное рамановское рассеяние (self-stimulated Raman-

scattering). В этом уравнении солитонное решение возникает в результате баланса линейного 

аберрационного искажения волнового импульса и нелинейных изменений, обусловленных 

нелинейной дисперсией и индуцированным рамановским рассеянием. 

Стационарные волны в рамках НУШ-3 (TNSE) исследовались как численно [22, 23], 
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так и аналитически. В работах [22, 23] рассматривалось солитонное решение с пространст-

венной модуляцией волнового числа в точке перегиба линейной дисперсионной характери-

стики (при отсутствии линейной дисперсии второго порядка, но при учете линейной диспер-

сии третьего порядка) и в пренебрежении членами нелинейной дисперсии третьего порядка. 

Анализ НУШ-3 методом обратной задачи рассеяния с нахождением точных N - соли-

тонных решений был проведен в трех случаях. При отсутствии линейной дисперсии второго 

порядка и квадратичной нелинейности и для действительного волнового поля НУШ-3 сво-

дится к модифицированному уравнению Кортевега - де Вриза, решение которого было полу-

чено в [24–27]. Солитонные решения с немодулированным волновым числом найдены в сле-

дующих двух случаях: в НУШ-3 в точке нулевой линейной дисперсии второго порядка – в 

[28, 29]; в НУШ-3 при произвольных параметрах среды – в [19, 30]. 
При распространении коротких векторных оптических импульсов в двухмодовых 

волноводах возникает необходимость учета в каждом из нелинейных уравнений Шредингера 

третьего порядка для различных поляризаций еще и перекрестных нелинейных членов 

третьего порядка малости, соответствующих перекрестному укручению (cross–stepping) и 

перекрестному индуцированному рамановскому рассеянию (cross–stimulated Raman–

scattering) [31–33]. Так возникают два связанных нелинейных уравнения Шредингера третье-

го порядка (СTNSE), содержащих нелинейные члены третьего порядка малости, описываю-

щие как самовоздействие (self–stepping и self–stimulated Raman-scattering), так и перекрест-

ное взаимодействие различных поляризаций (cross–stepping и cross–stimulated Raman-

scattering) [31].  

В данной работе рассмотрена динамика однокомпонентных нелинейных волновых 

полей малой протяженности (протяженностью в несколько длин волн). Рассмотрение будет 

проведено в рамках третьего приближения теории дисперсии нелинейных волн в анизотроп-

ных средах при учете смещения дисперсии, т.е. при отсутствии линейной дисперсии второго 

порядка. Показано, что в рамках этого приближения возникает взаимодействие нелинейных 

волновых полей различной поляризации. В качестве примера рассмотрено взаимодействие 

коротких однокомпонентных векторных солитонов. Найдены режимы отражения и прохож-

дения коротких векторных солитонов друг через друга, а также режим осцилляторного взаи-

модействия коротких взаимно ортогональных солитонов, при котором происходит периоди-

ческий обмен энергией между солитонами различной поляризации (векторный бризер).  

 

Короткие однокомпонентные векторные солитоны 
 

Распространение векторного волнового поля         wu iktitWeiktitUeE exp,exp, 21


 

малой протяженностью (в несколько длин волн 1~
,, wuwu Lk ) и малой длительности (в не-

сколько периодов 1~
,  wuT ), в слабо анизотропных нелинейных диспергирующих средах 

достаточно хорошо описываются третьим (аберрационным) приближением теории диспер-

сии нелинейных волн, в котором учитываются члены третьего порядка малости: это линей-

ные члены 
33333 /,/~  WU , соответствующие линейной дисперсии третьего порядка 

(third–order linear dispersion), и нелинейные члены, соответствующие эффектам самоукруче-

ния (self–stepping)    /~
23 UU ,    /

2
WW , самоиндуцированного рамановского рас-

сеяния (self–stimulated Raman–scattering)    /~
23 WW ,    /

2
UU , перекрестного укру-

чения (cross–stepping)    /~
23 UW ,   WU

2
,    /*2UW ,   *2WU  и перекрестного 

индуцированного рамановского рассеяния (cross–stimulated Raman–scattering)  
23 ~ UW , 

   /
2

WU ,    /2* WU ,    /2* UW . В этом приближении базовыми уравнениями дина-
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мики медленных огибающих U  и W  различных поляризационных компонент при условии 

малого отличия их волновых чисел 
wuwu kkk ,  является система двух связанных нели-

нейных уравнений Шредингера третьего порядка: 
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где tVx L
g  , kV L

g  /  – линейная групповая скорость;  22
,, WUk  – нелинейное 

дисперсионное соотношение;    22
// WU   – коэффициент кубичной нелиней-

ности (self–phase modulation);   – коэффициент перекрестной фазовой модуляции (cross–

phase modulation) (так, для «керровской» нелинейности 3/2 ),  33 3/ k  – коэффи-

циент линейной дисперсии третьего порядка (third–order linear dispersion);   – коэффициент 

самоукручения (self–stepping) или нелинейной дисперсии;   – коэффициент самоиндуциро-

ванного рамановского рассеяния (self–stimulated Raman–scattering); 
**, WU  – величины, ком-

плексно сопряженные WU ,  соответсвенно. 

 Система уравнений (1)–(2) имеет двухкомпонентное (включающее обе ненулевые 

компоненты U  и W ) солитонное решение:  
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  

 
















0

,exp
cosh

, 1

11

1

W

iKti
tVA

A
tU 

    (3) 
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где 2,1A  – амплитуды солитонов;  2 ,  3/ ,   6/3K  – добавочное 

волновое число;  6/2/2 2
2,1

2
2,1 AKK   – добавочные частоты векторных солитонов 

различной поляризации; 2/36/ 22
2,12,1 KAV   – скорости движения солитонов различной 

поляризации.  

Такие солитонные решения по отдельности являются точными решениями несвязан-

ного (скалярного) нелинейного уравнения Шредингера третьего порядка [19–20]. Как было 

показано в [21], такие короткие однокомпонентные (или скалярные) солитоны являются ус-

тойчивыми при условии   02  . Устойчивость этого солитонного решения исследована 

в [21] аналитически в адиабатическом приближении и численном эксперименте. В числен-

ном эксперименте при малом возмущении точного решения получено, что в зависимости от 

параметров среды различные компоненты возмущенного солитона могут осциллировать друг 

относительно друга или одна из векторных компонент может усиливаться при угасании дру-

гой компоненты. Остается нерешенным важный вопрос о точном описании соотношений па-
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раметров среды и параметров солитонных компонент различной поляризации, соответст-

вующих различным типам поведения компонент. Также важен вопрос о поведении отдель-

ных векторных компонент, сильно разнесенных в пространстве. В дальнейшем исследовании 

подразумевается выполнение условий устойчивости однокомпонентных солитонов.  

 

Сохранение энергии системы коротких ортогональных векторных волновых пакетов 
 

Определим закон изменения энергии ортогональных волновых полей малой протя-

женности в системе (1)–(2). Для этого умножим (1) на величину *U , комплексно сопряжен-

ную к U , и сложим полученное уравнение с комплексно ему сопряжѐнным. Интегрируя по-

лученное уравнение по x  от   до   при нулевых условиях на бесконечности 

  0, 
x

WU , получим скорость изменения энергии поляризационной компоненты U : 
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В частном случае при одинаковой пространственной фазовой модуляции различных поляри-

заций      itiUU uexp ,      itiWW wexp  соотношение (5) принимает более 

простую форму: 
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Аналогично из уравнения (2) получим скорость изменения энергии для поляризационной 

компоненты W : 
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Из (5)–(6) следует, что распространение короткого волнового поля одной поляриза-

ции в присутствии волнового поля другой поляризации сопровождается энергообменом ме-

жду различными поляризационными компонентами. Складывая соотношения (5) и (6), полу-

чим закон сохранения энергии векторного волнового пакета:  

  0
22






dWU
dt

d
.      (7) 

В дальнейшем взаимодействие коротких векторных волновых полей рассмотрим на 

примере взаимодействия коротких однокомпонентных векторных солитонов.  

 

Взаимодействие коротких однокомпонентных векторных солитонов 
 

Рассмотрим начальную задачу взаимодействия двух коротких векторных солитонов 

различной поляризации. Пусть в момент времени 0t  в анизотропной среде существуют два 

взаимно ортогональных векторных солитона различной поляризации и различной амплитуды 

с расстоянием 0  между их центрами: 

 
 

    
 

 
 
  

 .exp
0cosh

0
0,

,exp
0cosh

0
0,

2

2

01

1











iK
A

A
tW

iK
A

A
tU

     (8) 

Полагая, что изменение параметров солитонов происходит достаточно медленно, ре-

шение при 0t  будем искать в адиабатическом приближении:  
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 
 

   

 

 
 

   

  ,
~~

exp

~~
cosh

,

,
~~

exp

~~
cosh

,

0

2

0

22

2

0

1

0

101

1



































































































iKtdti

tdtVtA

tA
tW

iKtdti

tdtVtA

tA
tU

t

t

t

t

            (9) 

где     2/36/ 22
2,12,1 KtAtV   – скорости движения солитонов в момент времени t ; 

    6/2/2 2
2,1

2
2,1 tAKKt   – мгновенные частоты смещений солитонов в момент време-

ни t . Расстояние между центрами солитонов изменяется по закону  

       




tt

tdtA
С

tdtVtV

0

0
0

0

210
~~

6

~~~
,    (10) 

где 21 AAA   – различие амплитуд солитонов. Подставляя (10) в закон сохранения энер-

гии системы солитонов (7), для амплитуд солитонов получим 

        02121 00 СAAtAtA  .     (11) 

Далее, дифференцируя соотношение (10) по времени, а также подставляя (10) в (5), 

получим систему уравнений для траекторий движении солитонов 

    
  

 
       



 









,

2/tanhtanh1cosh

tanhtanh

2/cosh16

23

2
0

2
0

2

22
0

AC

d

AC

AС

dt

Ad
 (12) 

A
С

dt

d







6

0 ,      (13) 

где    ACACAA  0021 //  – отношение амплитуд солитонов.  

В дальнейшем рассмотрим взаимодействие коротких однокомпонентных векторных 

солитонов при малом различии их амплитуд 0CA  . В этом случае, принимая в правой 

части (12) 1  и обозначая 2/0  Cy , получим систему уравнений для траекторий дви-

жения солитонов: 

A
dt

yd



1 ,       (14) 

 yI
dt

Ad



2 ,        (15) 

где 12/2
01  C ,   16/32 4

02  C ,  

 
 

 
  

    
 y

yyyy

y

d

y
yI











 





4

21

1

2

2

2 tanh

tanhtanh332

tanh1

1

cosh

1
. 

В результате линеаризации в окрестности состояния равновесия ( 0,0  yA ), т.е. 

при малых значениях y , система уравнений (14)–(15) примет вид 

A
dt

yd



1 ,       (16) 

y
dt

Ad



2

15

8
.         (17) 

Тип и устойчивость состояния равновесия определяются знаком величины 21 . Так, 

при 021   состояние равновесия является неустойчивым (типа «седло»), при 021   – 
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устойчивым (типа «центр»), что соответствует колебаниям взаимно ортогональных солито-

нов друг относительно друга с периодом 15/8 21 .  

Проанализируем систему (14)–(15) при произвольных значениях y . Для этого поде-

лим (15) на (14), разделим переменные в полученном уравнении и проинтегрируем его:  

        const44 0

1

22
0

1

22










 yAyA ,         (18) 

где  00 yAA   – начальное различие амплитуд солитонов,  
00 


t

yy  – начальное рас-

стояние между центрами солитонов,  
 

   yy

yy
y






32 tanhcosh

tanh
 – эффективный потенциал 

взаимодействия векторных солитонов. 

Проанализируем траектории движения (18) при 021   и 021  , отвечающих со-

ответственно неустойчивому и устойчивому состояниям равновесия системы (16)–(17).  

1. При 021   примем, что в начальный момент времени 0t  короткие векторные 

солитоны находятся на значительном расстоянии друг от друга, много большем их протя-

женностей 10 y , и имеют различные начальные амплитуды     0
22

0  yAA . То-

гда с учетом   0lim 


y
y

 получим из (18) для траекторий движения 

     2

1

22
4 



 yAyA .     (19) 

На рис. 1 приведены графики решений (19) (траектории), отвечающие различным зна-

чениям    22
0  yAA . 

При достаточно большом различии начальных амплитуд солитонов 

     12
22

0 3/8  сAA  солитоны, находящиеся в начальный момент времени на значи-

тельном расстоянии друг от друга, в результате взаимодействия проходят друг мимо друга 

(траектории 1, рис. 1) и амплитуды каждого из солитонов до и после взаимодействия остают-

ся равны прежним значениям.  

При различии начальных амплитуд солитонов, соответствующем критическому зна-

чению    22

0 сAA  , солитоны, находящиеся в начальный момент времени на значитель-

ном расстоянии друг от друга, в результате взаимодействия асимптотически приближаются 

друг к другу и в момент совпадения их центров их амплитуды также совпадают (траектории 

2, рис. 1). Уравнение для траекторий 2 (рис. 1) найдем из условия их прохождения через на-

чало координат   00  yA . С учетом   3/2lim
0




y
y

 получим из (19) для траекторий 2 

(рис. 1) 

   












 yA

3

2
4

1

22
.      (20) 

При достаточно малом различии начальных амплитуд солитонов: при    22
0 сAA   

– солитоны, находящиеся в начальный момент времени на значительном расстоянии друг от 

друга, в результате взаимодействия отталкиваются друг от друга (траектории 3, рис. 1). Наи-

меньшее расстояние miny  между центрами солитонов в этом случае определяется из условия 

равенства амплитуд солитонов в точке наибольшего сближения солитонов, т.е. при наи-

меньшем расстоянии   0
min
 yA , и в этом случае из (19) имеем  

   min

1

22
0 4 yA 




 .      (21) 
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В частности, при достаточно малом различии начальных амплитуд солитонов, отве-

чающих соотношению cAA  0  соотношение (21) выполняется при условии малого пе-

рекрытия солитонов 1min y , и в этом случае из (21) с учетом 

   minminmin 2exp4 yyy   получим уравнение, описывающее наименьшее расстояние 

между солитонами: 

   minmin

1

22
0 2exp16 yyA 




 .    (22) 

 

 
Рис. 1. Траектории движения центра «масс» однокомпонентных солитонов при 0ρρ 21  :  

1 – прохождение солитонов друг через друга; 2 – сепаратрисы,  

соответствующие критическому различию начальных амплитуд солитонов;  

3 – отталкивание солитонов друг от друга 

 

2. При 021   примем, что в начальный момент времени 0t  короткие векторные 

солитоны находятся в одной точке 00 y  и имеют различные амплитуды 

    0
2

0

2

0  yAA . В этом случае с учетом   3/2lim
0




y
y

 получим из (19) для траекто-

рий движения солитонов: 

     2 0
1

22
4 



 yAyA ,     (23) 

в котором 0/ 12  . На рис. 2. приведены траектории (23) при различных значениях 

   2 0

2

0  yAA .  

При достаточно большом различии начальных амплитуд солитонов: при 

     12
22

0 3/8  сAA  – солитоны разбегаются, и на больших расстояниях друг от 

друга амплитуды солитонов стремятся к различным значениям (траектории 1, на рис. 2). При 

этом выполняется.      22

0

2

сAAA  .  

При различии начальных амплитуд солитонов, соответствующем критическому зна-

чению    22

0 сAA  , солитоны разбегаются, и на больших расстояниях друг от друга ам-

плитуды солитонов стремятся к равным между собой значениям (траектории 2, рис. 2). Тра-

ектории 2 опишем из (23) при условии их асимптотического приближения к оси y  при 
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y : 0
y

A . С учетом   0lim 


y
y

 получим из (23) уравнение для траекторий 2 

(рис. 2) 

   yA 





1

22
4 .       (24) 

При достаточно малом различии начальных амплитуд солитонов: при    22

0 сAA   

– расстояние между солитонами и их амплитуды меняются во времени периодическим обра-

зом (траектории 3, рис. 2). Этот режим взаимодействия коротких векторных солитонов мож-

но определить как векторный бризер. В частности, при достаточно малом, по сравнению с их 

протяженностями, разбегании солитонов 1y  и с учетом     15/43/2
2

yy   полу-

чим из (24) для траекторий 3 (рис. 2)  

     20
2

1

22

15

16
AyA 




 ,     (25) 

что соответствует проведенному анализу линеаризованной около состояния равновесия сис-

темы (16)–(17). 

 

 
 

Рис. 2. Траектории движения центра «масс» однокомпонентных солитонов при 0ρρ 21  : 

1 с– прохождение солитонов друг через друга; 2 – сепаратрисы, соответствующие  

критическому различию начальных амплитуд солитонов; 3 – осцилляторное движение  

солитонов друг относительно друга (векторный бризер) 

 

Случай 021   возможен (при условии существования однокомпонентных солито-

нов) только при 032  , что приводит к сохранению энергий каждой из взаимно ортого-

нальных компонент U и W по отдельности вследствие выражений (5) и (6). В этом случае от-

сутствует передача энергии от одной компоненты к другой, т.е. отсутствует взаимодействие 

компонент и однокомпонентные (взаимно ортогональные) солитоны распространяются, не 

реагируя друг на друга. 

 

Выводы 
 

В данной работе проанализировано движение пары однокомпонентных векторных со-

литонов малой протяженности в анизотропных средах со смещенной дисперсией. Найден 

закон сохранения суммарной энергии таких солитонов. Исследование взаимодействия соли-
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тонов проведено в адиабатическом приближении при достаточно малом различии амплитуд 

солитонов 
2,1AA  , но при произвольном расстоянии между солитонами. В явном виде 

найдены траектории движения солитонов и соответствующие им изменения амплитуд соли-

тонов. В зависимости от величин параметров среды и начальных амплитуд солитонов воз-

можно как прохождение солитонов друг через друга, так и отталкивание солитонов, а также 

периодическое движение солитонов относительно общего центра – векторное бризерное со-

стояние. Определены соотношения между параметрами среды и параметрами солитонов, со-

ответствующие разным типам взаимодействия солитонов. 
Работа проведена при поддержке РФФИ (проект № 11 – 02 – 01307). 
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SHORT SINGLE-COMPONENT VECTOR SOLITONS INTERACTION  

IN DISPERSION-SHIFTED MEDIA (ADIABATIC APPROXIMATION) 

 
The interaction of short single-component vector solitons in the frame of the coupled third–order nonlinear 

Schrodinger equations taking into account third–order linear dispersion, self–stepping, self–stimulated Raman-

scattering, cross–stepping and cross–stimulated Raman-scattering terms is considered. Conditions of reflection and 

propagation of the solitons through each other and also the condition of oscillator interaction (vector breather)  

are obtained.  
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