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В рамках третьего приближения теории дисперсии нелинейных волн получено замкнутое уравнение 

движения центра «масс» векторного волнового пакета в анизотропных средах с произвольным профилем неод-

нородности. В зависимости от начальных условий показана возможность как локализации траекторий движе-

ния коротких пакетов, так и инфинитного движения пакетов. Область локализации коротких пакетов отличает-

ся от области локализации протяженных пакетов при тех же начальных условиях и может как превышать, так и 

уменьшаться по сравнению с областью локализации протяженных волновых пакетов и определяется парамет-

ром линейной дисперсии третьего порядка.  
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Введение 
 

Интерес к динамике коротких нелинейных векторных волновых пакетов в неоднород-

ных средах обусловлен многочисленными приложениями в различных областях физики. Так, 

в гидродинамике распространение коротких (порядка нескольких длин волн) цугов интен-

сивных поверхностных волн исследуется, в частности, с проблемой волн «убийц» и волн цу-

нами [1–3]. В нелинейной оптике распространение коротких оптических импульсов в воло-

конно-оптических линиях связи исследуется, в частности, с проблемой увеличения инфор-

мационной емкости линий связи [4].  

Распространение оптических импульсов достаточно большой протяженности в одно-

модовых неоднородных линиях хорошо описывается нелинейным уравнением Шредингера 

(NSE) с неоднородным потенциалом [5–6], учитывающим линейную дисперсию второго по-

рядка, кубичную нелинейность (self–phase modulation) и неоднородный потенциал. В этом 

случае при произвольном профиле потенциала найдены траектории движения центра «масс» 

протяженного пакета, а при линейном профиле неоднородности найдено точное «солитон-

ное» решение (солитон Чена) [7]. В двухмодовых волноводах это неоднородные связанные 

нелинейные уравнения Шредингера (CNSE) [8–10], учитывающие взаимодействие мод через 

перекрестную фазовую модуляцию (cross–phase modulation) и неоднородный потенциал и 

связанные уравнения Гинзбурга–Ландау (СGL) [11–13], учитывающие также и линейную 

дисперсию третьего порядка (third–order linear dispersion) и потери в волноводе.  

Уменьшение протяженности волновых импульсов приводит к необходимости учета в 

модельных нелинейных уравнениях членов более высокого (третьего) порядка малости, со-

ответствующих нелинейным эффектам укручения (stepping) [14] и индуцированное раманов-

ское рассеяние (stimulated Raman–scattering) [15]. Так, в одномодовых неоднородных волно-

водах распространение коротких оптических импульсов может быть описано нелинейным 

уравнением Шредингера третьего порядка (TNSE) c неоднородным потенциалом [16–22], 
содержащим как линейное слагаемое, отвечающее линейной дисперсии третьего порядка 

(third–order linear dispersion), так и нелинейные члены самовоздействия: самоукручения (self–

stepping) и самоиндуцированное рамановское рассеяние (self–stimulated Raman–scattering). В 

этом случае при произвольном профиле неоднородного потенциала найдены траектории 

движения центра «масс» короткого волнового пакета, а при линейном профиле неоднород-

ности найдено точное решение в виде короткого скалярного солитона, обобщающее солитон 

                                                 
 Громов Е.М., Солычева О.М., Тютин В.В., 2011. 
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Чена [7]. В работе [23] при выполнении условий Хироты получено замкнутое (не требующее 

знания формы волнового пакета в каждый момент времени) уравнение, описывающее траек-

тории движения пакета в слабо неоднородной среде. Там же была показана возможность 

«выхода» волнового пакета из «ямы», или, наоборот, – ограниченного движения пакета на 

вершине «холма», что отличает поведение коротких волновых пакетов от поведения упругих 

частиц. Отличие траекторий коротких волновых пакетов от траекторий частиц относится к 

эффектам нелинейной дисперсии. 

При распространении коротких векторных оптических импульсов в двухмодовых не-

однородных волноводах возникает необходимость учета в каждом из нелинейных уравнений 

Шредингера третьего порядка для различных поляризаций еще и перекрестных нелинейных 

членов третьего порядка малости, соответствующих перекрестному укручению (cross–

stepping) и перекрестному индуцированному рамановскому рассеянию (cross–stimulated Ra-

man–scattering) [24–26]. Так возникают два связанных нелинейных уравнения Шредингера 

третьего порядка (СTNSE) с неоднородным потенциалом, содержащих нелинейные члены 

третьего порядка малости, описывающие как само воздействие (self–stepping и self–stimulated 

Raman-scattering), так и перекрестное взаимодействие различных поляризаций (cross–stepping 

и cross–stimulated Raman-scattering) [24].   

В данной работе будет рассмотрена динамика коротких векторных волновых пакетов 

в плавно неоднородных анизотропных средах. Рассмотрение будет проведено в рамках 

третьего приближения теории дисперсии нелинейных волн. Будет получено замкнутое урав-

нение движения центра «масс» векторного волнового пакета при произвольном профиле не-

однородности. В зависимости от начальных условий показана возможность как локализации 

траекторий движения коротких пакетов волн на параболическом профиле, так и инфинитно-

го движения пакетов. Область локализации коротких пакетов отличается от области локали-

зации протяженных пакетов при тех же начальных условиях и может как превышать, так и 

уменьшаться по сравнению с областью локализации протяженных волновых пакетов и опре-

деляется параметром линейной дисперсии третьего порядка.  

 

Постановка задачи 
 

Распространение векторного волнового поля         wu iktitWeiktitUeE exp,exp, 21


 

малой протяженностью (в несколько длин волн 1~
,, wuwu Lk ) и малой длительности (в не-

сколько периодов 1~
,  wuT ), в слабо анизотропных нелинейных диспергирующих средах с 

неоднородным потенциалом  x  достаточно хорошо описывается третьим (аберрацион-

ным) приближением теории дисперсии нелинейных волн, в котором учитываются члены 

третьего порядка малости: это линейные члены 
33333 /,/~  WU , соответствующие 

линейной дисперсии третьего порядка (third–order linear dispersion), и нелинейные члены, со-

ответствующие эффектам самоукручения (self–stepping)    /~
23 UU ,    /

2
WW , са-

моиндуцированного рамановского рассеяния (self–stimulated Raman–scattering) 

   /~
23 WW ,    /

2
UU , перекрестного укручения (cross–stepping)    /~

23 UW , 

 WU
2

,    /*2UW ,   *2WU  и перекрестного индуцированного рамановского рассеяния 

(cross–stimulated Raman–scattering)  
23 ~ UW ,    /

2
WU ,    /2* WU ,    /2* UW . В 

этом приближении базовыми уравнениями динамики медленных огибающих U  и W  раз-

личных поляризационных компонент при условии малого отличия их волновых чисел 

wuwu kkk ,  является система двух связанных нелинейных уравнений Шредингера 

третьего порядка: 
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где kV L
g  /  – линейная групповая скорость;  22

,, WUk  – нелинейное дисперсионное со-

отношение; 22 / kq   – коэффициент линейной дисперсии второго порядка; 

   22
// WU   – коэффициент кубичной нелинейности (self–phase modulation);   – ко-

эффициент перекрестной фазовой модуляции (cross–phase modulation) (так, для «керровской» 

нелинейности 3/2 );  33 3/ k  – коэффициент линейной дисперсии третьего порядка 

(third–order linear dispersion);   – коэффициент самоукручения (self–stepping) или нелинейной 

дисперсии;   – коэффициент самоиндуцированного рамановского рассеяния (self–stimulated Ra-

man–scattering); 
*U  и *W  – величины, комплексно-сопряженные U  и W  соответственно. 

 

Сохранение энергии короткого векторного волнового пакета в неоднородных средах 
 

Определим закон изменения энергии ортогональных волновых полей малой протя-

женности в системе (1)–(2). Для этого умножим (1) на величину *U , комплексно-

сопряженную к U , и сложим полученное уравнение с комплексно ему сопряжѐнным. Интег-

рируя полученное уравнение по x  от   до   при нулевых условиях на бесконечности 

  0, 
x

WU , получим скорость изменения энергии поляризационной компоненты U : 
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В частном случае при одной пространственной фазовой модуляции различных поляризаций 

    xitiUU u  exp ,     xitiWW w  exp  соотношение (3) принимает более про-

стую форму 
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Аналогично из уравнения (2) получим скорость изменения энергии для поляризационной 

компоненты W : 
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Из (3)–(4) следует, что распространение короткого волнового поля одной поляризации в при-

сутствии волнового поля другой поляризации сопровождается энергообменом между раз-

личными поляризационными компонентами. Складывая соотношения (3) и (4), получим за-

кон сохранения энергии векторного волнового пакета: 

  0
22
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dxWU
dt

d
.                                                      (5) 
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Траектории движения коротких векторных пакетов в неоднородных средах 
 

В дальнейшем будем интересоваться усредненной характеристикой волнового пакета 

в виде центра «масс» пакета  

 
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 dxWUx
N

x
22

0

1
, 

где  




 dxWUN
22

0  – энергия векторного пакета. Найдем скорость движения центра 

«масс» векторного пакета   dtxdtV / . Умножим (1) на *xU , вычитая из полученного урав-

нения комплексно ему сопряженное, и проинтегрируем полученное уравнение по x  от   

до   при нулевых условиях на бесконечности   0, 
x

WU . Аналогично умножим (2) на 

*xW , вычитая из полученного уравнения комплексно ему сопряженное, и проинтегрируем 

полученное уравнение по x  от   до   при нулевых условиях на бесконечности 

  0, 
x

WU . Складывая полученные таким образом соотношения, будем иметь для ско-

рости движения центра «масс» векторного пакета: 
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где wu ,  – фаза огибающих U  и W  соответственно: wu ii
eWWeUU


 , .  

Найдем ускорение короткого векторного пакета. Дифференцируя (6) по времени с 

учетом скорости изменения плотности импульса векторного волнового пакета 
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     (7) 

получим для величины ускорения центра «масс» пакета 
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N
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q
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x
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q
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dV
ta
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                    (8) 

Полагая в дальнейшем параметры исходной системы (1)–(2) связанными соотношением 

03  q , уравнение (8) примет вид  
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    .
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d

N

q
ta wu                  (9) 

Будем рассматривать плавно неоднородные среды, масштаб неоднородности которых 

L  много больше масштабов неоднородности огибающих векторного волнового пакета wuL , : 

wuLL , . В этом случае из (9) получим для ускорения векторного пакета 
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1
.                            (10) 

Разделив (10) на  xdxd /  и дифференцируя полученное соотношение по времени, будем 

иметь: 
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.                   (11) 

С учетом соотношения (7) для скорости изменения плотности импульса соотношение (11) 

примет вид 
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       (12) 

При 0  из (12) получим уравнение для траекторий движения коротких векторных вол-

новых пакетов в плавно неоднородной среде 
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С учетом (10) для величины начального ускорения пакетов  0
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первый интеграл уравнения (13) имеет вид  
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,                       (14) 

где   00  txx  – начальная координата пакета,  
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22

0

0

1
 – начальный импульс век-

торного волнового пакета. В частности, при начальной фазе огибающей пакета, равной 

xkwu 0,  , получим для начального импульса очевидное соотношение 00 kp  .  

Из (14) следует, что скорость пакета может принимать значения 3/2 0СV  .  

Интегрируя (14), получим для траекторий коротких волновых пакетов  
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1. При 00 С , отвечающем условию   063 0
2

0  Vpq , траектории движения из 

(15) описываются уравнением  

           02

02/1

0

2/3

02

02/12/3

2

1
11

3

1

2

1
11

3

1
x

V

С
vvx

V

С
vv 



,               (16) 

где   1/  VxVv ,  VVv /00  и  3/2 0СV .  

На рис. 1 приведена фазовая плоскость уравнения (16) при   2

2

0

2

1
xx

V

С




, 00 x  и 

различных начальных значениях 0v .  
 

 
Рис. 1. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям )3()2()1( 000 vvv   

 

При достаточно малых значениях скорости движения пакетов, отвечающих условию 

1v , траектории движения пакетов из (16) с учетом разложений  
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Данное соотношение описывает траектории 1 на рис. 1 в окрестности начала координат. В 

частности, при достаточно малых значениях  , удовлетворяющих соотношениям qp   и 

qV  0 , из (17), удерживая члены порядка  , получим 
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Точки поворота пакетов   0сxV  при малых значениях   из (18) определяются уравнением 

      qpVxxq с /31 0
2

00  . Так, при 0/3 0  qp  область локализации коротких вол-

новых пакетов сужается по сравнению с областью локализации протяженных пакетов, для 

которых 0  при тех же начальных скоростях движения пакетов, а при 0/3 0  qp  – рас-

ширяется.  
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2. При 00 С , отвечающем условию   0
2

0 63 Vpq  , траектории движения из (15) 

описываются уравнением  
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
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V
 и 0V .  

На рис. 2 приведена фазовая плоскость уравнения (19) при   2xx  , 00 x  и раз-

личных начальных значениях 0 .  
 

 
Рис. 2. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям )3()2()1( 000 vvv   

 

3. При 00 С , отвечающем условию   036
2

00  pqV , траектории движения па-

кетов из (15) описываются уравнением  

            ,
2

1
11

3

1

2

1
11

3

1
0

2

02/1
0

2/3
02

02/12/3
x

V

С
vvx

V

С
vv 









    (20) 

в котором   1/  VxVv . Скорость движения пакетов из (20) в ноль не обращается, что при-

водит к инфинитному (нелокализованному) характеру движения пакетов, а при достижении 

скорости пакета критического значения  3/2 0СV  ускорение пакета обращается в ноль и 

пакет движется с постоянной скоростью VV . На рис. 3 приведена фазовая плоскость 

уравнения (20) при   2
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, 00 x  и различных начальных значениях 0v .  

 
Рис. 3. Кривые 1, 2 и 3 соответствуют значениям )3()2()1( 000 vvv   
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Вывод  
 

В данной работе проанализировано движение векторных волновых пакетов малой 

протяженности в анизотропных средах с неоднородностью произвольного профиля. Получе-

но замкнутое уравнение, описывающее траектории движения центра «масс» волновых паке-

тов. В зависимости от параметров неоднородной среды и начальных условий, возможны как 

локализованные движения волновых пакетов, так и нелокализованные. Размеры области ло-

кализации движения коротких волновых пакетов могут быть как больше, так и меньше соот-

ветствующих размеров области локализации движения протяженных волновых пакетов. Это 

различие относится к эффектам линейной дисперсии третьего порядка.  
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SHORT VECTOR WAVE PACKETS MOTION IN SMOOTHLY  

INHOMOGENEOUS MEDIA  
 

In the frame of the third – order nonlinear wave dispersion theory the equation of motion of a vector wave 

packets mass center taken in to account arbitrary inhomogeneity profile is obtained. As short vector wave packets  

localized motion as infinite motion is shown. Short vector wave packets localizations area can be as bigger as smaller in 

comparison with long vector wave packets localizations area. The effect depend from third – order linear dispersion 

parameter.    
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