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ОПЕРАТОРОМ ТИПА ПОЛНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПО ВРЕМЕНИ 
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Получены  условия  разрешимости задачи Коши для уравнения с дифференциальным оператором типа 

полной производной по времени на заданном конечном интервале  [0,T] изменения аргумента  t, который в фи-

зических задачах обычно выражает время. Доказательство нелокальной разрешимости опирается на глобальные 

оценки, полученные с использованием мажорантных уравнений.  
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Для описания разнообразных физических процессов в механике сплошной среды ши-

роко используются уравнения с дифференциальным оператором типа полной производной 

по времени [1, 2, 3]: 

                  ),,( vxtfvvv xt  .                                                      (1) 

Изучению условий разрешимости уравнений вида (1) и поиску для них оптимальных 

способов построения численных решений посвящено большое количество работ. С послед-

ними достижениями по исследованию разрешимости задачи Коши для систем уравнений ви-

да (1) можно познакомиться в обзорной статье [1]. А классические результаты по выводу, 

использованию и решению уравнений вида (1) содержатся в [4] и многих известных учебни-

ках по дифференциальным уравнениям математической физики. Как можно видеть на при-

мере приведенных литературных источников, для исследования уравнений вида (1) разрабо-

тано много разных методов. Все они имеют свои достоинства и недостатки и каждый из из-

вестных методов применим к своему классу задач. 

Так, в частности, метод характеристик в принципе позволяет доказать локальную раз-

решимость задачи Коши для уравнения (1). Однако, определение границ интервала разреши-

мости и нахождение выражения для v в исходных координатах (t,x) является в методе харак-

теристик трудноразрешимой задачей. При этом, как правило, используется теорема об об-

ратной функции, которая в большинстве случаев не дает возможности «конструктивно» оп-

ределить интервал разрешимости.  

Кроме того, если функция f (t,x,v) имеет сложный вид, или вместо одного уравнения 

имеется система уравнений, то в рамках классического метода характеристик уравнения «на 

характеристиках» приобретают неудобный для исследования вид.  

Задача определения условий разрешимости уравнения (1) без привлечения теоремы 

об обратной функции, как и задача построения численного решения в исходных координатах 

эффективно решаются в рамках метода дополнительного аргумента [5, 6, 7, 8, 9]. 

Однако до сих пор с помощью метода дополнительного аргумента в основном иссле-

довались вопросы локального существования решения уравнений первого порядка с диффе-

ренциальным оператором типа полной производной по времени. Хотя, некоторые задачи о 

нелокальной разрешимости уже рассматривались [2, 10].   

Данная работа посвящена выяснению условий разрешимости задачи Коши для урав-

нения вида (1) на заданном конечном интервале [0,T] изменения аргумента  t, который в фи-

зических задачах обычно выражает время. 

Естественно, нелокальная разрешимость возможно лишь при определенных ограни-
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чениях на функцию f(t,x,v). Чтобы сделать последующие выкладки менее громоздкими, рас-

смотрим уравнение вида 

              uuxtUuuu xt ),,(                                                    (2) 

с начальным условием  

                             )(),0( xxu  .                                                             (3) 

Исходные  условия на функции U (t,x,u)  и   (x) сформулируем далее. 

Продифференцируем (2) по x: 

uuuxtUuuxtUuuxtUuuuu xuxxxxxxt  ),,(),,(),,()( 222 . 

Введем обозначения:  

uUUAUUUUuq uxx 221 :,:,:,:  . 

С ними последнее уравнение перепишется в виде 

.),,(),,(),,( 21
2 uquxtUuuxtUquxtUqquq xt                              (4) 

С учетом (3) зададим начальное условие для функции 

 )(),0( xxq  .                                                                      (5) 

В соответствии с методом дополнительного аргумента, запишем для задачи (2) – (5) 

расширенную характеристическую систему: 

 ),,,(
),,(

xtsv
ds

xtsd



                                                                    (6) 

 ,),,(
),,(

vvsU
ds

xtsdv
                                                          (7) 

 ,),,(),,(
),,(

1
2 vvsUwvsAw

ds

xtsdw
                                               (8) 

 ,),,( xxtt                                                                             (9) 

  ,),,0(),,0( xtxtv                                                                      (10) 

  .),,0(),,0( xtxtw                                                                      (11) 

Введем необходимые обозначения и сформулируем условия на функции ),,( uxtU    

и  )(x . 

Будем обозначать, как обычно, C( * ) и )( *
.......21 

 nC - пространства функций, оп-

ределенных и непрерывных (соответственно вместе со своими производными до порядка i  

по i-му аргументу, i=1,2,…,n) на некотором подмножестве *  евклидова  пространства 

,...2,1,  nn
. Если это важно, то будем обозначать )( *

;..... 1..21  nnC  пространство 

функций, у которых порядок смешанных производных не выше чем n+1. Пространства 

функций, ограниченных на неограниченном множестве, будем обозначать таким же симво-

лом с чертой наверху.  Для вектор-функций сохраним эти же обозначения. 

Далее,  

  ,,0:,,  xTtsxtsQT  

  ],,[),(],0[ KKTTKR   

 где K – произвольно зафиксированное положительное число. 

Примем, что ),( 12 RC
  

)).((2,2,1 TKRCU 
 

Обозначим 

,)(sup,)(sup,)(supmax:
),(),(),( 
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Сформулируем в виде лемм те утверждения о взаимосвязи между решениями задач 

(2)-(3) и (6)-(11), а также о разрешимости задачи (6)-(11), которые составляют основу метода 

дополнительного аргумента и доказаны или непосредственно вытекают из цитированных 

выше работ. 

Лемма 1. Пусть ))((),( 2,2,012 TKRCURС  , причем Т и К подобраны таким обра-

зом, что выполняется неравенство KKTMN  )( . Пусть, далее 1T  - положительный ко-

рень уравнения 

,1)(
2

1
))(( 2

23  tKMtKMN  

 ,)]([: 1
42

 KMT   ),,min(: 210 TTT    









,если,

если  ,

0

00

3
TTТ

ТTT
T          

где  - любое число из интервала ),0( 0T . 

Тогда при 30 Tt   система уравнений (6)-(8) с дополнительными условиями (9) – (11) име-

ет  единственное решение ),(),,(
3

1,1,1
TQCxts   ),(

3

1,1,1
TQCv

 
).(

3

1,1,1
TQCw  

Лемма  2. Функция ),,(),( xttvxtu  , где ),(
3

1,1,1
TQCv  определяется из решения за-

дачи (6) – (11), будет являться решением исходной задачи Коши (1) – (2). 

Лемма 3. При выполнении условий леммы 1 и ))((2,2,1 TKRCU   справедливо 

).( 3
2,1,1 QCv   

Из этих трех лемм следует теорема о локальной разрешимости исходной задачи  

Коши (2)-(3). 

 

ТЕОРЕМА 1 

Пусть ))((),( 2,2,112 TKRCURC  , причем Т и К подобраны таким образом, что 

выполняется неравенство .)( KKTMN   
Пусть, далее, 1T  - положительный корень 

уравнения 

,1)(
2

1
))(( 2

23  tKMtKMN  

,)]([: 1
42

 KMT   ),,min(: 210 TTT    









,если,

если  ,

0

00

3
TTТ

ТTT
T          

где  - любое число из интервала ),0( 0T . 

Тогда при 30 Tt   задача Коши (2) - (3) имеет решение )(),(
3

2,1
TQCxtu  . 

Теперь займемся определением условий, при выполнении которых задача (6)-(11), а, 
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следовательно, и задача (2)-(3), будут иметь решение на всем заданном в начале промежутке 

],0[ T . 

Первый и самый важный этап этой работы состоит в выводе глобальных оценок для v 

и w. 

Запишем для задачи (6), (7), (9), (10) соответствующую систему интегральных  

уравнений. 

  dxtVxxts
t

s

),,(),,( ,        (12) 

 



s

dvU

extxtsv 0

),,(

)),,0((),,( .          (13) 

Констатируем первое условие:  0),,( yxtU
                                       (14)        

 

для (t,x,y)  R(TK). 
 Из (13)  следует первая глобальная оценка 

                                        
.||  Nv                   (15)     

Переходим к выводу глобальной оценки и определению условий ее осуществления 

для w. Правая часть в (8) представляет собой квадратный трехчлен относительно w . Найдем 

его корни: 

,01
2  vUAww

   
.4

2

1
1

2
2,1 





 vUAAw  

В качестве следующего условия глобальной разрешимости примем, что 

                                         
04 1

2  vUA
 

                        (16) 

при всех  ,0 Tts , .||  Nv . 

Обозначим 






 vUAAW 1

2
1 4

2

1
: ,  







 vUAAW 1

2
2 4

2

1
: . 

Перепишем уравнение (8) в виде: 

        

))(( 21 WwWw
ds

dw
      (17) 

Построим для (17) мажорантные и минорантные уравнения, решения которых и обеспечат 

искомую глобальную оценку. 

Определим 1
],0[

1 min:
~

WW
ts

 , 1
],0[

1 max: WW
ts

 , 2
],0[

2 min: WW
ts

 , 2
],0[

2 max:
~

WW
ts



 

(рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Взаимное расположение введенных обозначений 

 

В качестве следующего условия глобальной разрешимости примем, что при всех до-

пустимых xt, : 

                      12
~~

WW  .       (18) 

Для сокращения последующих записей обозначим ),,0(:0 xtx  . 

Мажорантные и минорантные уравнения будем строить по-разному в зависимости от 

взаимного расположения )( 0x  и 2W , 2
~

W , 1
~

W , 1W . Пусть вначале 102
~

)(
~

WxW  . 
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В качестве минорантного уравнения возьмем 

).
~~

)(
~~

(

~

21 WWWW
ds

Wd
           (19) 

Для W
~

 зададим то же самое начальное условие, что и для w:   

).(||
~

000 xwW ss                                                  (20)
 

Лемма «Min1». Если 102
~

)(
~

WxW  ,              (21) 

то на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

                       
wWW 

~~
2 .                        (22) 

Доказательство. 

В силу (21) для s , близких к 0, .
~~

1122 WWwWW   

Убедимся, что (19) будет минорантным уравнением для (17). Справедливы неравенства 

   ,
~~

1111 WwWwWwWw  .
~

22 WwWw   

Следовательно,      ,
~~

2121 WwWwWwWw   то есть, 

      .0
~~

2121  WwWwWwWw             (23) 

Вычтем из уравнения (19) уравнение (17): 

     .
~~~~

~

2121 WwWwWWWW
ds

dw

ds

Wd
  

Прибавим и вычтем )
~

)(
~

( 21 WwWw  : 

             21212121
~~~~~~~~

~

WwWwWwWwWwWwWWWW
ds

wWd



. 

С учѐтом (23) 

             ,~~~~~~~~~~~~
~

21212121 WwWwWwWWWwWWWWWW
ds

wWd



 

откуда вытекает, что 

       .~~~~~
~

21 wWWwwWWW
ds

wWd




 
Таким образом, приходим к неравенству 

    .~~~~
~

21 wWwWWW
ds

wWd



                        (24) 

Докажем, что wW 
~

. В точке 0s  имеем wW 
~

. Пусть начиная с некоторой точки 

0s  (в частности, 00 s ) будет wW 
~

. Тогда 0
~

wW  в некоторой окрестности справа от 

точки 0s , а в точке 0s  0
~

wW . Тогда из (24) следует, что в этой окрестности 

   .~~~~
~

21 wWwWWW
ds

wWd



 

Отсюда в силу леммы Гронуолла wW 
~

. Полученное противоречие доказывает, что wW 
~

. 

Решая уравнение (19) с условиями (20), (21), будем иметь 

,
1

~~
~ 21

K

KWW
W




  где   sWW

e
Wx

Wx
K 21

~~

20

10
~

)(

~
)(

:





 .                     (25) 

Так как в силу (21)  0K , то из (25) следует, что WW
~~

2  .
 
А так как ранее доказано, что 

wW 
~

, то получаем утверждение леммы: wWW 
~~

2 . 

Допустим теперь, что 102 )(
~

WxW  , и построим при этом условии для (17) мажо-
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рантное уравнение. Чтобы включить в рассмотрение случай 10)( Wx  , определим величи-

ну (функцию от x  и t ) 0,1,1  WW . 

В качестве мажорантного уравнения возьмем: 

))(( 2,1 WWWW
ds

Wd
              

с тем же самым начальным условием, что и для W : 

).(|| 000 xwW ss    

Лемма «Max1». При 102 )(
~

WxW                             (26) 

на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

                   
.1WWw                                 (27) 

Доказательство этой леммы производится по той же схеме, что и доказательство леммы 

«Min1».  

       Рассмотрим  ситуацию, когда 10
~

)( Wx  . Чтобы включить в рассмотрение случай, когда 

10
~

)( Wx  , определим  1,1
~~

WW  и в качестве минорантного уравнения возьмем 

  2,1
~

WWWW
ds

Wd
 




 с тем же самым начальным условием ).(||
~

000 xwW ss    

      Лемма «Min2». Если )(
~

01 xW  ,             (28) 

то на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

               
.

~
1 wWW 


                 (29) 

Доказательство этой леммы производится по той же схеме, что и доказательство леммы 

«Min1».  

 Для вывода оценки сверху при 10 )( Wx   рассмотрим мажорантное уравнение 

)
~

)(( 21 WWWW
ds

Wd





 с тем же самым начальным условием  ).(|| 000 xwW ss  


 

    Лемма «Max2». Если )( 01 xW  ,             (30) 

то на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

                
).( 0xWw 


                                                                   (31) 

Доказательство этой леммы, как и следующих двух лемм, производится по той же схеме, 

что и доказательство леммы «Min1».  

 

Лемма «Max3». Если ,
~

)( 20 Wx  ,             (32) 

то на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

                                   
,1WWw                                          (33)         

где W является решением следующего мажорантного уравнения
  

),)(( 1  WWWW
ds

Wd 


 
в котором W  выбирается меньше, чем 2W . 

       Лемма «Min3». Если 20
~

)( Wx  ,              (32) 

то на всем интервале существования решения задачи (6)-(11) справедлива оценка 

                 
  ,0 wWx                 (34) 
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где W является решением следующего минорантного уравнения
  

)
~

)(
~

( 21 WWWW
ds

Wd
 



 
с начальным условием 

                                        

.)(| 00  xW s
  

 На основе оценок, установленных в леммах, запишем искомую глобальную оценку 

для ),,( xtsw . Обозначим 1
)(

0
1 sup WW

TKR

 , 2
)(

0
2

~
sup WW

TKR

 ,  .,,max: 0
2

0
1  NWW Nw   Суммируя 

условия (21), (26), (28), (30) , (32)  и оценки (22), (27), (29), (31), (33), (34), приходим к выво-

ду, что при выполнении неравенства 

                              )),,0((
~

2 xtW 
                                                                 (35) 

 

будет иметь место глобальная оценка 

                             
.wNW                  (36) 

      Оценки (15) и (36) справедливы при всех ts 0 , в том числе и при ts  , то есть, они 

сохраняются для ),,(),( xttVxtu  , ),,(),( xttWxtq  : 

                                          
,),(  Nxtu                      (37) 

                                          
.),( wNxtq                                         (38) 

 

 Перед тем, как перейти к выводу заключительной глобальной оценки для Wx , дока-

жем здесь важное для всей теории тождество: 

            
)).,,(,()),,(,,(),,( xtssuxtsssvxtsv              (39) 

Дифференцируя )),,(,( xtssu   по s , получим 

 ).,()(),()),(,,(

),()(
),(

),(
),(

),,(
),(






































sqvusususU

sqVu
x

su
su

t

su

x

u
xtsv

t

u

ds

d

x

u

t

u

ds

sdu

 
Вычитая (7) из последнего равенства, будем иметь 

.),()(),,(),,(
)(




sqvuvvsUuusU
ds

vud

 
Переписав последнее уравнение в виде 

  ,),()(),,(),,())(,,(
)(




sqvuvusUvsUvuusU
ds

vud
 

интегрируя его от 0  до s  и учитывая, что ),,0()),,0(()),,0(,0( xtvxtxtu  , 

придем к интегральному уравнению относительно ),,()),,(,( xtsvxtssu  : 

   .d ),()(),,(),,())(,,(
0

 
s

qvuvuUvUvuuUvu  

Оценивая правую часть, получим 

 d
0

1  
s

vuNvu , где .const1 N  

В силу леммы Гронуолла ),,(),( xtsvsu  . 

С учетом (39) уравнение (6) можно записать в виде 

)),,(,(
),,(

xtssu
ds

xtsd



.            

Дифференцируя его по x , получим 
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),,(
),,(

xts
x

u

ds

xtsd
x

x 






, следовательно, 


x

x sq
ds

d
),( . 

Интегрируя последнее уравнение от s  до t , с учетом того, что 1),,(  xttx , получим 

 



t

s

dq

x exts

),(

),,( . 

Откуда          Nxtsx ),,( ,       где 
TNWeN  : .                                        (40)    

Теперь мы можем оценить  

  ,),(),()),,(,(),,(  xxxxx sqsuxtssuxtsv  следовательно, 

                       NNxtsv wx ),,( .                    (41) 

 Перейдем к выводу глобальной оценки для ),,( xtswx . Продифференцируем уравне-

ние (8) и начальное условие (11) по x . В пределах этого вывода для сокращения записей бу-

дем обозначать производную по x  от функций wv ,,  нижним индексом. Также через 

),,(1 yxsA  обозначим производную функции ),,( yxsA  по x , а через ),,(2 yxsA  - производ-

ную функции ),,( yxsA  по y . Для вторых производных от функции ),,( yxsU  введем соот-

ветствующие обозначения: 

).,,(:),,(),,,(:),,(),,,(:),,( 2
22

2
1112 yxsUyxsUyxsUyxsUyxsUyxsU yxyx   

Таким образом, yyxsUyxsUyxsA ),,(),,(),,( 1211  , 

yyxsUyxsUyxsUyxsA ),,(),,(),,(),,( 22222  . 

Также обозначим 

2,1,2,1,),,(sup:,),,(sup:,),,(sup:
)(

)(

)(

)(

)(

 jiyxtUCyxtUCyxtUC ij
TKR

ij
Ui

TKR

i
U

TKR
U  

С этими обозначениями 

,),,(
)12()1(

1211  NCCvUUvsA UU  

.22),,(
)22()2(

2222  NCCvUUvsA UU       

  В результате дифференцирования задачи (8), (11) получим дифференциальное уравнение 

xxx

xxxx
x

vvsUvvvsUvvsU

wvvsAwvsAwvsAww
ds

dw

),,(),,(),,(

),,(),,(),,(2

11211

21





                             (42) 

с начальным условием  

               
),,0()),,0((),,0( xtxtxtw xx  .              (43) 

Обозначим 

,),,(),,(),,(),,(),,(: 1121121 xxxxx vvsUvvvsUvvsUwvvsAwvsAF 

).,,(2: vsAwP   

Для всех входящих в F  и P  функций уже получены глобальные оценки. Так что  

PF NPNF  , , где 

    

.2:,

2:

)2()1()12(

)11(2)22()2()12()1(









NCCNNNNCNNNC

NNCNNNCCNNNCCN

UUwPwUwU

UwUUwUUF
 

Из задачи Коши (42), (43) для xw  следует явное выражение 
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s PdPd

xx Fdeextxtxtsw

ss

0

0),,0()),,0((),,( , 

которое дает возможность записать глобальную оценку для ),,(),,( xtswxtsw xx  : 

                      
)1(),,( wx Nxtsw  ,                  (44) 

где 
TN

F
TN

w
PP eTNeNNN  

)1(
. 

Оценка (44) справедлива при всех ],0[ ts , поэтому она остается справедливой и для 

),,(),( xttwxtq xx  :
)1(

),( Wx Nxtq  . 

А так как ),(),( xtuxtq x , то тем самым получена оценка для ),(2 xtux : 

                                       

)1(2 ),( wx Nxtu  . 

 Полученные глобальные оценки для ququu xxxx  ,,  дают возможность продол-

жить решение на весь заданный интервал ],0[ T . 

 Беря в качестве начального значения ),( 0 xTu , продлим решение на некоторый интер-

вал ],[ 10 TT , а затем беря в качестве начального значения ),( 1 xTu , продлим решение на про-

межуток ],[ 21 TT . Длина промежутка разрешимости не будет уменьшаться, так как она опре-

деляется глобальными оценками, справедливыми на любом промежутке разрешимости. 

В частности, начальные значения  

)1(212 ),(,),(,),(),(),( wkxwkxkk NxTuNxTuNxTuRCxTu    

для всех 
1,,...,1,0 Rxnk  . 

В результате решение за конечное число шагов может быть продлено на весь задан-

ный промежуток ],0[ T . 

Общий итог исследования представим в виде следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА 2 

Пусть ))((),( 2,2,112
 TNRCURC  и выполнены условия (14), (16), (18), (35), тогда задача 

Коши (2)-(3) имеет единственное решение )],0([ 12,1 RTCu  . 
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S.N. Alekseenko, E.A. Elkina 

 

APPLYING THE METHOD OF AN ADDITIONAL ARGUMENT TO AN 

INVESTIGATION OF A NONLOCAL SOLVABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM 

FOR FIRST ORDER EQUATIONS WITH DIFFERENTIAL OPERATOR OF TOTAL 

DERIVATIVE WITH RESPECT TO TIME TYPE 

 
Conditions of a solvability of a Cauchy problem on the given finite interval [0, T] of a variation of the argu-

ment t which in physical problems usually denotes time is obtained for an equation with differential operator of the total 

derivative with respect to time type. The proof of the nonlocal solvability relies on global estimates obtained with usage 

of the majorizing equations. 

 

Key words: method of an additional argument, Cauchy problem, global estimates. 

 


