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Рассмотрена задача о генерации поверхностных волн при движении над поверхностью раздела жидко-

стей с различной плотностью на малой высоте крыла конечного размаха в квадрупольном приближении. При 

этом двумерное сингулярное интегральное уравнение теории крыла вырождается в краевую задачу для уравне-

ния Пуассона для определения плотности двойного слоя, распределённого по поверхности крыла. Эта задача 

решалась численно. Рассмотрен пример движения плоского крыла, имеющего размеры реального экраноплана. 
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Задачи о движении крыла экраноплана интенсивно исследовались в 60-х годах про-

шлого века [1]. Первые решения задач методом функциональных параметров получены А.Н. 

Панченковым [1, 2]. Позже им же создана квадрупольная теория крыла вблизи экрана [3], 

которая конструктивно использует малость отстояния крыла от экрана, позволяющую перей-

ти от моделирования несущей поверхности слоем диполей к слою квадруполей, распреде-

ленных на экране под крылом. Это вырождение дает возможность перейти от сингулярного 

интегрального уравнения к дифференциальному соотношению в плоских потоках и к урав-

нению Пуассона для области течения под крылом в пространственном случае. Для задач со 

свободной поверхностью первые такие алгоритмы построены в [4, 5]. Обширный круг задач 

по рассматриваемой теме представлен также в монографии М.А. Басина и В.П. Шадрина [6]. 

Рассмотрим задачу о волнах при движении на малой высоте над поверхностью разде-

ла жидкостей с различной плотностью крыла конечного размаха. Пусть малоискривленное 

крыло S  движется с постоянной скоростью 
0

V  на малой высоте h  над границей раздела   

двух жидкостей различных плотностей, 
1
  - плотность верхней жидкости, 

2
  - плотность 

нижней жидкости. Введем систему координат, связанную с крылом, 
p

S  - проекция поверх-

ности крыла S  на координатную плоскость xy , 
0

p
S  - проекция поверхности S  на границу 

раздела жидкостей (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Выбор системы координат 
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Основное двумерное сингулярное интегральное уравнение линейной задачи о движе-

нии крыла вблизи границы раздела жидкостей имеет вид [1, 2, 3, 4] 

)(0 qFAN z  ,      (1) 
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плотность двойного слоя на поверхности pS ; )(qF  - проекция на нормаль к S  скорости 

набегающего потока жидкости; ),(1 qpG  - фундаментальное решение уравнения Лапласа.  

Введем параметр относительной плотности 1/ 21  , который предполагается 

малой величиной, функции потенциала ускорений ),,(1 zyx  - для верхней жидкости, 

),,(2 zyx  - для нижней жидкости. Линеаризованное граничное условие на поверхности раз-

дела   жидкостей имеет вид 

0)( 222111  zxxxzxxx vv ,   (2) 

где 
2

0V

g
v  , 2м/c81.9g  - ускорение свободного падения;   - коэффициент диссипативных 

сил. По условию (2) фундаментальные структуры определяются в виде [3]: 
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где ),(1 qpG , ),(2 qpG  - потенциалы единичного источника, движущегося в верхней жидко-

сти. 
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Поставленная задача будет решена, если будет решено уравнение (1) с ядром (3), (5). 

В [2] впервые получено решение (1) методом функциональных параметров. В [4] близкое к 

(1) уравнение о движении тела по поверхности тяжелой жидкости после асимптотического 

анализа структур типа (5) сведено к двумерному уравнению сингулярному по поперечной 

координате и уравнению с периодическим ядром по продольной координате. Получено ре-

шение первого приближения по шкале a . Существенного упрощения расчетов можно до-

биться используя квадрупольные вырождения фундаментальных структур (3)  [3].  

Поскольку (3) – гармонические функции, которые вместе со всеми своими производ-

ными равномерно непрерывны всюду в трехмерном евклидовом пространстве, исключая 

точки ),,(   и )2,,( h , то их разложения в ряды Тейлора относительно точек 
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),,(0 hp  , лежащих на границе раздела, - равномерно сходящиеся ряды. Выполнив не-

обходимые вычисления, получим: 
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Будем использовать асимптотическую квадрупольную теорию крыла, которая основа-

на на аппроксимации фундаментальной структуры двумя членами ряда (6) [3, 4, 5]. С учетом 

(7) получим: 
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Это выражение можно переписать в виде 
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2
Fr 0  - число Фруда, a2  - хорда, b2  - размах,   - относительное удлинение крыла. 

Выделив реальную часть в выражениях (5), получим (черточки над безразмерными коорди-

натами далее опущены): 
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где 
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В силу гармоничности функций 
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, ),(11 qpG , ),(12 qpG  и использования (9) в (1), по-

лучим краевую задачу: 
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Уравнение Пуассона (10) описывает движение жидкости в ограниченной области 

между крылом и поверхностью раздела жидкостей. Исходя из аппроксимации (9), предпола-

гается, что возмущения за пределы этой области не распространяются. Поэтому в (11) опера-

тор 
0N  следует заменить на оператор  
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00 ][
x

dN , определяющий отсутствие возмущений 

перед поверхностью 
0

pS . Вместо (11) можно записать 

x

yx
Layx






),(
)1(),( ,     (12) 

где  










0

]
)),(

~
),(

~
(),(

~
),(

~

[),()
4

1
( 12111211

pS

ds
qpGqpG

h

qpGqpG
L ; 

),(
~

)1(),( 1111 qpGaqpG  ; ),(
~

)1(),( 1212 qpGaqpG  . 

Из соотношения (12) плотность двойного слоя ),( yx  может быть найдена и исполь-

зована для нахождения потенциала скоростей нижней жидкости: 
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При вычислении формы свободной поверхности жидкости может быть использована извест-

ная формула теории волн малой амплитуды [7]: 
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где azyxzyxв /),,(),,(   - относительная высота волны в долях полухорды крыла. 

Итак, форма свободной поверхности жидкости под низколетящим крылом может быть 

найдена в результате последовательного решения краевой задачи (10), интегрального урав-

нения (12) и вычисления потенциала скоростей нижней жидкости и формы поверхности по 

формулам (13) и (14) соответственно. 

Полученная последовательность задач (10), (12), (13), (14) решалась численно. Для 

решения краевой задачи (10) строится прямоугольная сетка размером mn  точек 

}1...1;2...0:,{ 1010,
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 , 
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2

  соответственно. Во внутренних узлах этой сетк:и значения 

функции ),( yx  могут быть вычислены по итерационной формуле [8]: 
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значения же функции ),( yx  в граничных узлах вычисляются по формулам [8]: 
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Было установлено, что для сочетаний жидкостей воздух-вода достаточно вычислить одно-

два приближения.  

После нахождения дискретного множества значений функции ),( yx , его необходи-

мо интерполировать по формуле (22), положив ),(),( yxyxg  , и полученный результат 

использовать в (13) для нахождения множества значений функции ),,( zyx  потенциала 

скоростей нижней жидкости: 
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После этого необходимо найти множество значений функции 
x

zyx



 ),,(
 по формулам (17)-

(21) и использовать полученный результат для нахождения высоты волны в долях полухорды 

крыла по формуле (14). 

В качестве примера был выполнен расчет волнообразования для крыла с плоским профи-

лем размахом 40 м, хордой 10 м, углом атаки 3° при его движении на высоте 2 м над разделом 

сред воздух-вода со скоростью 100 м/с. Результаты расчета представлены на рис. 2 и рис. 3. На 

рис.  2  изображена  плотность   двойного  слоя,  характеризующая  нагрузку  на крыле. На 
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рис. 3 представлен рельеф свободной поверхности под крылом. Её форма близка к волнам 

при движении сосредоточенного давления [4]. 

 

 
 

Рис. 2. Плотность двойного слоя 

 

 
Рис. 3. Форма свободной поверхности жидкости под крылом 

 

Таким образом, в задачах о движении на малой высоте над поверхностью раздела 

жидкостей с различной плотностью несущей поверхности оказывается эффективным квад-

рупольное вырождение фундаментальных структур. Построенная численная схема решения 

задачи может быть просто обобщена на случай движения слабо искривленных тонких кры-

льев. Также просто можно вычислить силы и моменты на крыле.  
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THE MOTION OF THE WING OF THE FINITE WINGSPAN ABOVE  

THE INTERFACE OF TWO MEDIUMS 

 
The problem of surface waves generation at the motion of the wing of the finite wingspan at the small height 

above the interface of two mediums is considered here. Two-dimensional singular integral equation of the wing theory 

degenerates to the boundary problem for the Poisson equation for finding the double-layer density distributed on the 

wing surface. This problem was solved numerically. The case of the motion of plain wing which has the size of real 

ekranoplan wing is considered. 
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