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Цель работы: рассмотрена динамика солитонов в рамках расширенного нелинейного уравнения Шредингера. 

Учтено как индуцированное рассеяние высокочастотных волн на затухающих низкочастотных волнах, так и 

неоднородность линейной дисперсии второго порядка.  

Научный подход: исследование проведено как численно, так и аналитически.  

Результат: показано, что смещение пространственного спектра солитона в длинноволновую область обуслов-

ленного индуцированным рассеянием, компенсируется убывающей дисперсией, смещающей спектр солитона в 

коротковолновую область. Аналитически в рамках расширенного неоднородного нелинейного уравнения Шре-

дингера найден новый класс стационарных нелинейных локализованных решений (солитонов), возникающих в 

результате баланса индуцированного рассеяния и убывающей дисперсии. Найден режим динамического равно-

весия индуцированного рассеяния и неоднородности дисперсии среды, при котором параметры солитона меня-

ются во времени периодически. Для данного режима аналитические результаты согласуются с результатами 

численного счета.  

Новизна: результаты исследования новые и могут иметь приложение для разработки новых поколений оптиче-

ских волоконных линий связи на базе коротких оптических солитонов. 
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Введение 
 

Интерес к солитонам обусловлен их способностью сохранять свою форму в течение 

длительного времени. Солитонные решения возникают во многих задачах моделирования 

динамики интенсивных волновых полей в диспергирующих средах: оптических импульсов в 

волоконных линиях связи, электромагнитных волн в плазме, поверхностных волн на глубо-

кой воде [1–4]. 

Динамика достаточно протяженных высокочастотных (ВЧ) волновых пакетов описы-

вается во втором приближении теории дисперсии нелинейных волн, учитывающем члены 

второго порядка малости: линейную дисперсию второго порядка и кубичную нелинейность. 

Основным модельным уравнением этого приближения является нелинейное уравнение Шре-

дингера (НУШ) [5, 6], солитонное решение в котором возникает в результате баланса дис-

персионного расплывания пакета и его нелинейного сжатия.  

Динамика ВЧ волновых пакетов достаточно малой протяженности описывается тре-

тьим приближением этой теории, учитывающим члены третьего порядка малости [1]: нели-

нейную дисперсию [7], индуцированное рассеяние Рамана [8–10] и линейную дисперсию 

третьего порядка. Основным модельным уравнением в этом приближении является нелиней-

ное уравнение Шредингера третьего порядка (НУШ-3) [10–14]. Так, в [15–17] в рамках 

НУШ-3 в пренебрежении индуцированным рассеянием найден класс устойчивых коротких 

солитонов, возникающих в результате баланса линейной дисперсии третьего порядка и не-

линейной дисперсии. В [18] показано, что произвольное начальное распределение в рамках 

НУШ-3 в пренебрежении индуцированным рассеянием эволюционирует к системе этих ко-

ротких солитонов. Впоследствии аналогичные решения в рамках НУШ-3 без индуцирован-

ного рассеяния были найдены в [19–23]. В [24, 25] в рамках НУШ-3 без учета линейной дис-
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персии третьего порядка найдены стационарные волны перепада, возникающие в результате 

баланса нелинейной дисперсии и индуцированного рассеяния.  

Индуцированное рассеяние Рамана обусловлено возбуждением в атомарных и моле-

кулярных системах временных мод с частотой   внешним полем с частотами 1  и 2 , 

связными соотношением  21 , и описывается в расширенном НУШ дополнительным 

слагаемым с временным запаздыванием нелинейного керровского отклика. Для локализо-

ванных нелинейных волновых пакетов (солитонов) учет индуцированного рассеяния Рамана 

приводит к смещению частоты солитона в низкочастотную область [8–10], и, как следствие, 

к потере его устойчивости и разрушению. Возможность компенсации рамановского сдвига 

частоты в протяженных линиях связи с переменными частотными характеристиками иссле-

довалась в [26]. Компенсация вынужденного рассеяния Рамана линейным полем излучения 

из области ядра солитона рассмотрена в [27]. Компенсация рассеяния Рамана в неоднород-

ных средах рассматривалась в следующих случаях: в средах с периодической линейной дис-

персией второго порядка [28, 29], в средах со смещаемой точкой перегиба дисперсионной 

характеристики [30] и в средах с убывающей дисперсией [31].  

В данной работе исследована динамика интенсивных ВЧ волновых пакетов в нели-

нейных неоднородно диспергирующих средах с учетом индуцированного рассеяния на зату-

хающих низкочастотных (НЧ) волнах. В третьем приближении теории дисперсии (для доста-

точно коротких волновых пакетов) исходная система двух уравнений сведена к неоднород-

ному расширенному НУШ с нелокальным антисимметричным нелинейным керровским от-

кликом, обусловленным индуцированным рассеянием на затухающих НЧ волнах. Это рассе-

яние приводит к сдвигу пространственного спектра волновых чисел солитона в длинновол-

новую область, вызванным возбуждением затухающих пространственных мод с волновым 

числом   внешним полем с волновыми числами 1k  и 2k , связанными соотношением 

 21 kk : пространственный аналог индуцированного рассеяния Рамана или простран-

ственное индуцированное рассеяние Рамана. С другой стороны, пространственная неодно-

родность дисперсии также приводит к изменению волнового числа ВЧ пакета. Баланс про-

странственного индуцированного рассеяния Рамана и убывающей дисперсии приводит к 

стабилизации пространственного спектра волновых чисел солитона. В данной работе в рам-

ках расширенного неоднородного НУШ с антисимметричным нелинейным керровским от-

кликом аналитически найден новый класс солитонов, возникающий в результате баланса ин-

дуцированного рассеяния на затухающих НЧ волнах и убывающей дисперсии. Полученный 

результат подтвержден в численном эксперименте. 

 

Исходная система и базовое уравнение 
 

Рассмотрим динамику интенсивного ВЧ волнового поля     ititU exp,  в нели-

нейной неоднородно диспергирующей среде с учетом взаимодействия с НЧ затухающим 

волнами. В качестве исходной рассмотрим систему «Захаровского» типа двух модельных 

однонаправленных нелинейных уравнений [32, 33]:  
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где   – НЧ возмущение параметра среды;  q  – линейная дисперсия второго порядка;   – 

коэффициент потерь ВЧ волн на НЧ колебаниях. В частности, данная система описывает ди-

намику интенсивных электромагнитных или ленгмюровских волн в изотропной плазме при 

учете их взаимодействия с затухающими ионно-звуковыми волнами. Так, во втором прибли-



Механика жидкости, газа и плазмы 

 
 

 

39 

 

жении теории дисперсии нелинейных волн нелинейный отклик среды локален 
2

U , а 

огибающая ВЧ пакета описывается НУШ. В третьем приближении теории дисперсии нели-

нейных волн при описании достаточно коротких ВЧ волновых пакетов k  (  и k  – 

протяженность и добавочное волновое число пакета), нелинейный отклик среды содержит 

нелокальное несимметричное слагаемое, обусловленное ВЧ затуханием НЧ волн 

 /
22

UU . В этом приближении модельное уравнение для огибающей волнового 

пакета следующее: 
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Последнее слагаемое в (3) описывает индуцированное рассеяние ВЧ волнового поля на зату-

хающих НЧ волнах и является пространственным аналогом индуцированного рассеяния Ра-

мана (пространственное индуцированное рассеяние Рамана).  

 

Аналитические результаты 
 

Метод интегралов. Уравнение (3) при нулевых условиях на бесконечности 

0


U  имеет следующие интегралы: 
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где   iUU exp ,  /K  – добавочное волновое число пакета. Для замыкания систе-

мы (4)–(8) необходимо связать пространственное распределение волнового числа K  с пара-

метрами огибающей пакета и неоднородностью среды. Для этого примем масштабы неодно-

родности дисперсии и локального волнового числа K  много большими масштаба неодно-

родности огибающей волнового пакета UKq DD , . Это позволяет аппроксимировать про-

странственное распределение волнового числа K  в окрестности «центра масс» волнового 

пакета  
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        /KKK . Величину градиента волнового числа в центре «масс» пакета 

найдем из мнимой части (3) при условии   0/ 
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Так, для пакетов, амплитуда и протяженность которых связаны солитоноподобным 

соотношением, с учетом (4) и (9) получим      tktKtK  ,, . Система (4)–(8) в этом 

случае становится замкнутой:  

 zql
N

L

dt

dk


0
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где     /qq  – значение градиента дисперсии в точке «центра масс» пакета; 

0/ NNn  , 0/ LLl  , 0/ NZz  ; 
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/  - интегралы волно-

вого пакета;  00 NN  ,  00 ZZ  ,  00 LL   – значения интегралов волнового пакета в началь-

ный момент времени. Состояние равновесия системы (10)–(13) достигается при условии  

  000,0 ZqLk  .                                                           (14) 

В состоянии равновесия пространственное индуцированное рассеяние Рамана ком-

пенсируется убывающей дисперсией. Для анализа системы (10)–(13) вне состояния равнове-

сия рассмотрим случай экспоненциальной пространственной зависимости дисперсии 

 Dqq /exp0  . Используя замены Dtq /0  и D/ , система (10)-(13) примет вид  
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где  000 / NqDLr  . С учетом первого интеграла уравнений (17)-(18)   3expl  система 

(15)-(18) сводится к виду  
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Уравнения (19)–(21) имеют первый интеграл:  
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где  00 kk  , 0/ zr , 0 0 0/z Z N . На рис. 1 приведены кривые (22) на плоскости 

 ,/ 0zk  при 00 k  и различных . 
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Рис. 1. Кривые (22) на плоскости  ,/ 0zk  при 00 k  и различных  

 

Солитонное решение. Рассмотрим решение уравнения (3) в виде стационарной вол-

ны      titU  exp,  при экспоненциальном профиле дисперсии    Dqq /exp0  : 
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Примем масштаб неоднородности дисперсии много большим масштаба огибающей волнового 

пакета  LD . С учетом малости величины 0,~/~ qDL   , решение уравнения (23) 

будем искать в виде 10  , где 001 ~  . Удерживая члены порядка  , имеем 
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Уравнение (24) имеет классическое солитонное решение   /sech00 A , где 

00 // Aq  , 2/2
0A . Уравнение (25) при замене  /  и   01 / AD  имеет вид 
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где  DAq 2
00* 8/5  - параметр индуцированного рассеяния, отвечающий состоянию рав-

новесия системы (19)–(21). При   00   уравнение (26) имеет точное решение 
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При * , отвечающем балансу индуцированного рассеяния и убывающей диспер-

сии, решение (27) локализовано. Асимптотика (27) в этом случае на больших значениях ар-

гумента следующая     exp2
. На рис. 2 показано распределение волнового 

поля    при *  и различных значений  0 .  

 

 
 

Рис. 2. Распределение    при *  и различных  0  

 

Решение    антисимметрично. Солитоны с антисимметричными «хвостами» воз-

никают и в хорошо известной системе линейно связанных НУШ [34]. При *  решение 

(27) не локализовано    .  

 

Численное моделирование 
 

Рассмотрим численно начальную задачу динамики солитоноподобного пакета 

   sech0, tU  в рамках (3) при    10/exp q , 1  и различных значениях  . Ве-

личина равновесного значения индуцированного рассеяния для данного начального импуль-

са из аналитического рассмотрения системы (19)–(21) составляет 16/1*  . В численном 

счете при 16/1  исходный волновой пакет эволюционирует к стационарному локализо-

ванному распределению (непрерывная кривая на рис. 3) с нулевым волновым числом. Это 

распределение близко с аналитическим решением системы уравнений (24)–(25) при 

100  Aq , 10D , * : 

     







 sechtanhcoshlntanh

40

1
1 2U ,                              (28) 

представленным на рис. 3 штриховой кривой.  
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Рис. 3. Распределение U  по   при 3005  t , 16/1 .  

Сплошная кривая                     – численный счет; 

 ----------- – аналитическое солитонное решение (28) 

 

Отклонение параметра   от равновесного значения *  приводит к изменению пара-

метров солитона (волновое число, амплитуда) во времени. На рис. 4 показано численное мо-

делирование пространственно-временного распределения U  при 32/1 .  

  
Рис. 4. Пространственно-временное распределение |U| при  = 1/132.  

(Результат численного моделирования) 
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На рис. 5 приведена динамика во времени локального волнового числа в точке макси-

мума модуля огибающей волнового пакета при различных значениях . Непрерывные кри-

вые отвечают результатам численного счета, пунктирные – аналитическое решение системы 

(21)–(23) при различных .   

 

 
 

Рис. 5. Изменение волнового числа солитона в центре максимума волнового поля 

k во времени при различных :  

---------- – аналитический результат;                – непрерывные – численный 

 

При 16/3 , отвечающем режиму динамического равновесия индуцированного рас-

сеяния и убывающей дисперсии, результаты численно счета и аналитического рассмотрения 

хорошо соотносятся. При 16/3  результаты численного счета и аналитического рассмот-

рения не совпадают. Это несовпадение обусловлено возникновением в численном счете по-

лей излучения из ядра солитона, что не учитывалось при аналитическом рассмотрении. Поля 

излучения приводят к уменьшению энергии солитонного ядра и, как следствие, к отклоне-

нию значений волнового числа пакета, полученных из численного счета, от значений, полу-

ченных решением системы (26)–(27).  

 

Заключение 
 

В данной работе рассмотрена динамика солитонов в рамках расширенного неодно-

родного уравнения Шредингера с неоднородной дисперсией второго порядка при учете ин-

дуцированного рассеяния на затухающих НЧ волнах. Исследование проведено как аналити-

чески, так и численно. Показана возможность баланса пространственного индуцированного 

рассеяния на затухающих НЧ волнах, приводящего к смещению пространственного спектра 

волновых чисел солитона в длинноволновую область, и убывающей дисперсии, смещающей 

спектр солитона в коротковолновую область. В явном виде получено солитонное решение, 

возникающее в результате этого баланса. Найден режим динамического равновесия индуци-
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рованного рассеяния и неоднородной дисперсии, при котором параметры солитона меняются 

во времени периодически. 

Динамика солитонов рассматривалась в пренебрежении неоднородностью кубичной 

нелинейности, групповой скоростью ВЧ составляющей, нелинейной дисперсией и линейной 

дисперсии третьего порядка. Исследование динамики солитонов с учетом эффектов, обу-

словленных данными слагаемыми, будет проведено в следующих работах.   
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SOLITON DYNAMICS IN AN EXTENDED NONLINEAR SCHRÖDINGER EQUATION 

WITH A SPATIAL COUNTERPART OF THE STIMULATED RAMAN SCATTERING 

AND EXPONENTIALLY DECREASING DISPERSION 
 

National research university Higher school of economics 
 

Purpose: Dynamics of solitons is considered in the framework of the extended nonlinear Schrödinger equation (NLSE), 

which is derived from a system of Zakharov's type for the interaction between high- and low-frequency (HF and LF) 

waves, in which the LF field is subject to diffusive damping. The model may apply to the propagation of HF waves in 

plasmas. The resulting NLSE includes a pseudo-stimulated-Raman-scattering (PSRS) term, i.e., a spatial-domain 

 counterpart of the SRS term which is well known as an ingredient of the temporal-domain NLSE in optics. Also  

included is inhomogeneity of the spatial second-order diffraction (SOD).  

Approach: Soliton’s dynamic investigated as analytically as numerically. 

Findings: It is shown that the wavenumber downshift of solitons, caused by the PSRS, may be compensated by an 

 upshift provided by the SOD whose coefficient is a exponential function of the coordinate. An analytical solution for 

solitons is obtained in an approximate form. Analytical and numerical results agree well, including the predicted  

balance between the PSRS and the exponentially inhomogeneous SOD. 
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