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Рассмотрены вычислительные эксперименты по моделированию поверхностного волнения, которые 

применяются для исследования экстремально больших поверхностных волн в зависимости от параметров 

начального волнения. Рассмотрена гипотеза об экспоненциальном законе распределения времени ожидания 

волн-убийц. 
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Введение 

В настоящее время феномен аномально больших поверхностных волн в океане  

(волны-убийцы) находится в центре внимания многих исследователей [1]. Одной из  основ-

ных проблем, связанных с исследованием волн-убийц, является случайность их появления. С 

одной стороны, такие волны появляются достаточно редко, но в то же время частота их по-

явления является закономерной. Как правило, редкие события описываются процессами 

Пуассона. Из математической статистики известно, что если число событий распределено по 

закону Пуассона, то интервалы между событиями должны быть распределены по экспонен-

циальному закону [2]. Использование пуассоновских процессов также мотивируется тем, что 

распределение Пуассона возникает в ряде  предельных теорем.  

С практической точки зрения наибольший интерес представляет не количество экс-

тремальных волн, возникающих в течение времени, а время ожидания появления волны-

убийцы. Поэтому мы будем рассматривать функции распределения времени ожидания та-

ких волн. 

В последнее время с помощью вычислительных экспериментов удалось достичь 

большого прогресса в изучении статистики и качественных характеристик волн-убийц (см. [3 

– 7] и др.). На основании этих работ можно сделать вывод, что экстремальные волны возни-

кают вследствие нелинейной динамики  поверхностных волн. В настоящей работе были про-

ведены масштабные эксперименты с целью статистической проверки гипотезы о законе  рас-

пределения времени ожидания волн-убийц. 

Имея достаточно богатую выборку времен возникновения волн-убийц, можно прове-

рить гипотезу о применимости экспоненциального закона распределения к описанию време-

ни возникновения этих событий с помощью хорошо известных статистических методов про-

верки гипотез. В нашей работе мы сформировали беспрецедентно большую базу данных, со-

держащую данные времени возникновения волн-убийц, на основании масштабных вычисли-

тельных экспериментов.  
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Постановка вычислительных экспериментов 

Вычислительные эксперименты основаны на численном решении уравнений, описы-

вающих плоское (2π-периодическое) потенциальное течение идеальной жидкости со свобод-

ной поверхностью и бесконечной глубиной. Для наших целей такая модель является вполне 

оправданной [8, 9]. 

Для построения эффективных численных методов и проведения больших серий вы-

числительных экспериментов мы используем полные нелинейные уравнения гидродинамики 

идеальной жидкости со свободной поверхностью, которые после проведения конформного 

отображения области, занятой жидкостью, принимают удобный для этого вид. Впервые при-

менение конформных преобразований для описания нестационарного течения идеальной 

жидкости со свободной поверхностью было предложено в работах [10, 11]. В работах  

[12–14] и других конформные переменные применялись для численного моделирования ди-

намики поверхностных волн. В нашей работе моделирование аномально больших поверх-

ностных волн основано на уравнениях, предложенных в работе [15]. Вопросы математиче-

ской корректности этих уравнений и построения  численных методов их решения были ис-

следованы в серии работ [16–21]. 

Хорошо известно, что при моделировании нелинейной динамики поверхностных волн 

периодически происходит обрушение волн (необязательно максимальной амплитуды). Что-

бы исключить ситуацию преждевременной остановки расчета, мы использовали диссипацию 

в эволюционных уравнениях. Эта диссипация была пропорциональна четвертым производ-

ным профиля свободной поверхности. Таким образом, она была значимой лишь при большой 

крутизне поверхности, что соответствует сбросу энергии при обрушении волн. Чтобы ском-

пенсировать потерю энергии вследствие описанной ранее диссипации, мы применяли также 

и накачку, которая физически соответствовала поверхностной силе, пропорциональной 

наклону профиля волны. Хотя эта накачка и может рассматриваться как ветровое воздей-

ствие на поверхностные волны, она включалась только в момент снижения энергии, поэтому 

волны, которые моделировались в наших экспериментах, соответствуют волнам зыби, а не 

ветровым волнам. 

Постановки вычислительных экспериментов в основном соответствовали постанов-

кам из [4, 5]. Начальное возмущение поверхности в вычислительных экспериментах опреде-

лялось как ансамбль бегущих в одну сторону волн со средним значением волнового числа  

К0 = 50. Предполагалось, что начальное возмущение поверхности задается суммой гармоник 

со случайными фазами 
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Здесь max – полное число спектральных мод, k – случайная величина, равномерно распреде-
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принимали заданные значения (число  определяет спектральную ширину). 
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Единого общепризнанного определения волны-убийцы до сих пор нет, поскольку это 

явление изначально содержит оценочные категории («большая волна», «опасное явление» и 

т.д.). Относительно различных определений волн-убийц см. [9, 22, 23]. Мы будем называть 

волной-убийцей такую волну, высота которой удовлетворяет амплитудному критерию: 

1.2
*)(

*)(
*)( max 

tH

tH
tv

s

, 

где Hmax(t*) – максимальная высота волнения в момент времени  t*; *)(tHs  – усредненная 

значительная высота  волнения в момент времени t*, т.е. 
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Здесь Hs() – значительная высота волнения в момент времени . Усреднение значительной 

высоты волнения позволяет нивелировать вклад самой аномальной волны при расчете значи-

тельной высоты волнения. Значение v* = 2.1 соответствует принятым определениям волн-

убийц в большинстве работ. 

 

 
Рис. 1. Характерный график функции (k − 50) 

 

Для исследования было проведено две серии экспериментов. В каждом из экспери-

ментов в начальный момент времени волновое число принимало значение K0 = 50, дисперсия 

D = 20, квадрат средней крутизны 
2
 = 2.06  10

-3
 и 

2
 = 4.1  10

-3
 соответственно. Была про-

ведена масштабная серия однотипных экспериментов общей длительностью примерно 85800 

периодов волн. 

Закон распределения времени ожидания волны-убийцы 

Как мы уже отмечали, волна-убийца представляет собой редкое событие в динамике 

поверхностных волн, поэтому для его описания предполагается использование пуассонов-

ского потока. Используя вычислительные опыты, мы можем проверить эту гипотезу с помо-

щью методов математической статистики. 

Мы будем рассматривать случайную величину – время ожидания волны-убийцы, ко-

торую обозначим T. Для  применения статистических критериев выдвинем  основную и аль-

тернативную гипотезы: 

H0: T ~ Fexp() – случайная величина T имеет экспоненциальный закон распределения 

с параметром λ; 

H1: T  Fexp() – случайная величина T не распределена по экспоненциальному закону. 

Экспоненциальный закон  имеет следующую функцию распределения: 
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где  > 0 – параметр распределения. Плотность распределения имеет вид: 
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При этом математическое ожидание E и дисперсия 
2
 связаны следующим соотношением: 

λ

1
σ2 E . 

Для проверки нашей статистической гипотезы мы использовали стандартный метод – 

критерий согласия 
2
 с уровнем значимости  = 0.05. 

Для проверки выдвинутой гипотезы вычислялась величина: 
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где m – число равных интервалов, на которые разбивается выборка, ni – число попаданий в i-

й интервал, in  = F(ti+1) – F(ti) – теоретические частоты, F – функция распределения экспо-

ненциального закона. Значение T сравнивается с табличным критическим значением k
2
, где 

k = (m – 1) – количество  степеней  свободы. Если T   k
2
, то гипотеза H0 принимается с ве-

роятностью 1 – ,  если же T  > k
2
, H0 отвергается в пользу альтернативной гипотезы на 

уровне значимости .  

Кроме того, по значениям эмпирической и теоретической функции плотности вероят-

ности для каждого из экспериментов был вычислен коэффициент детерминации, рассчиты-

ваемый по формуле 
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где pt – значения  эмпирической функции плотности вероятности, tp̂  – значения теоретиче-

ской функции плотности вероятности, 
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Сначала проверим нашу гипотезу для каждой серии экспериментов с одинаковыми 

значениями квадрата средней крутизны 
2
 = 2.06  10

-3
 и 

2
 = 4.1  10

-3
, а потом для смешан-

ного случая. 

Для статистического анализа сначала были рассмотрены результаты вычислительных 

экспериментов, в которых квадрат средней крутизны принимал значение 
2
 = 2.06  10

-3
. 

Общая длительность экспериментов в этом случае составила T = 41400 периодов волн, в те-

чение которых была зарегистрирована N = 61 волна-убийца. Математическое ожидание име-

ло значение E = 1203, а дисперсия 
2
 = 1200519. Параметр экспоненциального закона рас-

пределения  = 0.0008. Cоотношение /E = 0.91 показывает хорошее соответствие гипотезе 

H0.Теоретическая функция плотности распределения имеет вид 

p(t) = 0.0008 e
0.0008t

, t > 0.                                                      (1) 

На рис. 2 приведен пример волнограммы части эксперимента. Пространственно-

временные следы аномально больших волн в течение примерно 3750 периодов волн пред-

ставлены на рис. 3. Сравнительный график теоретической и эмпирической плотности рас-

пределения времени ожидания волн-убийц в вычислительном эксперименте представлен на 

рис. 4.  

В результате вычислений по критерию 
2
 при m = 6 интервалах разбиения мы получи-

ли, что T  = 3.16, k
2
 = 7.81, T   k

2
, т.е. гипотеза H0 об экспоненциальном законе  распре-

деления принимается на уровне значимости  = 0.05. 
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Коэффициент детерминации составил R
2
 = 0.88, что свидетельствует о том, что высо-

кая доля дисперсии эмпирических значений плотности вероятности объясняется полученной 

теоретической функцией (1). 
 

 

Рис. 2. Волнограмма части эксперимента 

 

Аналогичные вычисления проводились и для экспериментов, в которых квадрат сред-

ней крутизны принимал значение 
2
 = 4.1  10

-3
. В этом случае общая длительность экспери-

ментов составила примерно T = 44400 периодов волн, общее количество волн-убийц N = 105. 

Соответствующие величины имели следующие значения E = 894.87, 
2
 = 883002.3, параметр 

закона  = 0.0011. Соотношение /E = 0.95 также указывает на применимость экспоненци-

ального закона распределения. Плотность вероятности имеет вид: 

p(t) = 0.0011 e
0.0011t

, t > 0.                                                      (2) 

Сравнительный график теоретической и эмпирической плотности распределения вре-

мени ожидания волн-убийц в вычислительном эксперимент представлен на рис. 5. 

 

 

Рис. 3. Пространственно-временные следы волн-убийц 

 

При проверке гипотезы по критерию 
2
, при m = 12, получены следующие результаты: 

T  = 6.01, k
2
 = 9.49, T   k

2
, следовательно, гипотеза H0 об экспоненциальном законе рас-

пределения принимается на уровне значимости  = 0.05.  
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Рис. 4. Сравнительный график теоретической и эмпирической функции плотности 

распределения для экспериментов с 
2
 = 2.06  10

-3
 (сплошная линия – теоретическая 

плотность вероятности, гистограмма – эмпирическая плотность  вероятности) 

 

 
 

Рис. 5. Сравнительный график теоретической и эмпирической функции плотности 

распределения для экспериментов с 
2
 = 4.1  10

-3
 (сплошная линия – теоретическая 

плотность вероятности, гистограмма – эмпирическая плотность  вероятности) 

 

Коэффициент детерминации R
2
 = 0.97 также позволяет сделать вывод о том, что высо-

кая доля дисперсии эмпирических значений плотности вероятности объясняется полученной  

теоретической функцией (2). 

Теперь проведем статистическую проверку гипотезы об экспоненциальном распреде-

лении времени ожидания волны-убийцы в случае, когда примерно в половине вычислитель-

ных экспериментов квадрат средней крутизны принимал одно значение, а в другой половине 

– другое значение. Этот случай соответствует ситуации, когда имеются волны с различными 

параметрами крутизны. 

Общая  длительность эксперимента составила T =85800  периодов  волн, количество 

зарегистрированных волн-убийц составило N = 166. Математическое ожидание, дисперсия и 
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интенсивность принимали следующие значения: E = 1007.79, 
2
 = 1015190, параметр закона 

 = 0.00099. Соотношение: /E = 0.99. Плотность вероятности выражается соотношением: 

p(t) = 0.00099 e
0.00099t

, t > 0.                                                      (3) 

Сравнительный график теоретической и эмпирической плотности распределения вре-

мени ожидания волн-убийц в вычислительном эксперименте представлен на рис. 6. 
 

 
 

Рис. 6. Сравнительный график теоретической и эмпирической функции плотности 

распределения для экспериментов с различными значениями 
2
 (сплошная линия – 

теоретическая плотность вероятности, гистограмма – эмпирическая плотность  вероятности) 

 

В результате вычислений по критерию 
2
 при m = 10 интервалах разбиения мы полу-

чили, что T  = 14.88, k
2
 = 12.59, T  > k

2
, т.е. гипотеза H0 об экспоненциальном законе рас-

пределения отвергается на уровне значимости  = 0/05. В данном случае критерий 
2
 не дает 

оснований считать, что при рассмотренных параметрах волнения время ожидания волн-

убийц описывается экспоненциальным законом распределения. Однако коэффициент детер-

минации принимал значение R
2
 = 0.99, что свидетельствует о том, что высокая доля диспер-

сии эмпирических значений плотности вероятности объясняется полученной теоретической 

функцией (3). В данном случае можно считать, что время ожидания волны-убийцы также 

приближенно описывается экспоненциальным распределением. 

Интересно отметить, что эмпирическая функция плотности вероятности в наших экс-

периментах имеет «неэкспоненциальные» хвосты, что свидетельствует о том, что в экспери-

ментах всегда встречались очень большие интервалы между двумя соседними волнами-

убийцами. 

Заключение 
 

В работе рассмотрен вопрос об оценке функции распределения времени ожидания 

волны-убийцы. С помощью результатов больших серий вычислительных экспериментов по-

казано, что время ожидания аномальной поверхностной волны может быть описано с помо-

щью экспоненциального закона распределения. Этот результат является ожидаемым и не 

противоречит известным натурным наблюдениям [24].  

Однако в случае обработки результатов натурных экспериментов следует учитывать 

возможное отклонение от экспоненциального закона, поскольку в реальной ситуации воз-

можны волны различной крутизны.  
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