
Труды Нижегородского государственного технического университета им. Р.Е. Алексеева № 4(111) 

 
 

68 

УДК 519.17+51-73 
 

Э.О. Душкина, С.К. Игнатов, А.Г. Разуваев

 

 

АНАЛИЗ ИНВАРИАНТОВ В ЗАДАЧЕ РАЗДЕЛЕНИЯ 

НЕИЗОМОРФНЫХ ОРГРАФОВ 
 

Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лобачевского, 

Институт информационных технологий, математики и механики 

 
Использование инвариантов орграфов в задаче разделения ориентационных стереоизомеров кластеров 

воды (H2O)n. Метод базируется на теории групп и состоит в построении специальных функций (инвариантов), 

определенных на орграфах, задающих сетку водородных связей кластера (H2O)n Предлагаемый метод проиллю-

стрирован построением схемы разделения стереоизомеров в гексагональной ячейке кристаллического льда 

(H2O)6. Анализ инвариантов может служить перспективным методом расчета энергий кластеров (H2O)n, что 

является актуальной проблемой в физике и химии атмосферы. 

 

Ключевые слова: орграфы, группы симметрии, инварианты, стереоизомеры. 

 

Введение 

Работа является иллюстрацией применения теоретико-групповых методов в решении 

некоторых задач физики и химии атмосферы. В газовой (пары воды) или твердой фазе (лед) 

молекулы воды образуют кластеры (H2O)n – структуры, где n молекул воды связаны между 

собой водородными связями. При данной сетке таких связей положение протонов на них 

может быть различным. Такие стереоизомеры обладают своими свойствами и особенностями 

взаимодействия с другими молекулами. 

В статье на примере гексагонального кластера (H2O)6 с диэдральной группой симмет-

рии D4 кислородного остова показано, как введенные в [1] инварианты группы симметрии 

кластера могут быть использованы в задаче разделения стереоизомеров. 

В данной статье рассматривается гексагональная структура кристалла льда (H2O)6, ко-

торая имеет различные ориентационные изомеры. Атомы кислорода находятся в вершинах 

бипирамиды, а водородные связи идут по ребрам бипирамиды (рис. 1, a). 

                                      а)                                                                         б) 

Рис. 1 
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Направление двух атомов водорода, связанных с одним кислородным центром (кис-

лородом) может меняться. Для кристалла льда имеет место правило Бернала-Фаулера: в лю-

бую вершину степени четыре входит две дуги и выходит две дуги. Для элементарной ячейки 

может быть другое расположение атомов водорода, также удовлетворяющие правилу Берна-

ла-Фаулера (рис. 1, б). Если структуру (a) нельзя перевести поворотами и отражениями в 

структуру (b) (рис. 1), то, по определению это два разных ориентационных изомера. 

Физико-химические свойства ориентационно различных изомеров различны, поэтому 

актуальной является задача подсчета числа ориентационно различных изомеров. 

Поставленная задача может быть решена в рамках перечисления орграфов, построен-

ных на данном неориентированном графе. 

Пусть γ есть неориентированный граф. Всюду далее считаем, что γ – связный граф без 

петель и кратных ребер, число которых m. Группу Autγ всех автоморфизмов графа γ считаем 

известной, и пусть G ⊂ Autγ ее некоторая подгруппа. Выбор подгруппы G диктуется поста-

новкой решаемой задачи. Например, если граф γ задает некоторую молекулярную систему, 

то в качестве G обычно выступает точечная группа симметрии системы, которая, как прави-

ло, является собственной подгруппой группы Autγ. Всюду далее считаем, что группа G со-

стоит из n элементов:  nggG ,...,1 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 2 

 

Рассмотрим граф γ на рис. 2, который имеет m = 16 ребер и Autγ – диэдральную под-

группу 4D  элементы которой есть повороты и отражения: 2G  – поворот вокруг вертикаль-

ной оси на угол   против часовой стрелки, 
2
2

1
2 ,UU  – повороты вокруг горизонтальный осей 

на угол 1,   и 2  – симметрия относительно двух вертикальных плоскостей, проходящих 

через вершины 2, 7 и 3, 6, соответственно, 2
1
2

2
41

1
2

1
4 ,  USUS  – зеркально-поворотные оси, 

то есть  2
4

1
421

2
2

1
224 ,,,,,,, SSUUCED   

Элементы группы G можно задать в виде подстановок вершин графа γ: 











1413121110987654321

1413121110987654321
E ; 









1314121011912345678
1413121110987654321

2C ; 









1011913141256781234
14131211109876543211

2U ; 
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1110914131243218765
14131211109876543212

2U ; 









1413121011987345621
1413121110987654321

1 ; 











1314121110912654378

1413121110987654321
2 ; 









1011914131256218734
14131211109876543211

4S ; 









1110913141243781265
14131211109876543212

4S . 

Пусть  ji,  – ребро, соединяющее i и j. Так как граф неориентированный, то 

   ijji ,,  . Представление каждого Gg  подстановкой вершин определяет действие G  на 

ребра графа       jgigjig ,,  . 

Каждому ребру  ji,  приписываем символ ijb  и ориентацию ребер на γ определяем по 

правилу 1ijb , если ориентация ребра (дуга) направлена от i к j и 1ijb  в противном 

случае. Очевидно jiij bb  . Все m дуг ijb , где i < j, выбранных в любой последовательности, 

будем обозначать X1, …, Xm. 

Зададим на γ некоторую фиксированную ориентацию ребер (рис. 3), удовлетворяю-

щую правилу Бернала-Фаулера. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 3 
 

Для нашего примера зададим ориентацию: 231 bX  , 372 bX  , 763 bX  , 624 bX  , 

295 bX  , 796 bX  , 12,67 bX  , 12,38 bX  , 10,99 bX  , 11,910 bX  , 13,1211 bX  , 14,1212 bX  , 

1213 bX  , 4314 bX  , 8715 bX  , 5616 bX  . Если kij Xb  , то kji Xb  . 

Тогда элементам группы G  будут отвечать следующие  подстановки на множестве ребер: 











16151413121110987654321

16151413121110987654321

XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
E ; 
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14131615111291078562143

16151413121110987654321
2 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
C ; 












15161314910111256782341

161514131211109876543211
2 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
U ; 












13141516109121165874123

161514131211109876543212
2 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
U ; 












14151613121191078651234

16151413121110987654321
1 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
; 













16131415111210987563412

16151413121110987654321
2

XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
; 











13161514910121165781432

161514131211109876543211
4 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
S ; 











15141316109111256873214

161514131211109876543212
4 XXXXXXXXXXXXXXXX

XXXXXXXXXXXXXXXX
S . 

Задания всех подстановок запишем в табл. 1. 
 

                                                                                                                                     Таблица 1 

Действие группы 4DG   на дуги орграфа 

 E  2C  1
2U  2

2U  1  2  1
4S  2

4S  

1X  1X  3X  1X  3X  4X  2X  2X  4X  

2X  2X  4X  4X  2X  3X  1X  3X  1X  

3X  3X  1X  3X  1X  2X  4X  4X  2X  

4X  4X  2X  2X  4X  1X  3X  1X  3X  

5X  5X  6X  8X  7X  5X  6X  8X  7X  

6X  6X  5X  7X  8X  6X  5X  7X  8X  

7X  7X  8X  6X  5X  8X  7X  5X  6X  

8X  8X  7X  5X  6X  7X  8X  6X  5X  

9X  9X  10X  12X  11X  10X  9X  11X  12X  

10X  10X  9X  11X  12X  9X  10X  12X  11X  

11X  11X  12X  10X  9X  11X  12X  10X  9X  

12X  12X  11X  9X  10X  12X  11X  9X  10X  

13X  13X  15X  14X  16X  13X  15X  14X  16X  

14X  14X  16X  13X  15X  16X  14X  15X  13X  

15X  15X  13X  16X  14X  15X  13X  16X  14X  

16X  16X  14X  15X  13X  14X  16X  13X  15X  

 

Произвольный орграф Г на γ записываем в виде Г(X1, …, Xm), а задание конкретного 

орграфа состоит в присвоении переменным kX , конкретных значений 1 . Последнее приво-

дит к записи конкретного орграфа в виде вектора-строки с компонентами 1 . 

Пусть Ψ есть некоторое множество орграфов, определенных на данном γ. От Ψ требу-

ем условия: если Г ∈ Ψ, то gГ  Ψ, то есть G действует на Ψ. Для каждого Гα  Ψ определена 

орбита:       ngg ,...,1  и s ...1 . По определению каждая орбита – множе-

ство орграфов изоморфных относительно группы G, а s – число неизоморфных орграфов в Ψ. 
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Возьмем орграф Г1, которому отвечает вектор-строка [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 

1], то есть Г1=[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]. Действие G на ребра γ определяет дей-

ствие G на дугах орграфа:       mm XgXgXXg ,...,,..., 11  . Согласно заданию группы G 

как подстановок 
2
4

1
421

2
2

1
22 ,,,,,,, SSUUCE   на вершинах γ и введенным обозначениям для 

дуг орграфа Г(X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X8, X9, X10, X11, X12, X13, X14, X15, X16), действие G на Г 

будет определено таблицей 1. То есть 

1E = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

12С = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

1
1
2U = [-1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

1
2
2U = [-1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

11 = [-1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

12 = [-1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

1
1
4S = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

1
2
4S = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]. 

Следовательно, орграфу Г1 отвечает орбита длины 2. 

Далее берется другая комбинация, которая не встречалась в ранее найденных оргра-

фах. В процессе работы был разработан алгоритм нахождения всех неизоморфных орграфов 

и реализован в виде компьютерной программы. В результате работы программа выдает файл 

со списком всех неизоморфных орграфов. 

Итог: 27 ориентационных изомеров. 

Г1 = [1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1]; 

Г2 = [1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1]; 

Г3 = [-1, -1, -1, -1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1]; 

Г4 = [-1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1]; 

Г5 = [-1, -1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, 1]; 

Г6 = [-1, -1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, 1]; 

Г7 = [1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г8 = [1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г9 = [1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г10 = [-1, -1, -1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г11 = [-1, -1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г12 = [1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г13 = [1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, 1, 1]; 

Г14 = [1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, -1, 1, 1]; 

Г15 = [1, 1, 1, 1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, -1, 1, 1]; 

Г16 = [1, 1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, 1, -1, 1]; 

Г17 = [1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]; 

Г18 = [-1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]; 

Г19 = [-1, 1, -1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]; 

Г20 = [-1, 1, 1, 1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, 1]; 

Г21 = [-1, 1, -1, 1, 1, 1, -1, -1, 1, 1, -1, -1, -1, 1, -1, 1]; 

Г22 = [1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 1]; 

Г23 = [1, 1, 1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 1]; 

Г24 = [-1, -1, -1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, 1]; 

Г25 = [1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, -1, -1, 1]; 

Г26 = [1, 1, -1, 1, -1, 1, -1, -1, 1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, 1]; 

Г27 = [1, 1, 1, 1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1, -1] 

Все найденные ориентационные изомеры изображены на рис. 4. 
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 Рис. 4 
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Для произвольного орграфа    mXX ,...,1  определим функции  mXXJJ ,...,1  

как суммы: 

                      

     

              



 







Gg Gg
lkjilijkkjiijk

j
Gg

iij
Gg

ii

xgxgxgxgJxgxgxgJ

xgxgJxgJ

,,...,,...,

,,

...

                  (1) 

которые являются полилинейными функциями своих аргументов. Инварианты ijkiji JJJ ,, , и 

так далее будем называть инвариантами 1, 2, 3-го и т. д. порядков.  

Каждая функция из (1) преобразуется по единичному представлению группы G: 

        mmm XXJXgXgJXXgJ ,...,,...,,..., 111  . Саму систему (1) назовем системой поли-

линейных инвариантов. 

Инварианты (1) – легко вычислимые функции. Для их вычисления применяется  

табл. 1. 

Далее представлены инварианты, необходимые для дальнейшего решения задачи. 

  7887566515 XXXXXXXXXgJ
Gg




, 

 4332412121 2 XXXXXXXXJ  , 

 423131 4 XXXXJ  , 

482717384625351661 XXXXXXXXXXXXXXXXJ  , 

412211112311410293101991 XXXXXXXXXXXXXXXXJ  , 

 876565 4 XXXXJ  , 

 810796125115,11 2 XXXXXXXXJ  , 

 411232113410129921 2 XXXXXXXXXXXXJ  , 

.471228111812371145102693610159951 XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXJ   

Ссылаясь на найденные ориентационные изомеры, вычислим значения инвариантов 

на заданных 27 орграфах. Эти значения представлены в виде табл. 2, где представлены  зна-

чения инвариантов на Г1 – Г27. 
Таблица 2 

 𝐽5 𝐽21 𝐽31 𝐽61 𝐽91 𝐽65 𝐽11,5 𝐽921 𝐽951 

Г1 8         

Г2 4 8 8 8 0 0 0 4 4 

Г3 4 8 8 8 0 0 0 4 -4 

Г4 4 0 -8 -8      

Г5 4 0 0 0 0     

Г6 4 0 0 0 -4     

Г7 0 0 0 -4      

Г8 0 0 -8 -8 -4 -4 8   

Г9 0 8 8 8 8 -8 0 0 8 

Г10 0 8 8 8 8 -8 0 0 -8 

Г11 0 0 -8 -8 4 4 -8   

Г12 0 0 -8 -8 4 4 0   

Г13 0 8 8 8 8 -8 8   

Г14 0 0 -8 -8 -4 -4 0   

Г15 0 8 8 8 8 -8 -8   

Г16 0 8 8 8 8 8    

Г17 0 0 0 4 -4     

Г18 0 0 0 4 0 0 0 -8  

Г19 0 0 0 4 0 0 0 8  
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Окончание табл. 2 

Г20 0 0 0 4 4     

Г21 0 -8        

Г22 -4 0 -8       

Г23 -4 8 8 8 0 0 0 -4 4 

Г24 -4 8 8 8 0 0 0 -4 -4 

Г25 -4 0 8 8 -4     

Г26 -4 0 8 8 0     

Г27 -8         

 

Система инвариантов называется полной относительно действия группы G на Ψ, если 

для любой пары Г𝑖 ≇ Г𝑗  из Ψ найдется такая функция J из этой системы, что 𝐽(Г𝑖) ≠ 𝐽(Г𝑗). 

В результате решения поставленной задачи для конкретного примера (рис. 1) было 

найдено 27 ориентационных изомеров, которые разделяются с помощью системы инвариан-

тов, состоящей из одного инварианта 1-го порядка, шести инвариантов 2-го порядка и двух 

инвариантов 3-го порядка. Процедура разделения представлена на рис. 5. 
 

 

Рис. 5 
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Purpose: To describe the method of invariants of graphs in the task of separation of orientational stereoisomers  

of water clusters (H2O)n. 

Design/methodology/approach: The usage of The method is based on the theory of groups and consists of building up 

special functions (invariants), determined by digraphs defining the network of cluster hydrogen bonds(H2O)n.  

The suggested method is illustrated by building up the scheme of separation of stereoisomers in a hexagonal cell of 

crystalline ice (H2O)6. 

Findings: The solution for the problem is important for the study of physical and chemical interaction processes of ice 

crystal molecules which are located in the upper atmosphere. 

Research/limitations/implications: The analysis of invariants may serve as a promising method of calculating  

the energy clusters (H2O)n, which is the burning problem in the physics and chemistry of the atmosphere. 

Originality/value: It is the first time when the usage of invariants was examined in the problem of nonisomorphic  

oriented graph partition. 

 

Key words: oriented graphs, symmetry groups, invariants, stereoisomers. 

  


