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Во втузовских программах некоторых математических дисциплин предусматривается 

изучение уравнений в частных производных. При этом должны приводиться сведения из ли-

нейной алгебры, включая элементы теории операторов. Это обстоятельство дает возмож-

ность изложить математические аспекты квантовой механики, что по понятным причинам 

стараются избежать в изучении курса физики. 

При изложении теории нельзя избежать принципиального вопроса: каким образом и 

при каких условиях квантовое описание переходит в классическое? Он представляется весь-

ма сложным с математической точки зрения, и это объясняет почему в учебниках квантовой 

механики обычно используются эвристические аргументы. Во всяком случае неверны ут-

верждения о том, что классическая механика формально получается из квантовой предель-

ным переходом к   (постоянная Планка) 0  или следует из соотношения неопределенно-

сти Гейзенберга. Хорошей иллюстрацией является проводимое далее рассмотрение одно-

мерного движения свободной частицы, где проявляются особенности предельного перехода. 

Предварительно приведем аксиомы квантовой механики. 

1. Состояние квантовой системы описывается ненулевым вектором комплексного 

пространства со скалярным произведением. Векторы, отличающиеся скалярным множите-

лем, описывают одно и то же состояние. 

2. Наблюдаемые (координаты, скорости, энергия и т.д.) описываются эрмитовыми 

операторами. Результатом измерения является одно из собственных значений оператора. Ре-

зультат измерения предсказать нельзя. Можно лишь указать среднее большого количества 

независимых измерений. Оно для оператора L  в состоянии   равно 

 
2

,






L
L .                                                                (1) 

3. Эволюция состояния   определяется уравнением Шредингера 





H

t
i ˆ  , 

где Ĥ  называется оператором энергии. 

4. Проблема квантования. Если классическая система описывается уравнениями Га-
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  , то операторы kQ  и kP , соответствующие 

обобщенным координате 
k

q  и импульсу 
k

p , удовлетворяют перестановочным соотношени-

ям       0,0,,  lllklk PQPPQQ  при lk   и i  при lk  . Оператор энергии Ĥ  строится из 

 pqH ,  заменой q  и p  на Q  и P , хотя могут проявиться некоторые тонкости, связанные с 

неперестановочностью операторов. 

Формула (1) из аксиомы 2 позволяет установить вероятностное распределение на 

множестве возможных результатов измерений L . Особенно просто это устанавливается в 

случае конечномерного пространства, на котором действуют операторы. Здесь для оператора 

L  можно выбрать ортогональный базис пространства meee ,...,, 21 , состоящий из собственных 

векторов оператора. Если mmececec  ...2211 , то (1)  превращается в 
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где kkk eLe   и 
2

22



kk ec
 интерпретируется как вероятность при измерении L  получить 

значение 
k

 . 

Если пространство бесконечномерно, то у L  может появиться непрерывный спектр и 

приходится вводить плотность вероятности аналогично тому, как это делается в теории ве-

роятности. Примеры соответствующей процедуры появятся далее. 

До сих пор оставался в стороне вопрос о подходящем выборе пространства. Теорети-

чески он неособенно важен, поскольку вся информация о квантовой системе содержится в 

перестановочных соотношениях из аксиомы 4 и уравнении Шредингера. Оправданием этого  

утверждения служит теорема Стоуна фон Неймана. Не вдаваясь в точные формулировки от-

метим, что, согласно этой теореме, без ограничения общности можно ограничиться следую-

щим пространством V . Элементами его служат функции n  переменных  ,,..., 21 nxxx  а 

скалярное произведение   ndxdx ..., 1 




  . Операторы kQ  и kP  задаются равенства-

ми 
k

kkk
xi

PxQ






, . Обычно   называют волновой функцией. 

Обратимся теперь к рассмотрению квантового движения свободной частицы вдоль 

оси x ов. Классическое движение описывается законом Ньютона 0xm   и, очевидно, не 

зависит от массы m . Гамильтоновы уравнения можно записать как 
q

H
p

p

H
q









  ,  для 

гамильтонина 
2

2

1
pH   и xq  . В квантовой картине волновая функция  tx,  имеет один 

пространственный аргумент x , Q оператор умножения на x  и 
xi

P






. Оператор энергии 

тогда оказывается равным 
2
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 и уравнение Шредингера превращается в 
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,                                                               (3) 

т.е. в уравнение теплопроводности. Очевидно, что прямолинейное требование 0  

ни к чему не ведет. Метод Фурье выделяет семейство решений (3) вида 
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зависящее от параметра  . Нетрудно видеть, что эти решения являются собственными 

функциями оператора P , причем   является собственным значением. В силу эрмитовости 

P  надо ограничиться действительными значениями  . При установлении ортогональности 

функций из (4) мы впервые встречаемся с появлением расходимости – обычного спутника в 

квантовых вычислениях, доставляющих много хлопот. В данном случае эта трудность пре-

одолевается, если интеграл в скалярном произведении понимать в смысле главного значения 

по Коши. Однако от бесконечности нормы собственной функции избавиться не удается и в  

ортогональном разложении. 

Однако, если рассматривать 




как 




N

N
N
lim , то можно сделать заключение  

о том, что нормы собственных функций из (4) «одинаковы» (хотя и бесконечны), а потому в 

представлении 

    













 detx

tx
i 2

2

1

,                                                   (5) 

2
  можно считать плоскостью распределения значений импульса в состоянии  . 

Представление (5) волновой функции называется импульсным. Чаще имеют дело с 

самой   tx, волновой функцией в координатном представлении. При нормировке 1
2
  

плотность распределения координаты дается выражением 
2

 . Связь с ортогональными 

разложениями здесь более изощренная. Дело в том, что оператор умножения x  не имеет 

«хороших» собственных функций. Эту трудность Дирак обошел введением «монстра» – 
функции Дирака. Не вдаваясь в тонкости этой конструкции, отметим лишь формулу 

   axaaxx   и      dttxtx  




. Из последней из них следует  ортогональность 

 ax   и  bx  . Классическое приближение представляет собой асимптотику в (5) при 

0 . И здесь необходимо сделать какие-то предположения относительно  .  Физики ре-

комендуют положить 

   
a

i

eс


   .                                                                  (6) 

Тогда (5) перепишется в виде 
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Асимптотику теперь можно получить методом стационарной фазы. Именно основной вклад 

в интеграл дают значения  , которые мало отличаются от значения 0 , максимизирующего 

показатель экспоненты. Это значение равно 
t

ax 
0 . Саму асимптотическую формулу 

можно найти в [1]. Приведем окончательный результат 
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Описание характера движения частицы в рамках приближения (8) зависит от требований, 

налагаемых на )(с . Классическое движение с постоянной скоростью v  и линейной зависи-

мостью vtax   координаты от времени предполагает «локализованность» плотности 

   22
 c  распределения скорости, т.е. отличие от нуля этой плотности вне интервала 

  vv ,  с «малым». Если это условие не выполнено, то вести речь о том, что классиче-

ская механика получается из квантовой предельным переходом 0  не приходится. Если 

 2
с  локализовано, то локализация имеет место и для  2

, tx . Но уже интервал x , где об-

наруживается частица, «расплывается»  


vtavtaxv
t

ax
, , 

т.е. движение частицы отклоняется от классического. 

Аналогичные выводы можно сделать в предположение локализации  2
, tx , т.е. при 

определенное положение частицы влечет «расплывание» скорости. Проще всего убедиться в 

этом, если заметить, что перестановочное соотношение   iPQ ,  можно реализовать и  опе-

раторами 



 P

i
Q ,


. 

Сделаем несколько замечаний, касающихся изложения классического приближения в 

книгах по квантовой механике. Ограничимся книгами [2–5]. 

В книге Ландау и Лившица (с. 35–37) отмечается, что классическое движение частицы 

не обязано получаться при 0 , однако какие-либо вычисления отсутствуют. Отмечается, 

что необходимо волновую функцию представлять в виде 

iS

ae , где a  и S  – «медленно» 

меняющиеся функции. В [5] для S  получено уравнение Гамильтона-Якоби в частных произ-

водных, но дальнейшее рассмотрение касается  оптико-геометрической  аналогии, что уво-

дит в сторону. Для свободной частицы S  удовлетворяет уравнению 0
2

1
2



















x

S

mt

S
, и 

математические трудности в задаче можно преодолеть, если ограничиться полным интегра-

лом 


 x
m

t
S

2

2

. 

В книгах Блохинцева, Мессиа и Паули ([3], [4], [5]) результаты исследования можно 

подытожить утверждением, что классическому движению при 0  следуют средние зна-

чения соответствующих операторов. В этих  книгах разбирается и эффект «расплывания». В 

заключение приведем абстрактный вывод соотношения неопределенностей, отсутствующих 

в указанных книгах. 

Пусть   iPQ , . Для действительного   имеем неравенство   0
2
 PiQ . Левая часть 

есть                 222 ,,,,, PQPiQPiQPiQPiQ   в 

силу   iPQ , . Соотношение неопределенности есть просто следствие неположительности 

дискриминанта многочлена от  . 
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Purpose: The exposition of main information about quantum mechanics is given. This variant may be used in mathe-

matical courses in the technical universities. 

Design/methodology/approach: The axiomatic of quantum mechanics and the investigation of the free particle motion 

are given. 

Findings: A new approach to solving the motion problem is described. 

Research limitations/implications: The paper serves as an illustration of applications of partial differential equation. 

Originality/value. The paper to teachers and students of the technical universities is recommended. 
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