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Классические уравнение Кортевега-де Вриза (КдВ) и модифицированное КдВ уравнение играют замет-

ную роль в физике нелинейных волн в виду их интегрируемости. Менее известны другие уравнения из этого же 

семейства, выводимые в разных физических и технических приложениях. Это модулярное КдВ уравнение, лог-

нормальное КдВ уравнение, уравнение Гарднера, уравнение Шамеля, уравнения Бенджамина-Оно и Кавахары, а 

также фракционные уравнения. Эти уравнения различаются степенью нелинейности в адвективном члене и по-

рядком линейной дисперсии (в том числе и дробной). Целью статьи является обсуждение практических прило-

жений семейства КдВ уравнений и общих свойств их решений. Методология исследований основана на теории 

слабонелинейных волн в слабодисперсионных средах различной физической природы. Показано, что многие 

уравнения КдВ иерархии имеют общие свойства решений и не обладают взрывной неустойчивостью. Для этого 

степень нелинейности не должна быть очень большой. 
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Введение 

 

Уравнение Кортевега-де Вриза в канонических переменных  
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выведенное Кортевегом и де Вризом в 1895 году для гравитационно-капиллярных волн на по-

верхности тонкого слоя воды, стало эталонным уравнением теории нелинейных волн и мате-

матической физики после открытия способа точного его решения с помощью метода обратной 

задачи теории рассеяния, которое теперь воспроизводится во всех учебниках по теории нели-

нейных волн. Решения этого уравнения обладают удивительными свойствами: уединенные 

волны (солитоны) взаимодействуют между собой упруго, имеет место периодическая рекку-

ренция основного состояния и т.д. Практически еще в 1970-е гг. прошлого столетия было по-

казано, что это уравнение описывает широкий класс волновых процессов в механике, плазме, 

астрофизике, океане и электродинамике. По существу, оно получается в любых физических 

системах, в которых возможны слабо нелинейные и слабо дисперсионные волны, и его вывод 

делается в рамках первого приближения асимптотических разложений. Если квадратичная не-

линейность, тем не менее, отсутствует, то аналогично (1) может быть выведено модифициро-

ванное уравнение Кортевега-де Вриза 
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которое также полностью интегрируемое. Основываясь на методе обратной задачи тео-

рии рассеяния в 1970-1990-е гг., было выведено много уравнений КдВ типа (содержащих в 
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правой части слагаемые, ответственные за нелинейность и дисперсию высших порядков, не-

линейную дисперсию и т.п.), которые также были интегрируемы. Между тем многие из них 

не были связаны с какими-то физическими приложениями и имеют решениями непригодные 

с точки зрения здравого смысла. Так, например, учет дисперсии высшего порядка ведет к тому, 

что групповая скорость мелкомасштабных возмущений становится больше фазовой, в то 

время как в исходных уравнениях групповая скорость всегда меньше фазовой. Кроме того, 

такие уравнения часто имеют дополнительные решения, которые не соответствуют известным 

данным о волнах в рамках полных по нелинейности уравнений. Именно поэтому с физической 

точки зрения разумно сводить расширенные версии уравнений КдВ типа к классическому КдВ 

уравнению с помощью асимптотических замен, используя малость нелинейности и дисперсии. 

В настоящей работе дается сводка семейства уравнений КдВ типа, которые действи-

тельно получаются в различных физических системах. 

 

Семейство уравнений КдВ типа с произвольной нелинейностью 

 

Прежде всего, необходимо отметить, что модифицированное КдВ уравнение (2) имеет 

широкую область применения в электродинамике, динамике размерно-квантованных пленок, 

в астрофизической плазме, в твердом теле, в динамике волн в стратифицированной жидкости 

при определенных условиях на стратификацию плотности. В частности, если имеется двух-

слойная жидкость, то коэффициент при кубическом нелинейном члене отрицателен, а если 

жидкость трехслойна, то возможны оба знака нелинейности [1]. Особый интерес вызывает 

уравнение (2) в случае положительного знака кубической нелинейности. Волновые пакеты при 

этом модуляционно неустойчивы, что приводит к появлению волн-убийц [2]. Более того, даже 

в солитонном газе возможно возникновение волн-убийц, но только в том случае, если соли-

тонный газ содержит солитоны обеих полярностей [3-5]. 

Стратифицированная жидкость дает примеры нескольких уравнений КдВ типа, кроме 

указанных выше уравнений (1) и (2). Наиболее известный пример – это уравнение Гарднера, 

которое содержит квадратичную и кубическую нелинейности в одном порядке теории возму-

щений 
3
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и это уравнение сейчас стало расчетным для описания внутренних волн в океане [6]. В научно-

исследовательской лаборатории моделирования природных и техногенных катастроф Ниже-

городского государственного технического университета разработан специальный вычисли-

тельный комплекс IWResearch, решающий уравнение (3) с переменными коэффициентами и 

рядом дополнительных слагаемых, важных для динамики внутренних волн [7]. В трехслойной 

жидкости при определенных условиях на толщины слоев динамика внутренних волн описы-

вается так называемым 2+4 уравнением Кортевега-де Вриза [8]  
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Уравнение (4) уже не интегрируемо в общем случае, хотя структуру бегущих волн 

легко исследовать на фазовой плоскости. Солитоны в такой системе взаимодействуют не-

упруго, и за ними появляются осциллирующие хвосты. В случае многослойной стратифика-

ции водного потока возможно появление членов более высокого порядка по нелинейности [9], 

что приводит к существованию решений в виде «многомасштабных» солитонов. Следует, 

правда, отметить, что более высокие степени нелинейности в уравнении типа Кортевега-де 

Вриза могут приводить к неустойчивости решений взрывного характера, так что наличие даже 

малых слагаемых по дисперсии и диссипации является принципиальным с физической точки 

зрения для подавления взрывной неустойчивости. Для волн в упругих средах, свойства кото-

рых разные по отношению к растяжению или сжатию, недавно выведено «модулярное» КдВ 

уравнение [10, 11]  
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которое также неинтегрируемо. Для однополярных импульсов оно становится линейным, так 

что сразу ясно, что оно не допускает существование однополярных солитонов. Однако такие 

солитоны могут существовать на пьедестале. Периодические волны в такой системе не явля-

ются гладкими. 

Ионно-звуковые волны в плазме также описываются различными уравнениями КдВ 

типа. Так, если в плазме есть отрицательные ионы, то в зависимости от концентрации можно 

получить уравнение (3) [12, 13]. Если же есть в плазме резонансные частицы, то динамика 

волн описывается уравнением Шамеля [14]  
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Оно нелинейно даже в случае однополярных импульсов и допускает существование со-

литонов на нулевом пьедестале. 

В кристаллических решетках при определенных условиях длинные волны описываются 

лог-КдВ уравнением [15-17] 
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В рамках этого уравнения солитон описывается гауссовой функцией. 

Приведенные примеры показывают широкое разнообразие уравнений КдВ типа c выс-

шими нелинейностями, описывающих реальные физические процессы. Важно, что все они со-

храняют главное свойство исходных систем в линейном приближении: неизменность знака 

отношения групповой скорости к фазовой, так что возможные излучения волн (дисперсион-

ных хвостов) происходят только в одном направлении. 

 

Фракционные уравнения КдВ типа  

 

В ряде случаев возникают уравнения Кортевега-де Вриза, в которых линейная диспер-

сия третьего порядка исчезает. Такая ситуация возникла еще при выводе классического урав-

нения Кортевега-де Вриза в их оригинальной статье для гравитационно-капиллярных волн на 

поверхности тонкого слоя воды в случае компенсации эффектов гравитации капиллярными 

эффектами. В этом случае уравнение (1) заменяется на 
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Это уравнение, получившее название уравнения Кавахары, встречается в динамике 

плазмы, когда волна распространяется под определенным углом к магнитному полю [18], в 

нелинейных электрических цепях [19] и для внутренних волн в двухслойной жидкости с уче-

том поверхностного натяжения между слоями в стратифицированной жидкости [20]. В рамках 

этого уравнения солитоны имеют осциллирующие хвосты и могут притягиваться друг к другу. 

Уравнение (8) не является интегрируемым с точки зрения математической физики. 

 В случае, когда закон дисперсии описывается не аналитическими функциями, уравне-

ние типа Кортевега-де Вриза становится интегро-дифференциальным. Такая ситуация реали-

зуется для внутренних волн в двухслойном океане, когда один слой тонкий, а другой толстый 

(по сравнению с длиной волны). Дисперсионное соотношение для волн в таком океане в пре-

деле длинных волн имеет вид (без коэффициентов):  = k(1-|k|), а соответствующее эволюци-

онное уравнение, называемое уравнением Бенджамина-Оно, имеет вид [21]: 
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Уединенные волны в уравнении Бенджамина-Оно описываются алгебраическими 

функциями с медленно спадающими хвостами. Это уравнение оказалось интегрируемым ме-

тодами обратной задачи. Есть и другие примеры интегральной дисперсии, например, уравне-

ние Уизема, где дисперсионное соотношение для волн на воде учитывается в самом общем 

виде [21]. Удалось показать, что волновые пакеты в рамках уравнения Уизема модуляционно 

неустойчивы, а, следовательно, возможно появление волн-убийц [22].  

В самом общем виде, приведенные выше уравнения являются частными случаями 

фракционного уравнения КдВ типа 
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где в Фурье пространстве оператор L является степенной функцией волнового числа 

 

( ) ( ) | | ( )L k u k k u k  .                                                        (11)  

При α = 1 уравнение (10) сводится к уравнению Кортевега-де Вриза, при α = 2 – к урав-

нению Бенджамина-Оно, а при α = 4 – к уравнению Кавахара. В приложениях число α может 

быть и дробным (но положительным). 

Фракционные уравнения КдВ типа, когда они не сводятся к дифференциальным урав-

нениям, трудно исследовать аналитически. Численно же они легко решаются с использова-

нием псевдо-спектрального метода, на чем мы здесь останавливаться не будем. Структура бе-

гущих волн (как периодических, так и уединенных) находится численно с помощью метода 

Петвиашвили [23, 24]. 

 

Бегущие волны в системах, описываемых уравнениями КдВ типа  

с дисперсией третьего порядка 

 

Для последующего анализа удобно записать уравнения КдВ типа с дисперсией третьего 

порядка в обобщенном виде 
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Бегущие волны (как периодические, так и уединенные) описываются простым уравне-

нием второго порядка, вытекающим из (12) 
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где с – скорость движения волны, B – произвольная константа интегрирования. При исследо-

вании солитонов с физической точки зрения можно считать пьедестал нулевым, иначе вывод 

уравнения типа КдВ необходимо проводить относительно другого невозмущенного уровня. 

Тогда B = - f(0). Во всех рассматриваемых выше случаях f(0) = 0, так что B = 0. Интегрируя 

еще раз уравнение (13), получим  
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где 
u

dvvfuF
0

)()(  и константа интегрирования выбрана равной нулю из условия нулевого 

пьедестала. В максимуме солитона du/dx = 0, поэтому из (14) легко находится связь скорости 

солитона с его амплитудой 
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Форма солитона легко находится из (14) в интегральной форме 
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В случае f(u)=|u|m, где m – любое число, не обязательно целое (m > 1), солитон описы-

вается явной формулой 
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за исключением случая m = 1 (модулярное КдВ уравнение), для которого не существует соли-

тонов на нулевом пьедестале, о чем уже говорилось выше. Отметим важные свойства соли-

тона, в частности, подсчитаем его массу 
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Обратим внимание, что уже для модифицированного КдВ уравнения (m = 3) масса со-

литона не зависит от амплитуды. Это значит, что в задаче об эволюции начального возмуще-

ния можно сразу найти число генерируемых солитонов, подсчитав массу начального возму-

щения. С увеличением m масса солитона начинает падать с ростом его амплитуды, и это уже 

означает необычность поведения солитона во внешних полях. С точки зрения энергии пере-

ходный режим осуществляется при m = 5, и с физической точки зрения солитон уже должен 

разрушаться, например, при введении сколько угодно малой диссипации, когда энергия 

должна только уменьшаться.  

 Эти простые соображения подкрепляются анализом устойчивости солитонов, а также 

прямого численного решения уравнения КдВ типа с m  5, когда решения становятся неустой-

чивыми и взрываются на конечных временах [25]. Отметим, правда, что если знак нелинейно-

сти отрицательный при m = 5, как в уравнении (4), то решение этого уравнения устойчиво, 

хотя оно не допускает солитонов на нулевом пьедестале. Таким образом, физически разумные 

уравнения КдВ типа не обладают неустойчивыми свойствами. Это означает, что солитонный 

газ в такого рода уравнениях будет обладать в какой-то степени тривиальной динамикой, со-

литоны будут сохраняться (в интегрируемых системах) или жить конечное время (в неинте-

грируемых системах). Тем не менее, в процессе их взаимодействия могут появляться очень 

большие волны, называемые волнами-убийцами, и этот процесс уже исследован нами для мо-

дифицированного КдВ уравнения (2) и уравнения Гарднера (3), см., например, [3]. 

Аналогичные результаты получаются и для периодических, так называемых кноидаль-

ных волн, эти результаты суммированы в [26]. 

 

Заключение 

 

Приведенные уравнения семейства КдВ типа описывают разнообразные волновые про-

цессы в океане, электродинамике, теории упругости и астрофизической плазме. Некоторые из 

них достаточно нетривиальны и содержат модули от волновых полей или интегральную дис-

персию, что должно приводить к трудностям их аналитического анализа. В настоящее время 

в основном исследованы волновые процессы в средах с полиномиальной нелинейностью 

f(u)=um, а «модульные» и «фракционные» уравнения еще предстоит изучить. Отметим, что 

ранее обращалось внимание на интегрируемость уравнений КдВ типа и устойчивости соли-
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тона. Сейчас же пик исследований переносится здесь на волновые пакеты и солитонную тур-

булентность, а также на возможность образования волн-убийц. Точные результаты здесь пока 

получены для частных случаев. 

  

Представленные результаты получены в рамках выполнения гос. задания в сфере науч-
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KORTEWEG-DE VRIES TYPE EQUATIONS IN APPLICATIONS 
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Purpose: Discussed some practical applications of the KdV-type equations and the general properties of their solutions. 

Design/methodology/approach: A theoretical framework based on weakly nonlinear theory. A set of models based on 

classical KdV equation are considered.  

Findings: A set of integrable and non-integrable equations of Korteweg-de Vries type describing different wave processes 

in the ocean, electrodynamics, elasticity theory and astrophysical plasma are collected and discussed. 

Research limitations/implications: Collected and considered here equations expand the class of known Korteweg–de 

Vries and modified Korteweg-de Vries equations to non-integrable models used in different physical and technical appli-

cations.  
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