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В условиях спада заболеваемости коронавирусом во многих странах накопленные данные позволяют 

представить анализ в широком диапазоне значений от начала эпидемии до ее конца. Целью настоящей работы 

является анализ динамики развития COVID-19 c помощью обобщенного стохастического логистического урав-

нения для оценки числа вероятных пиков заболеваемости коронавирусом, а также оценка характера разброса 

коэффициентов обобщенной логистической модели в целом. Использована логистическая модель, основанная 

на обобщенном логистическом уравнении первого порядка. Данные о заболеваемости коронавирусом в разных 

странах взяты с сайта Всемирной организации здравоохранения. Показано, что для всех рассматриваемых стран 

обобщенное логистическое уравнение является неплохой регрессионной моделью. В то же время для описания 

суточного хода заболеваемости необходимо учитывать случайные факторы, что позволяет считать коэффици-

енты логистической модели случайными или вводить внешние силы, делая логистическое уравнение стохасти-

ческим. Определены спектральные и вероятностные свойства случайных вариаций логистического уравнения. 

При всей простоте обобщенной логистической модели ею хорошо описывается зависимость роста числа забо-

левших от времени. 
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Введение 

 

Последняя эпидемия коронавируса (CODIV-19) затронула буквально все страны, вы-

нужденные принять чрезвычайные меры для нераспространения заражения (закрытие госу-

дарственных границ, карантин, самоизоляция, прекращение работы многих предприятий и 

учреждений, переход на дистанционную работу и обучение). Число заразившихся в мире уже 

превысило 9 млн чел. (данные конца июня 2020 г.) К счастью, во многих странах эпидемию 

удается обуздать, и она идет на спад. Общая информация о распространении вирусной ин-

фекции широко представлена в интернете; динамика распространения заболевания отражена 

на сайте http://91-divoc.com/pages/covid-visualization/ в виде интерактивных графиков.   

Распространение эпидемии в любой стране имеет почти один и тот же сценарий: сна-

чала происходит быстрый рост заболевших (близкий к экспоненциальному или степенному), 

который затем замедляется (численные значения констант, описывающие эти зависимости, 

естественно, различны для разных стран). В целом данные кривые достаточно гладкие, хотя 

на части из них заметны изломы, связанные с действием мер карантинного характера. Также 

на сайте приведены графики суточной динамики заболевших. Данные кривые не являются 

гладкими: на них заметны спорадические вспышки числа заболевших, обусловленные мно-

гими причинами. Это означает, что динамика распространения эпидемии характеризуется 

разными масштабами: от нескольких месяцев (общая продолжительность эпидемии) до не-

скольких недель (инкубационный период) и даже до нескольких дней (инфекционный интер-

вал и локальные причины). Одна часть масштабов связана с определенными свойствами дан-

ного вируса, другая – с действием государственных и местных органов управления, вводив-

ших карантинные меры; есть и непредсказуемые причины, обусловленные социальным по-

ведением (несоблюдение карантина). Отмеченные особенности динамики распространения 
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коронавируса SARS-CoV-2 должны отражаться в математических моделях и описываться 

уравнениями с переменными или даже случайными коэффициентами.  

Для объяснения скорости распространения эпидемий и прогнозирования их послед-

ствий используется ряд математических моделей различной сложности. Исторически первой 

моделью было логистическое уравнение Ферхюльста [1], представляющее собой нелинейное 

обыкновенное дифференциальное уравнение (ОДУ) первого порядка с постоянными коэф-

фициентами. Оно применяется также как простейшая модель для описания роста народона-

селения и эффективности рекламы. Качественно она объясняет рост числа заболевших от 

времени: почти экспоненциальный рост числа больных на начальном этапе развития эпиде-

мии и выход на константу к ее завершению. Применительно к COVID-19 эта модель исполь-

зуется, например, в [2, 3]. Анализ данных COVID-19, сделанный в [4], показал, что экспо-

ненциальный рост числа заболевших на начальном этапе встречается, главным образом,  

в Америке и Австралии, в то время как во многих европейских странах он является степен-

ным. В этом случае можно использовать обобщенное логистическое уравнение [5-8], которое 

также применяется для интерпретации числа заболевших коронавирусом в [3, 9-11]. С мате-

матической точки зрения, динамика в рамках логистического уравнения является тривиаль-

ной и полностью детерминистской. Более сложная динамика, в том числе, хаотическая, воз-

никает в разностном логистическом уравнении или с учетом запаздывания на инкубацион-

ный период [12-16], эти модели также привлекаются для интерпретации и прогноза динами-

ки COVID-19 [17-19]. В еще более сложных моделях людей разбивают на различные группы, 

т.н. SIR-модели, включающие в себя систему ОДУ высокого порядка. Динамика таких си-

стем менее изучена математически, и в ней возможны стохастические колебания [20-26]. 

Однако модели этого уровня просты в реализации, показали свою эффективность и активно 

используются для моделирования и прогноза распространения COVID-19 [27-35].   

Основная трудность в применении математических моделей для прогноза эпидемии 

связана с неопределенностью выбора коэффициентов в уравнениях. С повышением сложно-

сти модели число коэффициентов сильно возрастает. Опыт применения моделей для интер-

претации прежних эпидемий не всегда может быть использован, поскольку меняется интен-

сивность воздействия вирусов на живые организмы. Ранее многие эпидемии имели локаль-

ный характер, и, соответственно, меры предотвращения их распространения были иными. 

Характер кривых числа заболевших от времени и суточного прироста показывает их сильное 

различие для разных стран, что связано с различной плотностью населения, обычаями и ад-

министративными превентивными мерами. В силу этого на начальной стадии развития эпи-

демии любые прогнозы ее конечной стадии весьма грубы и ненадежны. По мере развития 

эпидемии все больше констант в уравнениях может быть определено из наблюдений, вместе 

с тем, «старые» константы, определенные на ранних стадиях, также надо исправлять. Поэто-

му, в сущности, в прогностических целях решаются уравнения с переменными коэффициен-

тами, математические свойства которых (существование, сходимость и устойчивость) не все-

гда определены. Таким образом, разные модели с постоянно «подправляемыми» коэффици-

ентами могут приводить к близким результатам прогноза на короткое время. В то же время 

для долгосрочных прогнозов необходимо понимать возможную временную изменчивость 

коэффициентов модели и их влияние на характер получаемых решений.  

В настоящей работе на основе имеющихся данных по первой волне COVID-19 мы по-

пытаемся оценить характер разброса коэффициентов обобщенной логистической модели  

в целом, не связываясь с проблемой прогноза, когда анализируются данные короткого ряда. 

Идея этого исследования описана в нашей статье [8], где на примере только четырех стран 

обсуждается применимость простой и обобщенной логистической моделей. Из такого не-

большого числа стран трудно делать какие-то общие выводы. В дайной статье использованы 

данные развития эпидемии в двенадцати странах: Испания, Бельгия, Германия, Чехия, Ав-

стралия, Норвегия, Австрия, Швейцария, Нидерланды, Испания, Турция, Южная Корея.  

В результате удается получить значимые статистические выводы. 
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Обобщенная логистическая модель 

 

Рассмотрим обобщенную модель логистического уравнения, содержащего четыре 

константы [5, 6] (1): 
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где N(t) – число заболевших людей, N  − максимально возможное число заболевших людей 

и r – скорость роста эпидемии. При 1    уравнение (1) совпадает с простым логистиче-

ским уравнением [1], решение которого находится тривиально. Обобщенное логистическое 

уравнение в общем случае точно не решается, однако характер решения остается неизмен-

ным – число заболевших монотонно приближается к N . На самом деле данные задаются  

с дискретностью в одни сутки, так что необходимо решать разностное уравнение (2): 
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где t = 1 день (естественный масштаб в медицинской статистике, и его величина всюду ни-

же опущена). Свойства уравнения (2) в принципе, отличаются от уравнения (1). В частности, 

возможны стохастические режимы, если скорость роста (r) велика. В случае классического 

логистического уравнения  =  = 1 при r < 2 решение уравнения (2) описывается монотон-

ной функцией, как и уравнения (1) [36]. Как мы увидим далее, значения скорости роста  

на порядок меньшие, чем критическое значение, так что эта разница невелика, она показана 

на рис. 1 для данных из Испании, обсуждаемых ниже. 

 
 

Рис. 1. Зависимость числа заболевших в день от времени: 

 черная штриховая линия - численное решение обобщенного логистического уравнения (1),  

серая линия – решения разностного уравнения (2) для Испании 

 

Обратим внимание, что величина 1n n nK N N   есть число заболевших в сутки, оно 

также приводится в сводках ВОЗ. Но тогда, если справедливо обобщенное логистическое 

уравнение, мы получаем из (2) алгебраическую связь между количеством заболевших в сут-

ки (K) и общим количеством зараженных (N) (3): 
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Имеющийся массив данных ВОЗ может быть использован для регрессионных оценок 

четырех констант в алгебраическом уравнении (3). Здесь мы возьмем данные о заболеваемо-

сти коронавирусом в двенадцати странах, где уже закончилась первая волна эпидемии. Это 

Испания, Бельгия, Германия, Чехия, Австралия, Норвегия, Австрия, Швейцария, Нидерлан-

ды, Испания, Турция, Южная Корея.  Число данных для каждой страны превышает шестьде-

сят записей (два месяца), что позволяет рассчитывать на репрезентативность получаемых 

оценок. Количество стран также достаточно велико (12), чтобы уверенно судить о примени-

мости обобщенной логистической модели. Мы будем оперировать данными на 25.06.2020; 

взятыми из (https://www.who.int/emergencies/diseases/novel-coronavirus-2019/situation-reports).  

На рис. 2 представлены данные официальной статистики заболеваемости и аппрокси-

мации (3). Здесь темно-серая сплошная линия описывает регрессионную кривую, а штрихо-

вые линии – границы 95 % доверительного интервала. Для вычисления доверительного ин-

тервала использовали встроенную функцию «predint» пакета Matlab. В частности, двусто-

ронний доверительный интервал имеет вид [37] (4): 
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где f (xn+l) = yn+l – значение y, вычисленное по регрессии при x = xn+l; t − α-квантиль распре-

деления Стьюдента при f = n – k –1 степенях свободы, где k – порядок регрессии; 
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1
− дисперсия регрессии; λ – коэффициент регрессии, зависящий от 

n и l. Светло-серая линия соответствует классическому логистическому уравнению  =  = 1. 

В табл. 1 приведены значения коэффициента детерминации R
2
, который всюду превышает 

0.8, свидетельствуя в пользу хорошей аппроксимации логистической кривой (3). В то же 

время, для простой логистической кривой  =  = 1 такое согласие было бы значительно ху-

же, и коэффициент R
2
 в ряде случаев опускался бы до 0,5. Таким образом,  для всех рассмот-

ренных стран обобщенная логистическая кривая является адекватной аппроксимацией 

натурных данных, и эта модель хорошо описывает течение эпидемии.  
 

Таблица 1. 

Коэффициенты обобщенной логистической модели (1) 

и коэффициент детерминации 

 

Страна N∞ r Α β R
2
 

Италия 499300 0,994 0,8 5,1 0,96 

Турция 146500 3,573 0,7 1,07 0,975 

Нидерланды 41950 3,573 0,7 0,7 0,94 

Южная Корея 16200 0,143 1,2 5,4 0,91 

Австрия 18500 0,151 1,1 2,56 0,88 

Швейцария 32100 1,093 0,8 1,5 0,86 

Испания 256000 1,2 0,8 1,9 0,9 

Бельгия 62000 2,2 0,7 1,3 0,9 

Германия 211000 1,8 0,8 2,1 0,8 

Чехия 14000 0,3 0,9 4,1 0,8 

Австралия 8500 0,03 1,4 3,5 0,8 

Норвегия 8900 0,6 0,9 1,6 0,8 

 

 

https://www.who.int/emergencies/diseases/novel-coronavirus-2019/situation-reports
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Рис. 2. Связь количества заболевших в сутки (K)  

и общего числа заболевших (N) в рамках обобщенной модели: 

 (1) – темно-серая линия, пунктиром даны границы 95 % доверительного интервала;  

светло-серой линией показана аналогичная кривая в рамках простой логистической модели: 

(a) Италия, (б) Турция, (в) Нидерланды, (г) Южная Корея, (д) Австрия, (е) Швейцария,  

(ж) Испания, (з) Бельгия, (и) Германия, (к) Чехия, (л) Австралия, (м) Норвегия 



 Информатика и управление в технических и социальных системах    33 
 
 

 

 
                                            (а)                                                         (б) 

Рис. 3. Гистограмма величин показателей степени в уравнениях (1)-(2):  

(а) – степень ; (б) – степень  

 
                                                 (а)                                                                            (б) 

Рис. 4. Зависимость   /normr r r r     от времени справа  

в рамках обобщенной логистической модели: (а) – для Бельгии; (б) – для Италии 

 

Отличия обобщенной логистической кривой от классической можно характеризовать 

гистограммами показателей степени (рис. 3). Как видим, коэффициент α может быть как 

меньше, так и больше единицы (среднее значение составляет 0,89), в то время как коэффици-

ент β почти всегда превышает единицу (среднее значение 2,57). Там, где β > 1, кривая K(N) 

перекошена в сторону малых значений, что означает, что пик эпидемии проходит относи-

тельно быстро, в то время как окончание эпидемии затягивается. Отличия показателей сте-

пени от  =  = 1 приводят к тому, что состояния равновесия уравнения (1) не являются гру-

быми, и решение в окрестности состояния равновесия не является экспоненциальным. Оно 

становится степенным и легко находится из решения уравнения (1) в окрестности состояния 

равновесия. Как отмечалось во Введении, степенной рост числа заболевших во время эпиде-

мии COVID-19 характерен для многих стран [4], и обобщенная логистическая кривая непло-

хо соответствует данным медицинской статистики. 

Хотя в среднем обобщенная логистическая кривая в достаточной мере соответствует 

данным наблюдений, все же ясно, что суточное количество заболевших испытывает случай-

ные вариации, которые могут быть связаны как с асоциальным поведением (нарушением ка-

рантина), так и с количеством тестов. Эти вариации хорошо видны на рис. 2. Для простоты 

свяжем все вариации с изменением только одного параметра – скорости роста эпидемии, ко-

торую легко найти по формуле (5):  
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,                                                                (5) 

подставляя сюда известные данные ВОЗ. Эта идея, высказанная в нашей работе [7], была от-

ражена также в одновременно появившейся публикации [38], где была применена к итальян-

ским данным. На рис. 4 представлена зависимость   /normr r r r    от времени (t) в рам-

ках обобщенной логистической модели для Испании и Бельгии. На рис. 5 показан спектр ва-

риаций и гистограмма распределения коэффициента роста для этих же стран. Анализ зави-

симостей для всех 12 государств показывает, что в целом характеристики изменчивости 

близки для разных стран, в том смысле, что спектры имеют пики на близких частотах (удоб-

нее, однако, приводить периоды вместо частоты, что сделано на рис. 5) и гистограммы при-

мерно одинаковы. Аппроксимация гистограмм гауссовым распределением носит, конечно, 

условный характер, однако полезна, поскольку стохастические уравнения часто решаются  

в классе нормальных случайных процессов. Аналогичный разброс можно изучить и по дру-

гому параметру N , на чем мы здесь останавливаться не будем. 

 
 

Рис. 5. Спектр и гистограмма распределения зависимости r(t)  

в рамках обобщенной логистической модели для Испании (сверху) и Бельгии (снизу) 
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Аналогично можно сопоставить невязку данных с логистической кривой с помощью 

«внешней силы», которая может описывать как неконтролируемую миграцию инфицирован-

ных в данном регионе, так и увеличение числа тестов на коронавирус (6): 

                                                  1
N

f K rN
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
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 
.                                                              (6) 

 
                                                (а)                                                                            (б) 

  
Рис. 6. «Внешняя сила» f(t) в рамках обобщенной логистической модели:  

(а) – для Бельгии; (б) – для Италии 

 

 
 

Рис. 7. Справа спектр распределения зависимости f(t), слева гистограмма  

и ее гауссова аппроксимация (черная линия) для Испании (сверху) и Бельгии (снизу) 
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На рис. 6 представлены рассчитанные зависимости внешней силы от времени, а их 

спектральные и вероятностные характеристики – на рис. 7, опять же для двух стран: Бельгии 

и Испании (для остальных рисунки схожи). И здесь проявляются те же масштабы, что и при 

изменчивости коэффициентов уравнения. 

Таким образом, натурные данные свидетельствуют о возможности использования 

обобщенного логистического уравнения с переменными коэффициентами и внешней си-

лой (7): 

                                               ( ) 1 ( ) ( )
dN

r t N p t N f t
dt

   ,                                                    (7) 

которое может быть стохастическим. Такая модель еще нуждается в специальном математи-

ческом исследовании. 

 

Заключение 
 

Подведем итоги. При всей простоте обобщенной логистической модели она неплохо 

описывает рост числа заболевших от времени, что иллюстрируется рис. 8, на котором пред-

ставлены фактические данные и численные решения уравнения (1) для 6 стран (аналогичные 

кривые построены для всех 12 стран). Здесь же мы привели известную логистическую кри-

вую для случая  =  = 1, демонстрирующую, что обобщенное логистическое уравнение яв-

ляется более адекватной моделью. Обратим внимание, что прогностическое число общего 

количества заболевших в обобщенной логистической модели несколько выше, чем в простой 

логистической модели, и выход на константу затягивается во времени.  

Рис. 9 иллюстрирует возможности логистической модели для описания количества 

заболевших людей в сутки. В среднем теоретическая модель хорошо описывает известные 

данные, однако разброс точек все же значителен: иногда отклонения могут достигать 50 %  

и выше. Эти различия особенно заметны на пике заболеваемости, когда медицинским учре-

ждениям необходимо иметь наиболее точный прогноз по динамике развития эпидемии. 

Насколько точно этот разброс описывается другими моделями (например, SIR), мы узнаем в 

ближайшем будущем, когда появятся результаты соответствующих исследований. С точки 

зрения математики, полученная разница в использовании логистической модели для описа-

ния двух характеристик – общего числа заболевших (N) и числа заболевших в сутки (K) оче-

видна: кривая N(t) является интегральной по отношению K(t), поэтому она более гладкая и 

«детерминированная». Для описания же зависимости K(t), по крайней мере, на качественном 

уровне лучше использовать стохастические уравнения логистической модели типа (7), в ко-

торых введены внешние случайные силы или случайные коэффициенты. Они позволят по-

нять степень разброса данных и, главное, число возможных больших выбросов во время 

эпидемии. Эти исследования еще предстоит провести. 

Авторы понимают, что для реального прогноза развития эпидемии необходимо иметь 

многофакторные модели, включающие в себя деление населения на различные группы  

по возрасту, условиям жизни, плотности населения и т.д. Такие модели должны включать в 

себя обыкновенные дифференциальные уравнения и уравнения в частных производных вы-

сокого порядка, учитывать запаздывающие аргументы и интегральные члены; в настоящее 

время они разрабатываются. Тем не менее, анализ в рамках простых малопараметрических 

моделей важен, поскольку позволяет качественно описать процесс, обозначив роль тех или 

иных факторов. В этом смысле полученные выше результаты демонстрируют возможности 

хорошо развитой логистической модели для описания эпидемии такого масштаба, как 

COVID-19. 
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Рис. 8. Зависимость числа заболевших от времени:  

черные точки – исходные данные, серая пунктирная линия – решение обыкновенной логистической 

модели, темно-серая   штрих-пунктирная линия – численное решение уравнения (1) обобщенной логи-

стической модели для Испании (a), Бельгии (б), Германии (в), Чехии (г), Австралии (д), Норвегии (е) 



Труды НГТУ им. Р.Е. Алексеева № 3 (130) 

 
 

38 

 
 

Рис. 9. Зависимость числа заболевших в день от времени:  

черные точки – исходные данные, светло-серая линия – в рамках простого логистического 

 уравнения, темно-серая линия – численное решение обобщенного логистического уравнения (1)  

для Испании (a), Бельгии (б), Германии (в), Чехии (г), Австралии (д), Норвегии (е) 
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В заключение хотелось бы отметить, что к схожим выводам пришли авторы только 

что опубликованной работы [39], где анализировалась применимость SIR модели для описа-

ния числа умерших от COVID-19; их анализ основан на данных по 16 странам. Основное 

уравнение для аппроксимации в этой работе отличается от нашего уравнения (3). 

 

Представленные результаты получены при финансовой поддержке гранта Прези-

дента Российской Федерации по государственной поддержке научных исследований ведущих 

научных школ Российской Федерации НШ-2485.2020.5 и для ПЕН при поддержке Лаборато-

рии динамических систем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего 

образования РФ cоглашение № 075-15-2019-1931. 
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Purpose: to analyze the dynamics of COVID-19 development using a generalized stochastic logistic equation to esti-

mate the number of probable peaks in coronavirus incidence and to evaluate the nature of the scatter of the generalized 

logistic model coefficients.  

Design/methodology/approach: we use a logistic model based on a generalized first-order logistic equation. The data 

on the incidence of coronavirus in different countries are taken from the website of the World Health Organization. 

Findings:  It is shown that the generalized logistic equation is a good regression model for all considered countries. At 

the same time, to describe the daily course of the incidence, it is necessary to take into account random factors, which 

allows us to consider the coefficients of the logistics model as random, or to introduce external forces, making the logis-

tics equation stochastic. Spectral and probabilistic properties of random variations of the logistic equation are deter-

mined. 

Originality/value: The obtained results may be used for the forecasting of the epidemic characteristics, including 

COVID-19. 
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