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Рассмотрена задача стабилизации неустойчивых матриц линейных непрерывных стационарных систем с 

помощью скалярных регуляторов по выходу. В отличие от произвольной матрицы статического регулятора, 

скалярный регулятор определяется одним параметром. Благодаря этому упрощается как процедура синтеза ре-

гулятора, так и последующая реализация системы управления. Показано, что параметр скалярного регулятора, 

обеспечивающего устойчивость матрицы системы, может быть найден без применения алгебраических крите-
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вать хотя бы один устойчивый диагональный блок любой размерности, что вполне естественно для задач ста-

тической стабилизации по выходу. Во-вторых, в управлении и измерении должны использоваться одни и те же 

переменные состояния. Для этого требуется обеспечить равенство размерностей входа и выхода.  
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Введение 

 

Стабилизация неустойчивых матриц линейных систем с помощью статических регу-

ляторов по выходу пользуется большим спросом в решении широкого круга задач управле-

ния. Некоторые подходы к ее решению можно найти в работах [1-6]. Наиболее широко ис-

пользуемые алгоритмы поиска решений приведены в работах [7-12]. В общем постановка 

задачи является NP-трудной [13]. 

В статье представлено решение задачи статической стабилизации неустойчивых мат-

риц линейных систем с помощью скалярных регуляторов по выходу, которые можно считать 

частным случаем произвольных статических регуляторов по выходу. Основная идея исполь-

зования такого регулятора состоит в стабилизации матрицы системы за счет смещения спек-

тра неустойчивого подпространства в левую комплексную полуплоскость. Для этого доста-

точно задать скалярный параметр, величина которого может быть найдена аналитическим 

путем. Отдельный интерес представляет синтез скалярного регулятора минимальной вели-

чины. Показано, что задача синтеза такого регулятора является выпуклой и сводится к ми-

нимизации линейной функции на множестве, заданном линейным матричным неравенством. 

Основным требованием для реализации скалярного регулятора является совпадение управ-

ляемых и измеряемых переменных, а также блочно-однородный вид матриц входа и выхода 

[6]. Несмотря на то, что величина количества входов при этом может быть избыточной по 

сравнению с аналогичным значением в случае произвольного статического регулятора по 

выходу, предлагаемый регулятор может использоваться для сравнительного анализа и иссле-

дования переходных процессов в системе. Предполагается также, что в матрице системы су-

ществует хотя бы один устойчивый диагональный блок произвольной размерности.  

 

Постановка задачи 

 

Рассмотрим неустойчивую линейную непрерывную стационарную систему: 

 

                                                               ,                                      (1) 

 

где  – состояние системы,  – невырожденная матрица системы. 

Для стабилизации (1) применим закон управления из класса статических обратных 

связей по выходу. Соответствующее уравнение примет замкнутый вид: 

 

                                                                                                                  (2) 

 

где  – матрица входа,  – матрица регулятора,  – матрица выхода. 

Если , то получаем статический регулятор по состоянию. Решение такой задачи 

сводится к решению линейного матричного неравенства и поэтому не представляет никаких 

трудностей. В случае  имеем регулятор по измеряемому выходу. Соответствующая за-

дача сводится к решению билинейного матричного неравенства [14]: 

 

                                                      ,                           (3) 

 

где . 

В работе [13] отмечено, что задача поиска матрицы статического регулятора , обес-

печивающего устойчивость матрицы замкнутой системы (2), является частным случаем бо-

лее общей проблемы, которая может быть сформулирована следующим образом.  

Проблема. Дано аффинное семейство матриц: 

 

                                                               ,                                 (4) 



 Информатика и управление в технических и социальных системах    39 
 
 

 

где  – заданные квадратные матрицы, а . Существует ли в этом семействе хотя бы 

одна устойчивая матрица? 

В работе [13] также отмечено, что теоретическое решение этой проблемы неизвестно. 

В работе [6] показано, что если матрицы входа и выхода можно привести к блочно-

однородному виду, то для существования статического регулятора по выходу необходимо и 

достаточно, чтобы в матрице системы существовал один устойчивый диагональный блок, 

размерность входа обеспечивала управляемость неустойчивого блока матрицы системы, а 

размерность выхода была равна размерности последнего. 

Рассмотрим частный случай задачи (4) при условии . Зададим сумму матриц  

в (4) следующим образом: 

                                                                .     (5) 

Тогда параметрическое семейство матриц примет один из двух видов: 

 

                                                       .                                                  (6) 

 

Для приведения матрицы замкнутой системы (2) к семейству матриц (6) необходимо, 

чтобы матрицы входа и выхода удовлетворяли условиям: 

                                                         ,                             (7) 

или:  

                                                           .                    (8) 

Из (7) и (8) следует, что управляемые и измеряемые переменные должны совпадать. 

Это возможно только при равенстве . Отметим, что в более общем случае, единичные 

блоки матриц входа и выхода можно заменить квадратными матрицами полного ранга. Та-

ким образом, задача звучит следующим образом: найти параметр , обеспечивающий гурви-

цевость матриц вида (6), эквивалентных матрице замкнутой системы (2) со скалярным регу-

лятором . Как будет показано ниже, конкретный вид матрицы (6) зависит от распо-

ложения неустойчивого подпространства, определяемого неустойчивым диагональным бло-

ком матрицы системы.  

 

Синтез скалярных регуляторов по выходу 

 

Рассмотрим произвольную действительную невырожденную матрицу линейной си-

стемы: 

                                                     .                                       (9) 

 

Будем считать, что в матрице (9) существует устойчивое подпространство в виде диа-

гонального блока произвольной размерности. Это означает, что такую матрицу можно раз-

бить на блоки таким образом, что один из диагональных блоков будет устойчивым. Наиболее 

вероятен случай, когда размерность устойчивого блока будет меньше размерности неустой-

чивого. В соответствии с этим, представим матрицу системы в блочном виде с квадратными 

диагональными блоками следующим образом: 
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                                                                   .     (10) 

Далее докажем лемму: 

Лемма 1. Необходимым условием существования статического регулятора по выходу, 

обеспечивающего гурвицевость матрицы замкнутой системы (2) является устойчивость хотя 

бы одного диагонального блока в исходной матрице (10).  

Доказательство. Пусть в матрице  один из диагональных блоков является гурвице-

вым. Разобьем эту матрицу на блоки в соответствии с (10). Для определенности будем счи-

тать, что блок , где , гурвицев. Исходя из этого, зададим матрицы входа 

и выхода в виде (7), а соответствующие размерности приравняем к размерности неустойчи-

вого блока: 

                                                                    .                                                 (11) 

 

Тогда, в соответствии с (6), матрица замкнутой системы (2) со скалярным регулято-

ром примет вид: 

                                                              .                                      (12) 

 

В соответствии с теоремой Гершгорина о локализации собственных значений [15], 

весь спектр такой матрицы будет локализован в объединении в объединении  кругов: 

                                     ,               (13) 

а также в объединении  кругов: 

                                                ,   (14) 

 

где , . 

За счет выбора отрицательного значения параметра  можно добиться расположения 

всех кругов  в левой комплексной полуплоскости. Если при этом условие гурвицево-

сти матрицы  не выполняется, то стабилизировать всю матрицу (12) параметром , пере-

мещая только круги , в общем случае будет невозможно, так как часть спектра  

будет локализована в правой комплексной полуплоскости. Таким образом, если в исходной 

матрице не существует ни одного устойчивого диагонального блока, то стабилизировать та-

кую матрицу статическим регулятором по выходу в общем случае невозможно. Лемма дока-

зана. 

Отметим, что условие леммы справедливо не только для стабилизации системы с по-

мощью скалярной матрицы, но также и для стабилизации посредством произвольного стати-

ческого регулятора по выходу. Если один из блоков  является устойчивым и, кро-

ме того, выполняются условия диагонального преобладания [15]: 

 

                                                            ,                                          (15) 

то для стабилизации такой матрицы с помощью скалярного регулятора достаточно обеспе-

чить выполнение условия диагонального преобладания для неустойчивого подпространства:  

 

                                                                                                           (16) 
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В таком случае получается простое решение, так как достаточно только переместить 

все круги, расположенные в правой полуплоскости в левую, и тем самым обеспечить устой-

чивость всей матрицы. Рассмотрим более общий случай. Будем считать, что условие гурви-

цевости одного из блоков сохраняется, но при этом условие диагонального преобладания не 

выполняется. Как и ранее будем считать, что блок  гурвицев. Покажем, что в этом 

случае также стабилизируя неустойчивый блок  можно обеспечить стабилизацию всей 

матрицы. Применительно к рассматриваемому случаю докажем следующую теорему. 

Теорема. Если в матрице системы нижний диагональный блок является гурвицевым, 

то параметр скалярного регулятора, обеспечивающего устойчивость матрицы замкнутой си-

стемы (12), может быть найден из следующего неравенства: 

 

                          ,                 (17) 

 

Доказательство. Пусть . В соответствии с леммой 1 матрицу замкнутой си-

стемы со скалярным регулятором при условии (7) можно записать как: 

 

                                                                 .                           (18) 

 

Из теоремы Ляпунова следует [14], что, если матрица  гурвицева, то: 

 

                                                   .    (19) 

 

Рассмотрим решение неравенства (19) в классе блочно-диагональных матриц 

. С учетом этого представим его в виде симметрической отрицательно опре-

деленной матрицы: 

                             ,             (20) 

где . 

Применим лемму Шура [14] и перепишем неравенство (20) в нелинейном виде: 

  

          ,          (21) 

 

где . 

Убеждаемся, что разрешимость (21) можно обеспечить двумя матрицами  и 

, а также скалярным параметром . Это означает что решение (19) в классе 

блочно-диагональных матриц  оправдано. Группируя слагаемые в (21) получим: 

        

                                  ,                (22) 

где . 

 

Как видно, разрешимость (22) можно обеспечить при любых ненулевых значениях 

положительно определенных матриц  и . Считая их единичными, получим: 

    

.  (23) 

 

Переходя к строчной матричной норме в (23), приходим к неравенству (17). Теорема 

доказана. 
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Неравенство (17) показывает, что величина регулятора может быть найдена из оценки 

строчной нормы матричной функции, определяемой блоками  матрицы системы. Увели-

чивая величину такого регулятора можно повышать запас устойчивости системы.  

Вычисленный согласно (17) регулятор является, вообще говоря, произвольным и от-

личным от минимально возможного. Рассмотрим теперь задачу вычисления минимального 

скалярного регулятора. Все введенные выше условия относительно матрицы системы сохра-

няются. Будем по-прежнему решать задачу в классе блочно-диагональных матриц функции 

Ляпунова. Как известно (см., например, [7]), билинейное матричное неравенство (3) разре-

шимо тогда и только тогда, когда разрешима система: 

 

                                                            ,               (24) 

         , 

 

где  и – ядра матриц  и , соответственно. 

Видно, что система (24) не является системой линейных матричных неравенств, и ее 

решение представляет NP-трудную задачу. Покажем, что в рассматриваемом случае задача 

может быть заметно упрощена и сведена к задаче выпуклой оптимизации. Сделаем для этого 

следующие преобразования. Введем матрицу ,  и представим 

центральные матрицы системы (24) в виде двух связанных блочных матриц: 

 

                                                                                   (25) 

                                                          .                          (26) 

 

С учетом того, что матрицы  и  удовлетворяют (7), то система (24) примет вид: 

 

                                                                               ,                              (27) 

             .   

 

Замечая, что , приходим к одному неравенству , которое экви-

валентно:                          

                                                                  .                                               (28) 

 

В силу гурвицевости  это неравенство разрешимо. Таким образом, вместо исход-

ной системы (24) получаем одно линейное матричное неравенство относительно блока 

. Так как верхний блок  не входит в (28), то его можно задать произвольной поло-

жительно определенной матрицей. Считая его единичной матрицей, перепишем (20) в виде: 

 

    ,   (29) 

где . 

Таким образом, задача синтеза минимального по абсолютной величине скалярного ре-

гулятора сводится к решению следующей оптимизационной задачи: 

 

                                                         (30) 
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Решение задачи (30) позволит найти ближайшую устойчивую матрицу к заданной не-

устойчивой матрице. Отметим, что задача (30) представляет минимизацию линейной функ-

ции на множестве, заданном линейным матричным неравенством и, следовательно, является 

выпуклой. Такая задача может быть решена стандартными средствами Robust Control 

Toolbox пакета MATLAB [16]. Посокольку левый верхний блок в (29) должен быть отрица-

тельно определенной матрицей, нижняя граница параметра  определяется неравенством: 

 

                                                           .                           (31) 
 

Пример 

 

Проиллюстрируем применение полученных результатов на следующем примере. За-

дадим произвольную неустойчивую матрицу системы размерности  случайным обра-

зом с помощью встроенных команд пакета MATLAB и представим ее в блочном виде (10) с 

квадратными диагональными блоками. Будем считать, что нижний блок размерности  

является устойчивым. Для простоты зададим его в виде отрицательно определенной матрицы 

 

                                                     .                             (32) 

 

Выпишем остальные блоки матрицы системы: 

 

                  ,             (33) 

 

                                                    (34) 

 

. (35) 

 

Спектральная абсцисса матрицы системы равна: 

      

                                                          .                    (36) 

 

Положительное значение спектральной абсциссы свидетельствует о неустойчивости 

заданной матрицы. Размерность неустойчивого диагонального блока  равна 6. Исходя из 

этого, зададим размерности входа и выхода: 
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                                                                                                  (37) 
 

Зададим матрицы  и  в виде (7). Тогда матрица замкнутой системы примет вид (18). 

Для вычисления стабилизирующего параметра  воспользуемся неравенством (17) и полу-

чим: 

                                 .             (38) 

                           

Откуда имеем . При  получаем спектральную абсциссу: 

         

                                                     .                          (39) 

 

Следовательно, матрица замкнутой системы устойчива. Если увеличить величину ре-

гулятора вдвое, то величина спектральной абсциссы составит: 

 

                                                    ,                               (40) 

 

что соответствует увеличению запаса устойчивости системы в 1,7 раза. 

Вычислим теперь минимальный скалярный регулятор. Для этого решим задачу (30) с 

помощью решателя mincx пакета MATLAB. Получаем минимальное значение скалярного 

регулятора . Убеждаемся, что матрица замкнутой системы также является гурви-

цевой: 

                                                   .                          (41) 

 

Матрица , при которой достигается минимальное значение регулятора, равна: 

 

                                   .             (42) 

 

Таким образом, решение оптимизационной задачи (30) для рассматриваемого примера 

позволило найти регулятор, величина которого в полтора раза меньше величины произволь-

ного регулятора. 
 

Заключение 

 

Представлено решение задачи стабилизации линейной непрерывной стационарной си-

стемы с помощью скалярного регулятора по выходу. Основными преимуществами предло-

женного регулятора является простота процедуры синтеза, а также простота реализации со-

ответствующей системы управления. Показано, что задача синтеза минимального скалярного 

регулятора сводится к решению линейного матричного неравенства. Применение получен-

ных результатов продемонстрировано на примере. 
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