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Целью исследования является повышение энергоэффективности планетохода с индивидуальным при-

водом ведущих колес путем применения оптимального закона распределения подводимой мощности к движи-

телю. Для минимизации энергетических затрат планетохода при прямолинейном движении решена задача оп-

тимизации: определены коэффициенты буксования каждого колеса планетохода, при которых реализуется ми-

нимальное значение коэффициента удельных мощностных потерь с учетом ограничения на требуемую тяговую 

силу. Решение указанной задачи оптимизации осуществлено с помощью метода неопределенных множителей 

Лагранжа.  

Математически обосновано, что для обеспечения максимальной энергоэффективности транспортного 

средства коэффициенты буксования колес должны быть разными в случае различных характеристик взаимо-

действия движителя с грунтом. Установлено, что обеспечение равенства скольжения ведущих колес не всегда 

является оптимальным законом распределения мощности между ведущими колесами машины. 
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Abstract. The purpose of the study is to improve energy efficiency of planetary rover with independent actua-

tor of the traction wheels with the help of optimum law for distribution of power delivered to the propulsion unit. To 

minimize power consumption, the authors found slip ratios of each rover wheel at which a minimal value of specific 

power loss ratio adjusted for the limitation of a required tractive force is reached. The specified optimization problem is 

solved with the help of Lagrange's method of undetermined multipliers. The energy effectiveness and lunar rover ma-

neuverability can be increased using the formulated controlled power distribution law. It is mathematically evidenced 

that a maximum energy efficiency of the vehicle can be achieved by different slop ratios of the wheels at various char-

acteristics of interaction between the propulsion unit and ground. Slip symmetry is not a universally applicable law for 

power distribution between the traction wheels of a vehicle.  
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Введение 

 

Планетоходы играют крайне важную роль в исследованиях и освоении космического 

пространства. Проходимость и энергоэффективность планетохода являются ключевыми 

свойствами для успешного выполнения подобных задач. От первой посадки Лунохода-1 до 

китайского Юйту, осуществляющего исследовательскую деятельность на Луне, значитель-

ный практический опыт показал, что методы решения задач обеспечения проходимости и 

энергоэффективности на этапе проектирования актуальны и требуют дальнейшего развития 

[1,2].  В конструкциях транспортных средств для изучения планет трансмиссия в большин-

стве случаев организована по принципу индивидуального привода движителей. Гибкая фор-

ма такой схемы трансмиссии позволяет без использования сложных систем механического 
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привода обеспечить широкие возможности по рациональному распределению мощности по 

колесам. В планетоходе с индивидуальным приводом обеспечивается возможность управ-

лять каждым колесом по отдельности в зависимости от фактических требований к режиму 

движения, не ограничиваясь связями, накладываемыми жесткой трансмиссией. Это позволя-

ет избежать проблемы чрезмерного проскальзывания (буксования) колес, которое зачастую 

сопровождается экскавацией грунта, колееобразованием, ростом бульдозерного сопротивле-

ния и таким образом приводит к снижению или потере проходимости, что выражается в 

снижении скорости движения (остановке) и резком увеличении потребления энергии. В ука-

занном направлении известно множество исследований, целью которых является повышение 

энергоэффективности движения колесных транспортных средств.  

Совершенствование трансмиссий колесных машин базируется на нескольких основ-

ных идеях. На ранних этапах подобных исследований внимание было сосредоточено на ба-

лансе выходных крутящих моментов отдельных колес. Известно, что несбалансированные 

выходные крутящие моменты колес могут привести к генерации паразитной мощности (цир-

куляции мощности) и, следовательно, к снижению энергоэффективности [3]. Это означает, 

что, согласно принятому положению, вращающий момент основного двигателя должен рас-

пределяться по колесам равномерно, т.е. должна быть реализована дифференциальная схема 

трансмиссии. Другая идея базируется на согласованности угловых скоростей всех колес 

транспортного средства и заключается в предположении, что минимизация мощности про-

скальзывания обеспечивается, если все колеса имеют одинаковую скорость скольжения от-

носительно опорного основания. Для случая прямолинейного движения это означает, что 

должна быть реализована блокированная схема трансмиссии [4]. Необходимо отметить, что в 

этом случае коэффициенты скольжения фактически будут одинаковы для каждого колеса. 

Указанное утверждение подтверждено математически путем решения задачи оптимизации 

обеспечения максимума «эффективности проскальзывания»   [5,6]: 
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где   – коэффициент распределения нагрузки = r
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;

f
i ,

r
i  – коэффициенты буксова-

ния колес передней и задней оси. 

Анализ параметров движителя транспортного средства с колесной формулой 8х8 по-

казал, что наибольшая эффективность достигается, когда все коэффициенты проскальзыва-

ния колес одинаковы. Полученный таким образом закон управления был исследован на мо-

дели динамики транспортного средства с использованием для оценки скорости машины «пя-

того» колеса. Его эффективность была подтверждена с помощью натурного эксперимента на 

беспилотном наземном транспортном средстве с колесной формулой 4х4 и индивидуальным 

приводом ведущих колес [7,8].  

Для минимизации работы трения скольжения колеса также может применяться метод 

множителей Лагранжа и целевая функция вида:  

1 1

n l
i i j j

I I
i j

W Q V 
 

      ,      (2) 

где 
i

I
V  – скорость буксования; 

i

I
Q  – сила трения; 

j  –  множитель Лагранжа; 
j – функции 

ограничения. 

В результате минимизации указанной целевой функции получен вывод: мощность ос-

новного привода должна распределяться в соответствии с нормальной нагрузкой, действую-

щей на колесо [9]. Исследование указанного закона при помощи математического моделиро-

вания показало перспективность данного подхода для повышения проходимости и энер-

гоэффективности транспортного средства [10]. К аналогичным выводам пришли авторы ра-
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бот [11-13], распределяя подводимые к колесам моменты пропорционально приходящейся 

нормальной нагрузке.  

Известны работы, в которых для минимизации потерь энергии на скольжение предла-

гается использовать сумму квадратов коэффициентов потерь энергии:  
2 2

2

( ) ( tan )

( )

i xi i i

i
i z

yi

i

F F
J

F

  



 
   , (3) 

где 
i

 
 – коэффициент скольжения; 

2 2 ,
i zi xi yi
F F F    и 

i
  – угол бокового скольжения 

шины. Полученное таким образом решение для распределения вращающих моментов по ко-

лесам было проверено на экспериментальном макете, в результате чего установлено пре-

имущество данного подхода [14].  

 

I. Математическая модель планетохода 

 

Для сравнительной оценки наиболее распространенных законов распределения пото-

ков мощности по колесам планетохода предлагается использовать математическую модель 

плоского прямолинейного движения в условиях стенда «Грунтовой канал», когда линейная 

скорость планетохода является известной. Тогда уравнение динамики планетохода в соот-

ветствии с расчетной схемой (рис. 1) будет иметь вид: 

sin
n

xi

i

mV R mg     ,     (4) 

где 4n   – число колес планетохода,  m  – полная масса планетохода;  V  – ускорение цен-

тра масс планетохода; xiR – продольная реакция в пятне контакта i -го колеса планетохода с 

опорной поверхностью;  – угол наклона опорной поверхности, g  – ускорение свободного 

падения. 

Уравнение динамики каждого колеса планетохода имеет вид:  

 0 0k ki ki xi ki zfi ii xi iJ M R r M fR R rM        ,         (5) 

где kiM  – вращающий момент на i -ом колесе; 
kJ – момент инерции колеса ; ki  – угловое 

ускорение i -ого колеса; f  – коэффициент сопротивления качению; 
0r  – радиус качения ко-

леса в свободном режиме; 
fiM – момент сопротивления качению i-ого колеса в свободном 

режиме.  

 
Рис. 1. Расчетная схема движения планетохода 

 

Fig. 1. Computational pattern of the rover motion 
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В процессе движения планетохода происходит перераспределение нормальных реак-

ций между колесами. Для определения их величин используются следующие уравнения. 

Уравнение равновесия планетохода в проекции на ось z: 

 
1

cos
n

zi

i

R mg 


   , (6) 

где ziR  – нормальная реакция в пятне контакта i -го колеса. 

Сумма моментов, действующих на планетоход, относительно точки О – проекции 

центра масс на линию опорной поверхности (рис. 1): 

 
1 1

sin 0
n n

zi i fi

i i

R L mVH mg H M
 

       ,    (7) 

где H – высота центра масс.  

Принимая допущение, что система симметрична относительной продольной оси, на 

основании представленных уравнений можно определить значения нормальных реакций пе-

редних и задних колес. При этом в ходе решения уравнений динамики необходимое значение 

ускорения �̇�используется с предыдущего шага моделирования движения планетохода.   

Механические характеристики мотора каждого колеса описываются в соответствии со 

следующей системой уравнений: 

 

 

(8) 

где maxN  – максимальная выходная мощность мотора;  – угловая скорость мотора; ih  – 

сигналы «газа», изменяющиеся от 0 до 1, соответствующие различным уровням выходной 

мощности; maxkM  – максимальный выходной крутящий момент. 

Для реализации законов распределения мощности необходимо обеспечить поддержа-

ние расчетных значений буксования каждого колеса. Для этого используется принцип управ-

ления по обратной связи, а также ПИД регуляторы (рис. 2). 
 

 
 

Рис. 2. Схема алгоритма управления газом 

 

Fig. 2. Throttle control flow chart 
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В процессе виртуального эксперимента должно обеспечиваться поддержание задан-

ной скорости движения планетохода, при этом коэффициенты проскальзывания каждого ко-

леса должны соответствовать расчетным значениям в соответствии с заданным (исследуе-

мым) законом. В связи с этим в математической модели используются два ПИД-регулятора 

для регулирования скорости и коэффициентов проскальзывания колес. Управляющий сигнал 

для скорости ограничивается выходом 0 – 1, а сигнал управления скольжением ограничива-

ется выходными значениями от -1 до +1. Два управляющих сигнала объединяются с учетом 

следующего соотношения: 

   1 ( ) 0.5
i b

h p V q S      , (9) 

где  p V  – сигнал управления скоростью,    0,1p V  ; ( )
b

q S  – сигнал управления 

скольжением,  ( ) 1, 1
b

q S    . 

Описание взаимодействия колеса с опорной поверхностью основано на использова-

нии интегральных тягово-сцепных и тягово-энергетических характеристик [15], которые за-

висят от проскальзывания (буксования) движителя: 

 
0

0

,
,

б

r V

m
S

ax r V






    

(10) 

Так, значение продольной силы может быть определено из соотношения: 

x

z

P

P
    , (11) 

При этом известно, что зависимость коэффициента взаимодействие между колесом и 

опорной поверхностью от буксования может быть описана нелинейной функцией вида [16]:  

0

max 1
бS

S
e 
 

  
 
 

  , (12) 

где 
max , 

0S  – эмпирические коэффициенты, зависящие от физико-механических свойств 

опорного основания и параметров колесного движителя, которые могут быть определены на 

стенде «Грунтовой канал» [17,18]. 

 

II. Вычислительный алгоритм  

 

Алгоритм вычислений представлен на рис. 3. При подаче сигнала «газа» в модуле ди-

намики колес (Rear_Wheel_Dynamic | Front_Wheel_Dynamic) рассчитывается текущая мощ-

ность и момент двигателя при известной частоте вращения колес. Далее при помощи блока 

взаимодействия колеса с опорной поверхностью определяется коэффициент буксования и 

продольная тяговая сила в зависимости от нормальной нагрузки, действующей на колесо, и 

линейной скорости планетохода. Затем решается уравнение динамики вращения колеса в со-

ответствии с уравнением 5. Рассчитанная сила тяги позволяет определить линейную ско-

рость планетохода в модуле «кинематики кузова» (Car_Body_Kinematics) в соответствии с 

уравнением 4. В модуле «динамики кузова» (Car_Body_Dynamic) определяются нормальные 

нагрузки, действующие на передние и задние колеса, в соответствии с уравнениями (6) и (7).  

В модуле оптимизации (Optimisation) рассчитываются коэффициенты буксования для 

каждого колеса в соответствии с реализуемым законом, например, необходимые для мини-

мизации затрат энергии на скольжение. В модуле контроллера (controller) сигналы «газа» от-

дельных колес определяются в соответствии с алгоритмом управления, приведенным в раз-

деле 1, и задается вращающий момент на колесах. 
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Рис. 3. Схема математической модели движения планетохода с управлением  

подводимой мощностью к движителю в соответствии с разработанным законом 

 

Fig. 3. Schematic view of the mathematical model for the rover motion with controlled distribution  

of power delivered to its propulsion unit according to the formulated law 
 

III. Закон распределения мощности для планетохода с индивидуальным приводом  

при прямолинейном движении с учетом сопротивления качению и сцепления колес 

 

Для расчета желаемых коэффициентов буксования каждого колеса, позволяющих ми-

нимизировать энергетические затраты планетохода при прямолинейном движении, решается 

задача оптимизации: определяются коэффициенты буксования каждого колеса планетохода, 

при которых реализуется минимальное значения коэффициента удельных мощностных по-

терь 
Nf

f  [19] с учетом ограничения на требуемую тяговую силу: 
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Тогда целевая функция оптимизации может быть определена как: 
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(14) 

Решение указанной задачи оптимизации осуществляется с помощью метода неопре-

деленных множителей Лагранжа: 

  , 
(15) 
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где . 

Для получение аналитического решения будем считать, что в случае прямолинейного 

движения при малых  0
0,S S  зависимость коэффициента взаимодействия движителя с 

опорным основанием от буксования может быть аппроксимирована линейной функцией: 

0

max max

0

(1 )
i

i

S

S i
i i i i

i

S
e

S
           . (16) 

На основании вышеуказанного при решении задачи оптимизации получена явная ана-

литическая формула, позволяющая определять оптимальные значения буксования каждого 

колеса, доставляющие минимум целевой функции с учетом ограничений:  

 ,    (17)   

где 
zi

i

R

G
   .  

Из полученной зависимости следует, что при движении по однородной изотропной 

плоской опорной поверхности, если значение   для всех колес одинаково, оптималь-

ным решением для планетохода является применение блокированного привода [5, 6, 8]. Из 

этого утверждения следует основной вывод – оптимальные коэффициенты буксования колес 

разные, если различны характеристики взаимодействия колес с грунтом. 

Если расчетное значение буксование превышает предельную величину, его необхо-

димо ограничить. Превышение буксования опасно возникновением экскавационного эффек-

та, в ходе которого колесо больше погружается в грунт и, соответственно, возрастает коэф-

фициент сопротивления качению колесного движителя, что может привести к потере по-

движности планетохода. В таком случае будем считать: если расчетный коэффициент буксо-

вания превышает предельную величину, он будет ограничен . Далее значения тре-

буемых коэффициентов буксования должны быть перераспределены между остальными ко-

лесами: 

            (18) 

В соответствии с данной зависимостью, приходим к выводу: если требуемые значения 

коэффициента скольжения всех колес планетохода достигают предельного значения, система 

управления трансмиссией автоматически переходит в режим имитации блокированного при-

вода, который обеспечивает равенство скольжений всех колес. Дальнейшее управления тягой 

должно происходить именно в указанном режиме, так как в этом случае основной целью яв-

ляется сохранение подвижности машины, а не минимизация потерь на движение. 
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IV. Анализ энергоэффективности разработанного закона распределения  

подводимой мощности к колесам планетохода 

 

Для оценки эффективности закона распределения мощности, подводимой к колесам 

планетохода, исследуем равномерное движение на подъем в условиях, для которых известны 

max i
 , 

i
f  и 

0 i
S . Сравнение разработанного закона распределения мощности между колесами 

проведем с блокированным типом привода. Для оценки корректности разработанного анали-

тического закона в рамках имитационной модели дополнительно рассмотрим подход, осно-

ванный на применении численной оптимизация (методом «градиентный спуск») для нахож-

дения оптимальных 
i

S  каждого колеса с целью минимального потребления энергии для 

поддержания движения с заданной скоростью. 

Результаты аналитического решения, оптимального численного решения и решения 

на базе блокированного привода для планетохода (масса m  = 186,5 кг,  радиус колес 
0

r

 = 181,5 мм, мощность привода колеса 
max

N  = 1317,8 Вт, колесная база L  = 450 мм, ускоре-

ние свободного падения g  = 9.81 м/с2 ) представлены в табл. 1. 

Таблица 1. 

Результаты аналитического, оптимального численного решения и решения  

на базе блокированного привода для планетохода 

Table 1. 

The results of analytical optimum numerical solution  

and of the solution based on a blocked rover actuator 

 

Название 
Аналитический  

расчет 

Численная 

оптимизация 

Блокированный  

привод 

Угол подъема 0.1571 (9º /180.π) 

Скорость движения (м/с) 3 

Сопротивление качению колес передней оси 0,3 

Сопротивление качению колес задней оси 0,1 

max
  0,38 

0
S  0,076 

б
S  колес передней оси 0,0290 0,0294 0,0410 

б
S  колес задней оси 0,0475 0,0473 0,0410 

z
R колес передней оси (Н) 147,599 147,599 147,599 

z
R колес задней оси (Н) 304,161 304,161 304,161 

k
M колес передней оси (Нм) 11,272 11,321 12,283 

k
M  колес задней оси (Нм) 15,279 15,230 14,268 

x
R  колес передней оси (Н) 17,810 18,050 23,377 

x
R  колес задней оси (Н) 53,742 53,440 48,174 

Мощность, подводимая к колесам  

передней оси (Вт) 
767,359 771,031 846,577 

Мощность, подводимая к колесам  

задней оси (Вт) 
1060,290 1056,589 983,387 

Суммарная Мощность (Вт) 1827,649 1827,620 1829,964 

Удельная сила тяги колес передней оси 0,121 0,122 0,158 

Удельная сила тяги колес задней оси 0,177 0,176 0,158 
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Представленные результаты показывают, что оптимальные значения потребляемой 

мощности, полученные при аналитическом решении и численной оптимизации, близки и со-

ставляют порядка 1827,6 Вт.  Требуемая мощность при организации блокированного приво-

да, составляет 1829,964 Вт. Результаты расчета доказывают, что оптимальные коэффициенты 

буксования колес разные, если различны характеристики взаимодействия колеса с грунтом. 

 

Заключение 

 

Разработан закон управления распределением мощности между колесами для повы-

шения энергоэффективности и проходимости планетохода. Подтверждена гипотеза о воз-

можности линейной аппроксимации  бS   при малых  0
0,S S  для управления рас-

пределением мощности. Проведена оценка эффективности разработанного закона распреде-

ления мощности между колесами. Результаты математического моделирования показывают, 

что потребление энергии может быть незначительно снижено по сравнению с блокированной 

схемой привода за счет минимизации потерь мощности на буксование движителя. При пере-

движении по однородной изотропной плоской опорной поверхности в случае прямолинейно-

го движения оптимальным решением для планетохода является блокированный привод. 

Основное преимущество разработанного закона распределения мощности заключает-

ся в возможности контроля буксования движителей при обеспечении заданного уровня тяги, 

что позволит не допустить «закапывание» колес.  

Важнейшим выводом работы является математическое обоснование того, что для 

обеспечения максимальной энергоэффективности транспортного средства коэффициенты 

буксования колес в случае различных характеристик взаимодействия движителя с грунтом 

должны быть разными. 
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