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Предложен новый подход к моделированию и анализу поверхностных волн идеальной жидкости, осно-

ванный на стохастическом моделировании поверхностных волн, позволяющем генерировать профили поверх-

ности без решения динамических уравнений гидродинамики идеальной жидкости со свободной поверхностью. 

Стохастическое моделирование профилей поверхностных волн применено для исследования статистики воз-

никновения экстремально больших волн (волн-убийц). Показано, что с помощью статистического моделирова-

ния поверхностных волн можно оценивать вероятность их возникновения. Полученные вероятности были срав-

нены с теми, которые были рассчитаны с использованием численного решения полных уравнений гидродина-

мики идеальной жидкости со свободной поверхностью. Обосновано, что предложенный подход может быть 

эффективно использован и для исследования экстремальных трехмерных поверхностных волн в океане. 
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Abstract. The article proposes a new approach to modeling and analyzing surface waves of an ideal fluid. This 

approach is based on stochastic surface wave modeling, which allows the generation of surface profiles without solving 

the dynamic equations of hydrodynamics of an ideal fluid with a free surface. Stochastic modeling of surface wave pro-

files is used to study the statistics of the occurrence of extremely large waves  ̶  rogue waves. Statistical modeling of 

surface waves allows to estimate the probability of rogue waves occurrence. The obtained probabilities were compared 

with results of numerical solution of the complete equations of hydrodynamics of an ideal fluid with a free surface. It is 

shown that the proposed approach can also be effectively used to study extreme three-dimensional surface waves in the 

ocean. 
 

Key words: anomalously large surface waves, rogue waves, computational experiment, hydrodynamics of an 

ideal fluid. 
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Введение  

Океанские волны-убийцы (внезапные поверхностные волны большой амплитуды – до 

30 м [1]) представляют собой реальную угрозу для судоходства и морских сооружений [2]. В 

последнее время проблемы волн-убийц привлекают пристальное внимание не только океа-

нологов, но также физиков и математиков. Некоторые аспекты математической теории волн-

убийц изложены в монографии [3]. Основные направления исследований волн-убийц связа-

ны с изучением физических процессов, приводящих к формированию этих волн, статистики 

их возникновения, а также условий, которые увеличивают вероятность возникновения волн-

убийц в отдельных районах океана. В [4-6] и ряде других работ были получены оценки веро-

ятности возникновения волн-убийц с помощью вычислительных экспериментов; они согла-

суются с оценками вероятностей возникновения волн-убийц в натурных экспериментах. В 

работах [7-9] показано, что волны-убийцы представляют собой локальную концентрацию 

энергии в результате нелинейной динамики идеальной жидкости со свободной поверхно-

стью. 

В настоящей статье рассматривается подход к моделированию поверхностных волн 

без решения динамических уравнений. Получаемые профили поверхности строятся по из-

вестным спектрам морской поверхности. Среди этих профилей выделяются те, которые удо-

влетворяют критерию волны-убийцы. Таким образом можно оценить меру множества в фа-

зовом пространстве, которое соответствует волнам-убийцам. Данный подход использовался 

в различных работах и показал свою эффективность. В работе [10] методы Монте-Карло ис-

пользовались при моделировании волн-убийц, возникающих при взаимодействии распро-

странения волн с течениями. При этом использовалась лучевая картина в поле течения со 

случайными неоднородностями. В статье [11] методы Монте-Карло использовались для мо-

делирования возвышение морской поверхности в фиксированной точке с помощью суперпо-

зиции случайных фаз. Для этого используются варианты спектров JONSWAP. В результате 

получены оценки для возникновения волн-убийц. Методы статистического моделирования 

также были использованы в работе [12], где использовалась модель частотно-углового спек-

тра для описания направленного распространения случайных волн. Авторами было показано, 

что из-за нелинейности, в частности, из-за рефракции и фокусировки волн, наблюдается от-

клонение от гауссовской статистики высот волн, что приводит к увеличению вероятности 

возникновения волн-убийц. В настоящей работе, в отличие от предшествующих исследова-

ний, рассматривается моделирование пространственной структуры профиля свободной по-

верхности. Такой подход позволяет рассматривать геометрическую природу волн-убийц и 

оценивать вероятность возникновения аномально больших волн в заданной области океана. 

Наиболее близкой к настоящей работе является статья [9], в которой также рассмат-

риваются пространственные модели морской поверхности, оцениваются вероятности воз-

никновения волн-убийц и применяются авторские методы для генерации пространственно-

временных структур морской поверхности. Результаты представленного в статье исследова-
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ния находятся в соответствии с [9], но в качестве верификации используются вычислитель-

ные эксперименты, основанные на решении динамических уравнений, описывающих по-

верхностные волны идеальной жидкости в плоском случае и некоторые результаты натурных 

наблюдений. 

Таким образом, в данной работе с помощью статистического моделирования воспро-

изводится большое количество пространственных профилей свободной поверхности жидко-

сти, соответствующих задаваемому спектру. По этим показателям определяется частота воз-

никновения профилей, которые можно отнести к волнам-убийцам. Эта частота, в свою оче-

редь, сравнивается вероятностью обнаружения волны-убийцы, рассчитанной в вычислитель-

ных экспериментах по полным уравнениям гидродинамики в работах [4-5]. Результаты ста-

тистического моделирования трактуются в терминах динамических систем. 

Полученные результаты исследования подтверждают, что вероятности возникновения 

волн-убийц, рассчитанные усреднением по времени, совпадают по порядку с вероятностью, 

получаемой усреднением по фазовому пространству. Эта гипотеза может быть полезной для 

оценки вероятности возникновения волн-убийц в трехмерном случае, где прямые экспери-

менты с решением динамических уравнений затруднены. 

 

Динамические уравнения 

Рассмотрим нелинейную динамику поверхностных волн идеальной жидкости. При 

этом идеальная несжимаемая жидкость занимает плоскую область: 
 

 

 
 

где функция η(x,t) описывает свободную поверхность в каждый момент времени. Граничные 

условия по переменной x являются 2π-периодическими. Будем предполагать, что течение 

идеальной жидкости является потенциальным. Это условие является стандартным при рас-

смотрении поверхностных волн в океане.  

Вследствие потенциальности течения жидкости мы имеем потенциал скоростей 

Φ(x,y,t), с помощью которого определяется поле скоростей жидкости: 
 

 
 

где оператор градиента действует по пространственным переменным. Из условия несжимае-

мости жидкости 

 
получаем уравнение Лапласа: 

 

 
 

С этим уравнением связываются следующие граничные и начальные условия: 
 

 
 

где g – ускорение свободного падения.  

Непосредственное решение этих уравнений представляет собой очень сложную зада-

чу как в теоретическом, так и в численном аспектах. Существует большое количество работ, 

посвященных различным методам численного решения уравнений гидродинамики идеальной 

жидкости со свободной поверхностью. В большинстве из них используются различные пре-
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образования исходных уравнений; наиболее эффективным оказывается использование кон-

формных переменных [13-16]. 

Идея использования конформных переменных состоит в том, что в каждый момент 

времени область, занимаемая жидкостью, конформно отображается в нижнюю полуплос-

кость, что гарантируется известной теоремой Римана о возможности конформного отобра-

жения на внутренность круга любой области, имеющей границу, состоящую из более чем 

одной точки. Таким образом, мы получаем уравнения на конформные отображения, завися-

щие от времени. Они, как правило, оказываются интегро-дифференциальными уравнениями 

в частных производных. Наиболее эффективной формой уравнений в конформных перемен-

ных являются уравнения, полученные в работе [16]. Они оказались исключительно удобны-

ми для численных расчетов, а также для теоретического исследования. Было показано, что 

эти уравнения являются системами Коши-Ковалевской, что позволило получать конструк-

тивные оценки времени существования решений этих уравнений. Заметим, что использова-

ние новых уравнений (в конформных переменных), дает решения, полностью эквивалентные 

решениям исходного уравнения. 

 

Постановка вычислительных экспериментов 
 

Опишем постановку вычислительных экспериментов, которые были проведены в ра-

боте [5], и результаты которых мы будем сравнивать с моделированием волновой поверхно-

сти. Поскольку мы рассматриваем периодические по пространственным переменным по-

верхностные волны, начальный профиль этих волн может быть представлен в виде частич-

ной суммы ряда Фурье: 
 

 
 

где K0 – среднее значение волнового числа, Kmax – максимальное количество спектральных 

мод, ξk суть независимые случайные величины, равномерно распределенные на [0,2π). Функ-

ция φ(k) имела следующий вид: 

 
 

Здесь δk – независимые случайные параметры. Число 1 ≤ Kw ≤ 10 определяло спек-

тральную ширину, κ, α – параметры спектра, определенные так, чтобы задаваемые значения: 

квадрат средней крутизны μ: 

 
и дисперсия D: 

 
 

принимали определенные значения. При этом вклад случайного шума δk не превышал трех 

процентов энергии. Аналогичные постановки вычислительных экспериментов использова-

лись в работах [4-5]. 

Среди поверхностных волн выделяют волны, имеющие экстремально большую ам-

плитуду (волны-убийцы). Для их точного критерия будем использовать стандартный ампли-

тудный критерий: волна-убийца возникла в момент времени t*, если выполняется следующее 

неравенство: 



Труды НГТУ им. Р.Е. Алексеева. 2024. № 1 (144) 

 
 

28 

 
где Hmax(t) – максимальная высота волны в момент времени t, а усредненная значительная 

высота волнения Hs равна: 

 
где Hs(t) есть значительная высота волнения (т.е. средняя высота трети самых больших волн) 

в момент t. Значение ν*=2,1 выбрано экспериментально и используется во многих работах, 

посвященных волнам-убийцам.  

В результате проведенных масштабных экспериментов были вычислены интенсивно-

сти возникновения волн-убийц, которые приведены на рис. 1 [5]. Проведение этих экспери-

ментов требовало больших вычислительных затрат, поэтому в следующем пункте мы будем 

использовать моделирование волновой поверхности без решения динамических уравнений. 
 

 
 

Рис. 1. Интенсивность возникновения волн-убийц: 

точечная линия – μ2=2,06∙10-3; тире – μ2=3,08∙10-3; сплошная линия – μ2=4,10∙10-3. 

 

Fig. 1. Intensity of rogue waves occurrence: 

dotted  ̶  μ2=2,06∙10-3; dash – μ2=3,08∙10-3; solid – μ2=4,10∙10-3. 
 

Моделирование поверхностного волнения 
 

В результате проведенных вычислительных экспериментов, описанных в предыдущем 

разделе, были получены оценки вероятности возникновения волн-убийц при различных па-

раметрах начального волнения. В частности, в работе [5] были вычислены интенсивности 

возникновения волн-убийц. Мы говорим об интенсивности возникновения волн-убийц, а не о 

вероятности их возникновения, поскольку факты возникновение волн-убийц описываются 

случайными процессами Пуассона (и его обобщениями  ̶  процессом Кокса). 

Профили поверхностных волн в океане описываются своим спектром, под которым 

мы будем понимать набор модулей коэффициентов ряда Фурье при разложении периодиче-
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ской функции, представляющей профиль поверхностной волны. Разумеется, фиксированный 

спектр могут иметь бесконечное число волн.  При фиксированном спектре для построения 

индивидуальной волны мы будем использовать метод Монте-Карло (статистическое модели-

рование), где случайными будут фазы. В каждом элементарном эксперименте в серии про-

филь свободной поверхности задавался следующей формулой: 

 
где ξk суть независимые случайные величины, равномерно распределенные на [0,2π), кото-

рые моделируются методом Монте-Карло. Функция φ(k) определялась по формуле выше, с 

использованием параметров, которые обеспечивают заданный квадрат средней крутизны и 

дисперсию. На рис. 2 мы приводим пример типичного профиля поверхности, представляю-

щий волну-убийцу, который был получены с помощью моделирования свободной поверхно-

сти. Эти профили похожи на профили волн-убийц, которые наблюдаются в вычислительных 

экспериментах и в натурных наблюдениях [1,3]. Для каждого такого элементарного экспери-

мента мы анализировали высоты волн в полученном профиле и рассчитывали значительную 

высоту волн. Если отношение максимальной высоты к значительной высоте превышало по-

роговое значение  отмечалось возникновение волны-убийцы в полученном профи-

ле свободной поверхности. 

 
Рис. 2. Типичный профиль волны-убийцы,  

полученный с помощью статистического моделирования 
 

Fig. 2. Typical rogue wave profile obtained from statistical modeling 

 

Описанный элементарный эксперимент повторялся 10 000 раз, чтобы получить часто-

ту возникновения волн-убийц. Рассматривались типичные параметры спектра, соответству-

ющие волнам зыби. Заметим, что в океане волны-убийцы наиболее часто возникают именно 

в развитии волн зыби. В частности, приведем результаты одной из серий экспериментов, в 

которой мы использовали следующие типичные параметры: 

1) квадрат средней крутизны μ2 =4,1 ∙ 10-3; 

2) дисперсия D=5. 

В нашем эксперименте волны-убийцы были зарегистрированы 140 раз в результате 

104 экспериментов, т.е. с частой q = 0,014. Это значение хорошо согласуется с интенсивно-

стью возникновения волн-убийц в вычислительных экспериментах из работы [5]. Согласно 

данным результатам (рис. 1), вероятность возникновения волны-убийцы с такими же пара-

метрами равна p = 0,015. Следовательно, погрешность метода статистического моделирова-

ния относительно статистики, полученной при решении динамических уравнений равна:  
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Сравнение результатов статистического моделирования с результатами вычислитель-

ных экспериментов на основе решения динамических уравнений для других параметров 

(квадрат средней крутизны и дисперсия) также показывает погрешность в районе 5-10 %. 

Кроме того, получаемая статистика возникновения экстремальных волн, согласуется с 

натурными наблюдениями в районе о. Сахалин [17]. В этой работе рассматривались резуль-

таты длительных измерений с помощью датчиков донного давления. Эти датчики получают 

статистику возникновения аномальных волн в фиксированной точке. Методика получения 

оценок возникновения волн-убийц в пространстве по данным натурных наблюдений в от-

дельных точках описана в работе [18]. 

Построим плотность функции распределения вероятности для параметра ν (отноше-

ние максимальной высоты волны к значительной высоте волнения) (рис. 3). Приведем стати-

стические характеристики этой случайной величины: 

1) математическое ожидание E=1,531; 

2) дисперсия σ2=0,399; 

3) симметрия γ1=1,067; 

4) эксцесс γ2=1,770. 

 
Рис. 3. Плотность распределения функции ν  

 

Fig. 3. Distribution density of ν function 

 

Заключение 

При изучении экстремальных поверхностных волн (волн-убийц) на основе математи-

ческого моделирования необходимо численно решать динамические уравнения, описываю-

щие гидродинамику идеальной жидкости со свободной поверхностью с очень высокой точ-

ностью. Поскольку процесс формирования волн-убийц из типичных волн зыби является про-

должительным и может потребовать сотни и тысячи периодов, для моделирования волн-

убийц необходимо не только выдерживать высокую точность расчетов, но и производить эти 

расчеты на больших временных интервалах; требуются большие расчетные мощности. 

Разработанный метод статистического моделирования поверхностных волн без необ-

ходимости решения полных динамических уравнений позволяет существенно снизить коли-

чество вычислений. При этом ранее полученные данные об интенсивностях возникновения 

волн-убийц, основанные на полных динамических уравнениях, описывающих гидродинами-

ку идеальной жидкости со свободной поверхности, качественно и количественно совпадают 

результатами статистического моделирования. 

Предложенный подход позволяет распространить метод статистического моделирова-

ния на случай трехмерного волнового поля.  
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