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Результат измерения должен сопровождаться указанием показателя точности, в качестве которой, как 

правило, выступает расширенная неопределенность. Для ее расчета необходима информация о числе степеней 

свободы суммарной стандартной неопределенности результата косвенного измерения. Известные в норматив-

ных документах и других источниках методики имеют ряд пробелов. Для устранения этих пробелов предложе-

но использовать интерполяционный фактор в установлении числа степеней свободы для общего случая количе-

ства элементов в группе корреляционно зависимых входных переменных, а также предложены три подхода для 

определения числа степеней свободы стандартной неопределенности типа B. Выполнены соответствующие 

примеры расчетов, сопоставлены полученные результаты. Сделан вывод о целесообразности нахождения числа 

степеней свободы стандартной неопределенности типа B путем сопоставления коэффициента охвата, определя-

емого по методике ГОСТ Р 8.736-2011, с коэффициентом Стьюдента. 
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Abstract. The measurement result should be accompanied by an indication of accuracy, which is usually the 

expanded uncertainty. Its calculation requires information on the number of degrees of freedom of the combined stand-

ard uncertainty of the indirect measurement result. The methods presented in normative documents and other sources 

have a number of gaps. To eliminate these gaps, the paper proposes to use the interpolation factor in establishing the 

number of degrees of freedom for the general case of the number of elements in the group of correlation-dependent in-

put variables. Three approaches for determining the number of degrees of freedom of the type B standard uncertainty 

are presented. The corresponding examples of calculations are performed and the results obtained are compared. It is 

reasonable to find the number of degrees of freedom of the type B standard uncertainty by comparing the coverage fac-

tor determined according to GOST R 8.736-2011 with the Student's t distribution quantile function. 
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Согласно требованиям нормативных метрологических документов, результат измере-

ния должен указываться вместе с показателем точности [1]. В качестве него широко приме-

няются расширенная неопределенность результата измерения U [2, 3] или доверительные 

границы погрешности оценки измеряемой величины [4]; данные термины являются синони-

мичными [5]. Расширенная неопределенность определяется как величина, кратная стандарт-

ной неопределенности: 

                                                                         U k u y  ,                                                              (1) 

где k – коэффициент охвата; u(y) – стандартная неопределенность результата измерения ве-

личины y. 

В случае косвенных измерений результат получается с помощью уравнения измере-

ния: 

                                                                             y f X ,                                                            (2) 

где Х – вектор входных величин:  

                                                                         
T

1, ,..., mX x x .                                                      (3) 

Компоненты xi данного вектора определяются, как правило, в результате прямых из-

мерений. В этом случае точечной оценкой результата измерения является среднее арифмети-

ческое значение 
ix , получаемое осреднением результатов единичных определений: 

                                                                       1

n

ui

u
i

x

x
n




,                                                                 (4) 

где n – число единичных определений; xui – результат u-го единичного определения входной 

величины xi. 
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Стандартная неопределенность u(xi) результата прямого измерения величины xi пред-

ставляет собой стандартное отклонение среднего значения [6, 7]: 

                                                           
 

 

2

1

1

n

ui i

u
i i

x x

u x s x
n n





 



.                                                (5) 

После линеаризации функции f(X) и нахождения математического ожидания квадрата 

отклонения [6] стандартная неопределенность результата измерения величины y находится 

по формуле: 

                                 
2

1
2

1 1 1

2 ,
m m m

i i j i j

i i j ii i j

f f f
u y u x u x u x r x x

x x x



   

   
      

   
  ,                     (6) 

где r (xi, xj) – коэффициент линейной парной корреляции величин xi и xj. 

По результатам единичных определений значений величин xi , xj значение коэффици-

ента линейной парной корреляции этих величин определяется по формуле: 

                                                                                            

 

                                                                                                                                                       (7) 
 

 

 

Условие возможности пренебрежения остаточным членом формулы Тейлора, возни-

кающем при аппроксимации исходной функциональной зависимости по формуле (2) линей-

ной функцией, что лежит в основе формулы (6), определяется соотношением между остаточ-

ным членом R и стандартным отклонением u(y) [8]: 

                                                                        
 

0,1
R

u y
 .                                                                (8) 

Значение остаточного члена находится по формуле: 

                                      
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  ,                            (9) 

где  ixU
 
– расширенная неопределенность результата измерения величины xi. 

При этом значения производных ищутся в точке средних значений входных перемен-

ных. 

Широко рекомендуемое в нормативных документах значение для коэффициента охва-

та k = 2 возможно только при достаточной близости значений выборочных стандартных не-

определенностей u (xi), u (xj) к соответствующим генеральным стандартным отклонениям. В 

противном случае в качестве коэффициента охвата рекомендуется коэффициент Стьюдента 

tp(v) при доверительной вероятности p и числе степеней свободы v стандартной неопреде-

ленности u (y) [6, табл. G.2]. Коэффициент Стьюдента при доверительной вероятности p со-

ответствует квантилю распределения Стьюдента уровня 
α

1
2

 , где   уровень значимости.  

Для случая независимости входных переменных, входящих в формулу (6), число эф-

фективных степеней свободы v стандартной неопределенности u (y) определяется по форму-

ле Уэлча-Саттеруэйта [6, 9]: 

                                                               
 
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,                                                         (10) 
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где vi – число степеней свободы стандартной неопределенности u (xi); ci – коэффициент чув-

ствительности по входной переменной xi. 

Коэффициент чувствительности: 

                                                                        
i

i

f
c

x





.                                                                  (11) 

Нахождение числа степеней свободы (ЧСС) в общем случае наличия в уравнении из-

мерения как независимых, так и функционально и корреляционно зависимых входных пере-

менных, предложено [10] осуществлять аддитивно: 

                                                     
нез ф.з. кор1, 1, 1,i g i g g h i g h m

   
      

   ,                                  (12) 

где g, h и m  число соответственно независимых, функционально зависимых и общее число 

входных переменных; 
незv , 

ф.з.v , 
корv   ЧСС групп слагаемых входных переменных соответ-

ственно независимых, функционально зависимых и корреляционно зависимых.  

При этом для группы функционально зависимых переменных в соответствии с опре-

делением понятия ЧСС [11] предложено [10] определять ЧСС группы как ЧСС единичного 

элемента группы 

                                                          
ф.з. iv v , 1,i g h m   ,                                                       (13) 

а для группы корреляционно зависимых – методом линейной интерполяции между предель-

ными случаями независимости и функциональной зависимости между элементами группы 

                                                            кор нез ф.з.1v v r r v    ,                                                      (14) 

где r – коэффициент линейной парной корреляции. 

Однако формула (14) применима только для случая двух корреляционно зависимых 

входных переменных.  

Отнесение входных переменных к данной группе следует проводить путем проверки 

значимости полученного выборочного коэффициента корреляции. Это можно делать по про-

центным точкам выборочного коэффициента корреляции при значении генерального коэф-

фициента =0 [12], либо вычисляя наблюдаемое значение критерия Стьюдента 

                                                                    
2

2

1

r n
t

r





,                                                              (15) 

При получении значения критерия Стьюдента t, меньшем критического  кр , 2t n   

[6, Приложение G], принимается положение о независимости входных переменных, в про-

тивном случае – об их корреляционной зависимости. 

В расчете суммарной стандартной неопределенности u (xi) результата прямого изме-

рения величины xi в общем случае участвуют стандартные неопределенности как типа А, так 

и типа В, что влечет за собой необходимость учета составляющей типа В в расчете ЧСС vi 

стандартной неопределенности u (xi). Это рекомендуется делать по формуле (10) с коэффи-

циентами чувствительности равными единице. Для расчета ЧСС стандартной неопределен-

ности типа B, предложено уравнение [6, уравнение (Е.7)], которое легко преобразуется к 

следующему виду [6, уравнение (G.3)]: 

                                                                  
 
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,

1
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i

i B

i

u u x
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u x



   
  
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,                                                  (16) 

где 
 

 
i

i

u u x

u x

    − стандартная неопределенность в оценке стандартной неопределенности, 

представленная в относительном виде. 

Рекомендации в документе [6] по обоснованному выбору в формуле (16) численного 

значения этой относительной величины отсутствуют. 
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Таким образом, в вопросе нахождения расширенной неопределенности результата 

косвенного измерения существуют две проблемы: 

1) в группе корреляционно зависимых входных переменных в количестве более двух 

отсутствует интерполяционный фактор, который можно использовать для определения ЧСС 

указанной группы; 

2) отсутствует методика определения ЧСС стандартной неопределенности типа B для 

расчета общего ЧСС отдельной входной переменной xi. 

После определения указанных величин они будут использоваться для нахождения 

эффективного ЧСС v стандартной неопределенности u (y) и далее  для определения коэф-

фициента охвата и расширенной неопределенности результата косвенного измерения вели-

чины y. 

Для решения первой проблемы можно предложить широко используемую в статисти-

ке агрегированную характеристику группы однородных величин – среднюю арифметиче-

скую. Тогда в случае наличия более, чем двух входных переменных в группе корреляционно 

зависимых величин, необходимо найти по формуле (7) коэффициенты линейной парной кор-

реляции  ,i jr x x  для всех пар  ,i jx x , а затем перейти к частным коэффициентам [12] 
|1...ij pr , 

которые характеризуют корреляционную связь между входными переменными xi, xj при  ис-

ключении влияния остальных p входных переменных 
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   
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 
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 
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     

      
   



 

.                            (17) 

Отличие в статистических свойствах выборочного частного коэффициента от обычно-

го парного коэффициента линейной корреляции заключается в том, что полученная стати-

стика 
|1...ij pr  имеет число степеней свободы np2. В остальном процедура проверки значимо-

сти ничем не отличается от описанной выше. В общем случае статистических расчетов [13] 

выходная переменная y также используется в формуле (17) для расчета частного коэффици-

ента корреляции. Однако для данного случая косвенных измерений она является функцио-

нально зависимой величиной и в формуле (17) необходимо использовать только входные пе-

ременные, входящие в данную группу. Полученные значения частных коэффициентов кор-

реляции следует усреднить по формуле (4). Полученный показатель уже можно использо-

вать, как интерполяционный фактор в формуле (14). 

Для решения второй проблемы можно предложить несколько способов. 

Первый способ 

Для случая прямых измерений предложен [4] простой способ нахождения коэффици-

ента охвата k: 

                                                                         
ε

x

k
S S









,                                                         (18) 

где ε – доверительные границы случайной погрешности;   – доверительные границы неис-

ключенной систематической погрешности (НСП); xS – стандартное отклонение оценки изме-

ряемой величины; S  – стандартное отклонение неисключенной систематической погрешно-

сти. 



 Информатика и управление в технических и социальных системах    37 
 
 

 

 

Сопоставляя найденное значение коэффициента охвата с табличными значениями ко-

эффициента Стьюдента [4, 6] можно легко найти соответствующее ЧСС суммарной стан-

дартной неопределенности результата прямого измерения. 

Второй способ 

Часто неопределенность типа B задается в виде границ НСП ±θ. Тогда погрешность в 

указании границ Δθ можно представить в виде значения половины разряда, следующего за 

разрядом последней значащей цифры. В случае использования широко рекомендуемого в 

нормативных документах [6] значения коэффициента охвата k=2, ЧСС в оценке стандартной 

неопределенности типа B можно представить в виде: 

                                                                        

2

,

1 θ

2 θ
i Bv


 

  
 

.                                                       (19) 

 

Третий способ 

В случае возможности пренебрежения остаточным членом формулы Тейлора, возни-

кающем при линеаризации функции f (X), расширенная неопределенность результата кос-

венного измерения U (y) может быть определена из формулы (6) при замене стандартных не-

определенностей на расширенные (рис. 1). В этом случае знание ЧСС стандартной неопреде-

ленности результата косвенного измерения вообще не требуется. 

 
Рис. 1. Смещение границ доверительного интервала  

при линеаризации функциональной зависимости [7] 
 

Fig. 1. Shifting the boundaries of the confidence interval  

when linearizing the functional dependence [7] 

 

Для сопоставления значений, получаемых по предложенным способом расчета, в ка-

честве примера были выполнены расчеты расширенной неопределенности результата кос-

венного измерения. Исходные данные аналогичны значениям, указанным в [14], кроме того, 

они дополнены сведениями о НСП средств измерений. 

Пример. Выполняется измерение плотности твердого тела. Уравнение измерения име-

ет вид: 

                                                                          ρ
m

V
 ,                                                                   (20) 

где m и V – соответственно масса и объем образца. 
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Результаты единичных определений приведены в табл. 1. 
 

 

Таблица 1.  

Результаты единичных определений 
 

Table 1. 

Results of single determinations 

 

Масса тела, г 
Объем 

тела, см3 

252,9 195,0 

252,7 195,4 

253,0 195,7 

252,5 195,8 

252,6 195,7 

 

Для взвешивания используются весы с приписанной погрешностью ± 0,1 г, объем тела 

определяется методом вытеснения воды, для чего используется мерная колба с погрешно-

стью отсчета ± 0,1 мл. Методы обработки результатов прямых измерений описаны в [4]. То-

чечные оценки результатов, посчитанные по формуле (4): 

252,74m  г; 195,52V  см3. 

Результат косвенного измерения по формуле (20): 

3

252,74 г
ρ 1, 29266

195,52 см
  . 

Посчитанный по формуле (7) для приведенных значений выборочный коэффициент 

линейной парной корреляции составил r =  0,457. Наблюдаемое значение критерия Стью-

дента, используемое для проверки его статистической значимости, по формуле (15): 

 
2

0,457 5 2
0,878

1 0,457

t
 

 

 

, 

что меньше критического значения  кр α, 2 3,18t n    при уровне значимости α = 0,05 

[6, Приложение G]. Следовательно, величины m и V можно считать независимыми. 

Стандартные отклонения случайных погрешностей результатов прямых измерений 

 

 

2

0,093 г
1

i

m

m m
S

n n


 




, 

 
 

2

20,146 см
1

i

V

V V
S

n n


 




. 

Доверительные границы случайных погрешностей 

 ε 0,257 гm p mt v S   , 

  3ε 0,406 смV p V
t v S   . 

В соответствии с исходными данными доверительные границы неисключенных си-

стематических погрешностей θm = 0,1 г; θV = 0,1 см3. Соответствующие стандартные откло-

нения: 

θ

θ
0,058 г

3
m

mS   , 
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3

θ

θ
0,058 см

3
V

VS   . 

Суммарные стандартные отклонения оценок измеряемых величин: 

   
22

θ 0,109 г
mm mS S S    , 

   
22 3

θ 0,157 см
VV V

S S S    . 

Коэффициенты охвата в соответствии с формулой (18) 

2,38 ; 2,48m Vk k  . 

Из сопоставления полученных значений коэффициентов охвата со значениями коэф-

фициентов Стьюдента [4, Приложение Д] получаем ЧСС: 

6,84 ; 5,68m Vv v  . 

Доверительные границы погрешностей оценок измеряемых величин: 

0,260 гm m mk S     , 
30,390 смV V Vk S     . 

Частные производные: 

                                                           
2

1
;

f f m

m V V V

 
  

 
.                                                        (21) 

После подстановки средних значений: 

             3 35,12 10 ; 6,61 10
f f

m V

  
    

 
. 

Стандартная неопределенность результата косвенного измерения u(ρ) по формуле (6) 

с учетом независимости входных переменных: 

     
2 2

3 2 3 2 3

3

г
ρ 5,12 10 0,109 6,61 10 0,157 1,18 10

см
u            . 

Выполним проверку условия (8) возможности пренебрежения остаточным членом 

формулы Тейлора. Применительно к уравнению измерения (20) выражение для остаточного 

члена по формуле (9) примет следующий вид: 

       
2 2

2 2

2 2

1
2

2

f f f
R U m U V U m U V

m V m V

   
        

    
.                     (22) 

С учетом формулы (21) выражения для частных производных второго порядка имеют 

вид: 
2

2

1
0

f f

m m m m V

      
     

      
,                                              (23) 

                                                             
2

2 2 3

2f m m

V V V V

   
   

   
,                                                   (24) 

2

2

1 1f f

m V V m V V V

      
      

       
,                                        (25) 

а их численные значения:  
2

5

2
6,763 10

f

V


 


; 

2
52,616 10

f

m V


  

 
. 

Поскольку отклонения в результатах измерения, определяемые расширенной неопре-

деленностью, возможны в любую сторону от точечной оценки, то будем использовать знак 

(плюс или минус), приводящий к оценке остаточного члена сверху, т.е. со стороны бóльших 

значений. Тогда значение остаточного члена: 
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 5 2 5 6

3

1 г
0 6,763 10 0,390 2 2,616 10 0,260 0,390 7,80 10

2 см
R              . 

Отношение: 

 

6
3

3

7,80 10
6,6 10

ρ 1,18 10

R

u







  


. 

Таким образом, условие (8) выполняется и остаточным членом формулы Тейлора 

можно пренебречь. 

Число эффективных степеней свободы v стандартной неопределенности u(ρ) по фор-

мулам (10) и (11): 

 

   

4
3

4 4
3 3

1,18 10
8,82

5,12 10 0,109 6,61 10 0,157

6,84 5,68





 


 
     
 
 
 

. 

Коэффициент Стьюдента, соответствующий данному числу степеней свободы: 

  2, 27pt   . 

Расширенная неопределенность: 

  3 3

3

г
ρ 2,27 1,18 10 2,68 10

см
U       . 

По второму способу нахождения ЧСС стандартной неопределенности типа B в соот-

ветствии с исходными данными θ 0,1гm  ; 3θ 0,1смV  . Тогда θ 0,05 гm  ; 3θ 0,05 смV  . 

ЧСС в соответствии с формулой (19) 
2

,

1 0,05
2

2 0,1
m B



 
  

 
; 

2

,

1 0,05
2

2 0,1
V B



 
  

 
. 

Суммарные ЧСС: 

 

   

4

4 4

, ,

i

i

A i B i

i A i B

u x

u x u x


 





.                                                      (26) 

Тогда: 
4

4 4

0,109
5,92

0,093 0,053

4 2

m  



; 

4

4 4

0,157
5,10

0,146 0,053

4 2

V  



. 

Соответствующие коэффициенты охвата: 

2,46 ; 2,56m Vk k   

и расширенные неопределенности результатов прямых измерений: 

0,268 гm m mU k S    , 
30,402 смV V VU k S    . 
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Значение ЧСС результата косвенного измерения по формулам (10) и (11) 7,90  , что 

аналогичным образом приводит к значению коэффициента Стьюдента  2 2,31t v   и расши-

ренной неопределенности   3

3

г
ρ 2,73 10

см
U   . 

При расчете по третьему способу в формулу (6) вместо стандартных неопределенно-

стей подставляются значения расширенных неопределенностей результатов измерений вели-

чин m и V. В этом случае значение расширенной неопределенности получается равным 

3

3

г
2,90 10 .

см

  

Полученные результаты сведены в табл. 2. 

 
Таблица 2. 

Полученные значения параметров в зависимости от способа расчета 
 

Table 2. 

Parameter values depending on the calculation method 

 

Входные  

и выходная  

величины 

ЧСС 
Коэффициент  

охвата 
Расширенная неопределенность 

1 2 1 2 1 2 3 

Масса 6,84 5,92 2,38 2,46 0,260 0,268 0,260 

Объем 5,68 5,10 2,48 2,56 0,390 0,402 0,390 

Плотность 8,82 7,90 2,27 2,31 2,68103 2,73103 2,90103 

 

С учетом имеющихся требований [4] по округлению значения границ погрешности 

результата измерения, расширенную неопределенность в данном случае необходимо округ-

лить до двух значащих цифр. В этом случае первые два способа расчета расширенной не-

определенности результата косвенного измерения дают одинаковые значения. При расчете 

по третьему способу значение расширенной неопределенности получается несколько боль-

шим. Причиной этого является то, что в первых двух способах использование информации о 

НСП ведет к увеличению ЧСС и, соответственно, к уменьшению коэффициента охвата. Од-

нако разница между полученными значениями составляет 7 %, что говорит о возможности 

применения и такого способа оценки расширенной неопределенности. Преимуществом по-

следнего способа является то, что нахождения ЧСС и коэффициента охвата при расчете рас-

ширенной неопределенности не требуется. 

Выводы 

1. Исследованы проблемы получения оценки расширенной неопределенности результата 

косвенного измерения, связанные с оценкой ЧСС суммарной стандартной неопределенности. 

2. Расширено понятие интерполяционного фактора для общего случая количества эле-

ментов в группе корреляционно зависимых входных переменных. 

3. Предложено три способа нахождения расширенной неопределенности результата кос-

венного измерения, приведен пример расчета по этим способам и сопоставлены полученные 

результаты. 

4. Расчет по первому способу дает наименьшее значение расширенной неопределенно-

сти. Отличительной особенностью предложенного способа является нахождение ЧСС сум-

марной стандартной неопределенности результата прямого измерения путем сопоставления 

коэффициента охвата, находимого в соответствии с ГОСТ Р 8.736-2011, с коэффициентом 

распределения Стьюдента. ЧСС, соответствующее равенству этих коэффициентов, принима-

ется в качестве ЧСС суммарной стандартной неопределенности результата прямого измере-

ния. 
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