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Введение 
 

Вопросы решения оптимизационных задач производственного планирования широко 

обсуждаются в современной литературе. Эти задачи, как правило, относятся к классу NP-

трудных задач, для решения которых не существует точных алгоритмов, отличных от полно-

го перебора, который для реальных большеразмерных задач практически невозможен. Это 

обуславливает применение для решения реальных прикладных, большеразмерных задач эв-

ристических процедур. Применение гибридных алгоритмов и алгоритмов, связанных с ма-

шинным обучением, обсуждается в работах [1-5]. Методы целочисленного программирова-

ния применительно к решению таких задач небольшой размерности обсуждаются в работах 

[6, 7]. Необходимо отметить также работы Нижегородской школы по вопросам распределе-

ния производственных ресурсов для высокотехнологичных предприятий [8-17].  
 

1. Содержательное описание проблемы производственного планирования  

для предприятий с единичным и мелкосерийным характером производства 
 

Содержательно проблема производственного планирования может быть описана сле-

дующим образом. Заданный план производства определяет множество операций, подлежа-

щих выполнению для изготовления изделий. Задано множество используемых для выполне-

ния взаимозависимых операций ресурсов предприятия. Технология изготовления изделий 

определяется ориентированным графом без петель и контуров, который задает на множестве 

операций частичный порядок – для каждой операции множество ей непосредственно пред-

шествующих и непосредственно за ней следующих операций. Если для операции множество 

ей предшествующих операций пусто, то она является «начальной» и определяет начало изго-

товления соответствующего изделия. Для нее задан начальный срок изготовления, раньше 

которого она не может начать выполняться. Начальные сроки выполнения операций могут 

быть связаны с обеспеченностью операций материальными ресурсами, которые в заданные 

моменты поступят в систему. Если для операции множество последующих операций пусто, 

то она является «завершающей» и для нее задан директивный срок, который определяет вре-

мя завершения этой операции, а тем самым и время, к которому соответствующее изделие 

должно быть изготовлено. Для каждой операции указаны ресурсы, которые используются 

для ее выполнения, причем операции могут выполняться с разной интенсивностью потреб-

ления ресурсов, а тем самым и с разной длительностью. Для каждой операции определена 

минимально и максимально возможная интенсивность расходования ресурсов и ресурсоем-

кость операции по каждому ресурсу, который используется для выполнения этой операции. 

Интенсивность потребления ресурсов связана, например, с т.н. ручными операциями, выпол-

нение которых может потребовать нескольких исполнителей, соответственно, время выпол-

нения операции может в силу этого меняться. Для изделий заданы «приоритеты», определя-

ющие «важность» изделий с точки зрения возможных штрафных санкций за нарушения за-

данных директивных сроков изготовления изделий. Естественными условиями таких задач 

являются условия выполнения операций до полного изготовления без перерывов и невоз-

можность использовать один и тот же ресурс для выполнения разных операций. 

Не уменьшая общности, будем отождествлять проблему производственного планиро-

вания процесса изготовления изделий с проблемой эффективного распределения производ-

ственных ресурсов. Общая проблема эффективного распределения производственных ресур-

сов заключается в составлении производственного плана: для каждой операции определить 

время начала выполнения, выбрать, какие доступные ресурсы в каком количестве будут из-
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расходованы для выполнения операции с целью наилучшего выполнения заданных дирек-

тивных сроков изготовления изделий и с учетом минимизации времен межоперационного 

пролеживания деталей. Для решения этой проблемы дано содержательное описание объекта 

оптимизации, построена математическая модель проблемы распределения ограниченных 

производственных ресурсов. В рамках модели поставлена каноническая для таких предприя-

тий оптимизационная задача 1 минимизации отклонений от заданных директивных сроков 

изготовления запланированных изделий, а также актуальная оптимизационная задача 2 ми-

нимизации времен межоперационного пролеживания деталей, позволяющая уменьшать запа-

сы незавершенного производства, тем самым предотвращая рост себестоимости выпускае-

мой продукции. Разработан и программно реализован алгоритм, позволяющий решать по-

ставленные задачи.  
 

2. Математическая модель 
 

2.1. Исходные параметры математической модели 

Пусть 𝑇 = {1, … , 𝑇0} – множество тактов планирования;  

𝐼 = {1, … , 𝑛} – множество операций всех подлежащих выполнению изделий;  

𝐽 = {1, … , 𝑚} – множество ресурсов, используемых для выполнения операций;  

𝐾 = {1, … , 𝑘} – множество заказов плана производства;  

Т = {1, … , 𝑇0} – множество тактов планирования; 

𝑉𝑙 – множество операций заказа 𝑙, 𝑙 ∈ 𝐾, при этом ⋃ 𝑉𝑙
𝑘
𝑙=1 = {1, … , 𝑛} – множество всех 

операций всех заказов определяют общее множество операций; 

𝑉𝑖′ ∩ 𝑉𝑖′′ = ∅, 𝑖′, 𝑖′′ ∈ I и 𝑙′ ≠ 𝑙′′ – одна операция не может входить в разные заказы; 

𝐺𝑙 = (𝑉𝑙, 𝐴𝑙), 𝐴𝑙 ⊆ 𝑉𝑙
2 – ориентированный граф без петель и контуров, определяющий 

технологию заказа 𝑙, 𝑙 ∈ 𝐾; 

𝑝𝑙 – штраф за отставание на 1 такт изготовления изделия 𝑙 от заданного для этого из-

делия директивного срока, 𝑙 ∈ 𝐾; 

𝑡𝑖
н – ранее начало выполнения операции 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼н, где 𝐼н − множество начальных опе-

раций, для которых заданы начальные сроки; 

 𝑡𝑖
д
 – (директивный) срок завершения операции 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼д, где 𝐼д − множество заверша-

ющих операций, для которых заданы директивные сроки; 

 𝑡𝑖
р
 – раннее начало выполнения операции 𝑖, связанное с обеспеченностью операции 

материальными ресурсами, 𝑖 ∈ 𝐼р, где 𝐼Р − множество операций, начало выполнения кото-

рых зависит от поступления в систему материальных ресурсов, необходимых для их выпол-

нения; 

𝑟𝑖𝑗 – ресурсоемкость операции 𝑖 по ресурсу 𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽; 

𝑊𝑗𝑡 – количество ресурса 𝑗, которое в такт 𝑡 доступно к использованию, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑡 ∈ 𝑇; 

𝑚𝑖𝑗 и 𝑀𝑖𝑗  соответственно, минимальная и максимальная интенсивности потребления 

операцией 𝑖 ресурса 𝑗 в один такт планирования, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽. 

Замечание 1. Будем полагать, что для операций, для которых нельзя изменять интен-

сивность 𝑚𝑖𝑗 = 𝑀𝑖𝑗, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽. 

2.2. Варьируемые параметры математической модели 

𝑥𝑖 ∈ 𝑇– время начала выполнения операции 𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼. 
𝑧𝑖𝑗𝑡 – интенсивность потребления в такт 𝑡 операцией 𝑖 ресурса 𝑗, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽. 

Тогда время выполнения операции 𝑖, если она выполнялась с использованием ресур-

сов 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑠 с определенными интенсивностями, будет равно 𝑡𝑖 = max
𝑟𝑖𝑗

∑ 𝑧𝑖𝑗𝑡𝑡∈𝑇
, где макси-

мум берется по всем 𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑠. 

2.3. Ограничения математической модели 

𝑥𝑖 ∈ 𝑇, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅.  
(Времена начала выполнения операций принадлежат множеству тактов планирова-

(1) 
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ния) 

𝑧𝑖𝑗𝑡 ≥ 0, 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑡 ∈ 𝑇 .  

(Естественные условия неотрицательности переменных)  

(2) 

𝑥𝑖 ≥ 𝑡𝑖
р
, 𝑖 ∈ 𝐼𝑝.  

(Начала выполнения операций ограничены заданными сроками, связанными с 

обеспеченностью операций материальными ресурсами) 

(3) 

𝑥𝑖 ≥ 𝑡𝑖
н, 𝑖 ∈ 𝐼н.  

(Начала изгоиовления изделий ограничено заданными начальными сроками) 
(4) 

𝑥𝑖′ + 𝑡𝑖′ ≤ 𝑥𝑖, 𝑖′: (𝑖′, 𝑖) ∈ 𝐴𝑙 , 𝑖 ∈ 𝑉𝑙, 𝑙 ∈ 𝐾.  
(Если операция 𝑖′ предшествует операции 𝑖, то время начала выполнения операции 

𝑖 может наступить не раньше, чем завершит свое выполнение операция 𝑖′) 

(5) 

|{𝑖|𝑟𝑖 = 𝑗, 𝑥𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥𝑖 + 𝑡𝑖}| ≤ 1, 𝑡 ∈ 𝑇, 𝑗 ∈ 𝐽.  
(Для каждой операции используемый для ее выполнения ресурс не может быть ис-

пользован, пока эта операция выполняется) 

(6) 

∑ 𝑧𝑖𝑗𝑡𝑖∈𝐼 ≤ 𝑊𝑗𝑡, 𝑖 ∈ 𝐼.  
(Ограничения на потребление операциями необходимых для выполнения ресурсов) 

(7) 

 

3. Постановка задач 
 

3.1. Прямая задача 1 минимизации отклонений от заданных директивных сроков 

изготовления запланированных изделий 

Рассмотрим критерий: 

𝐹(Х) = ∑ 𝑝𝑙 max (0, max
𝑖∈𝑉𝑙

(𝑥𝑖 + 𝑡𝑖 − 𝑡𝑙
д))𝑘

𝑙=1  . 

(Суммарный штраф, связанный с нарушениями заданных директивных 

сроков по изделиям) 

 

(8) 

Задача 1. Найти такое допустимое решения системы ограничений (1)-(7), для которого 

принимает минимальное значение критерий (8). Поставленная задача 1 относится к классу  

NP-трудных задач, т.к. к ней за полиномиальное время сводится известная классическая за-

дача о камнях [18]. 

В качестве алгоритма решения поставленной задачи используется разработанный ав-

торами фронтальный алгоритм с рангами и обратной связью. 

3.2. Обратная задача 2 минимизации времен межоперационного пролеживания 

деталей 

Задача 2 решается после решения задачи 1 при ее известном решении 𝑋0. 
Рассмотрим дополнительное ограничение математической модели: 

𝐹(Х) ≤ 𝐹(𝑋0).  
(Значение функционала на оптимальном решении задачи 2 не должно 

превышать оптимум решения задачи 1)  

(9) 

В качестве критерия для задачи 2 рассмотрим функционал: 

𝐹(Х) = ∑ 𝑥𝑖𝑖∈(𝐼𝑝∪𝐼н) ,  (10)  

определяющий суммарное время начала выполнения всех начальных операций и операций, 

связанных с обеспеченностью их ресурсами. 

Задача 2. Найти такое допустимое решения системы ограничений (1)-(7), (9), для ко-

торого принимает максимальное значение критерий (10).  

Предлагаемый фронтальный алгоритм с рангами и обратной связью позволяет решать 

поставленные задачи. 
 

4. Фронтальный алгоритм с рангами и обратной связью 
 

В основе фронтального алгоритма с рангами и обратной связью лежит классический 

фронтальный алгоритм [8-10]. 
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4.1. Классический фронтальный алгоритм 

Классический фронтальный алгоритм к определенному такту времени формирует 

множество операций (фронт операций), любая из которых может начать выполняться, начи-

ная с этого такта, т.е. все ей предшествующие операции уже выполнены и ресурсов для ее 

выполнения достаточно. Затем на множестве этих операций задается линейный порядок, 

преобразующий фронт операций – множество операций, в вектор операций. Компоненты 

вектора определяют порядок возможного включения очередной операции в строящееся рас-

писание.  

Существуют разные схемы упорядочения операций из фронта. В основном они фор-

мируют для каждой операции из фронта некоторые коэффициенты (ранги), которые и опре-

деляют процедуру упорядочения. Схема работы классического фронтального алгоритма сле-

дующая. Рассматривается фронт операций в определенный такт планирования. На множестве 

операций фронта задается линейный порядок, преобразующий фронт операций в вектор опе-

раций. Берется операция, соответствующая первой компоненте вектора, и включатся в стро-

ящееся расписание. Так как классический фронтальный алгоритм не обладает обратной свя-

зью, включенная в строящееся расписание операция уже не может быть заменена на другую 

операцию. Ресурсы, которые должна использовать включенная в расписание операция, ис-

ключаются из рассмотрения, и осуществляется переход к операции, соответствующей сле-

дующей компоненте вектора. Проверяется, достаточно ли для ее выполнения ресурсов. Если 

да, то операция включается в расписание, а используемые ею ресурсы исключаются из рас-

смотрения. Если ресурсов для выполнения очередной операции недостаточно, осуществляет-

ся переход к следующей операции. Процедура повторяется, пока не будут просмотрены все 

операции из фронта операций. Затем рассматривается очередной такт планирования, для ко-

торого формируется фронт операций, и процедура включения операций в строящееся распи-

сание повторяется. Простота в реализации, линейная вычислительная сложность и построе-

ние в результате работы алгоритма допустимого расписания, являются достоинствами кано-

нического фронтального алгоритма. Однако отсутствие обратной связи, очевидно, не может 

гарантировать для задач большой вычислительной сложности, которыми являются задачи 

эффективного распределения производственных ресурсов, получение решения высокого ка-

чества. Для улучшения качества работы классического фронтального алгоритма использует-

ся его модификация, «фронтальный алгоритм с рангами и обратными связями» [15, 16].  

4.2. Фронтальный алгоритм с рангами и обратной связью 

Фронтальный алгоритм с рангами и обратной связью основан на вычислительной 

схеме, включающей в себя схему классического фронтального алгоритма, схему пересчета 

рангов операций и схему переупорядочивания операций в зависимости от новых рангов. По-

строенное каноническим фронтальным алгоритмом расписание анализируется, определяются 

те операции, которые влияют на нарушение директивных сроков, им присваиваются новые 

ранги, влияющие на упорядочение операций из фронта операций. Заново применяется клас-

сический фронтальный алгоритм, и заново преобразуются ранги у определенных операций. 

Работа алгоритма прекращается либо по заданному числу шагов работы классического 

фронтального алгоритма, или в случае, если очередное полученное решение не улучшило 

показатели предыдущего решения. 

Для решения задачи 1 используется фронтальный алгоритм с рангами. Его использо-

вание к решению задачи 2 происходит после преобразования задачи 2 к виду задачи 1 сле-

дующим образом: 

 директивные сроки меняются местами с начальными сроками, 

 преобразуются календари, связанные с обеспеченностью системы ресурсами и 

определяющие периоды, когда возможно выполнение операций,  

 к преобразованной задаче 2 применяется фронтальный алгоритм с рангами и обратной 

связью, 

 полученное решение преобразуется с учетом предыдущих изменений. 
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5. Вычислительный эксперимент 
 

Вычислительный эксперимент проводился на иллюстративном примере, приближен-

ном к реальному объекту с параметрами, представленными в табл. 1. 
Таблица 1. 

Характеристики примера 
 

Table 1. 

Example parameters 

 

Параметр Значение 

Количество операций 300 000 

Количество изделий 30 

Общее число ресурсов 800 

 

На основании описанной стратегии сначала решалась прямая задача 1 минимизации 

отклонений от заданных директивных сроков изготовления запланированных изделий. Ре-

зультаты решения представлены в табл. 2. 
Таблица 2.  

Результаты решения 
 

Table 2. 

Solution results 
 

Изделия 

№ 

Исходное решение прямой задачи 1 

Максимальный размер нарушений директивных сроков (такты) 

1 167 

2 358 

3 320 

4 616 

5 322 

6 384 

7 579 

8 492 

9 606 

10 562 

11 1379 

12 850 

13 835 

14 826 

15 831 

16 1159 

17 682 

18 1245 

19 1245 

20 631 

21 1333 

22 1406 

23 1511 

24 937 

25 1734 

26 1110 

27 1270 

28 749 

29 663 

30 1831 
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Затем решалась обратная задача 2 минимизации времен межоперационного пролежи-

вания деталей.  

В табл. 3 приведены различия в результатах решения задачи 1 и задачи 2 по временам 

межоперационного пролеживания. При этом при решении задачи 2 условия (9), гарантиру-

ющие неповышение величины штрафа, соответствующего оптимальному решению задачи 1, 

полностью выполнены. 
Таблица 3.  

Различия в результатах решения 
 

Table 3. 

Differences in solution results 

 

Изделия, для которых заданы 

операции с признаками 

минимизации времен 

пролеживания 

Решение задачи 1  

минимизации отклонений  

от заданных директивных 

сроков изготовления  

запланированных изделий 

Решение задачи 2  

минимизации времен  

межоперационного  

пролеживания,  

без деградации критерия  

по директивным срокам 

№ 
Пролеживание изделий  

(такты) 

Пролеживание изделий  

(такты) 

1 299 256 

2 272 162 

3 221 221 

4 1 1 

5 504 504 

6 543 543 

7 788 394 

8 1659 829 

9 534 534 

Всего 4821 3444 
 

 

 

Вывод: при решении задачи 2 контролируется основной критерий оптимизации (ми-

нимизация нарушения директивных сроков), гарантируя отсутствие деградации данного кри-

терия при минимизации незавершенного производства. При этом суммарное время пролежи-

вания контролируемых изделий сократилось на 28.5 %.  
 

Заключение 
 

Рассмотрена проблема эффективного распределения производственных ресурсов при 

планировании процесса изготовления изделий для предприятий с единичным и мелкосерий-

ным характером производства. Построена математическая модель, в рамках которой ставятся 

две оптимизационные задачи по критерию минимизации отклонений от заданных директив-

ных сроков и минимизации межоперационного пролеживания деталей. Показано, как с по-

мощью специальных преобразований обе задачи становятся «подобными», т.е. для решения 

любой из них можно применить тот же самый алгоритм. Такой алгоритм – фронтальный с 

рангами и обратной связью – разработан и программно реализован. На иллюстративном 

примере, приближенном к реальному объекту, показаны результаты проведенного вычисли-

тельного эксперимента. 
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