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Аннотация: Предложена математическая модель трехслойной структуры 

для диссипации энергии ударной волны. Система включает внешний и 

внутренний стальные слои и центральный композитный слой на основе 

пористого полиэтилена с порами, заполненными олигомерной фракцией 

полибутадиена. Модель описывает взаимодействие перпендикулярно 

распространяющейся ударной волны с нелинейными и диссипативными 

свойствами многослойного композита. Установлены соотношения, 

связывающие распространение ударного фронта перпендикулярно слоям  
с нелинейными и диссипативными свойствами композита. 
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Abstract: А mathematical model of a three-layer structure for dissipating 
shock wave energy is proposed. The system comprises outer and inner steel layers 
and a central composite layer based on porous polyethylene filled with a 
polybutadiene oligomer fraction. The model describes the interaction of a 
perpendicularly propagating shock wave with the nonlinear and dissipative properties 
of the multilayer composite. Relationships linking the propagation of the shock front 
perpendicular to the layers with the nonlinear and dissipative properties of the 
composite are established. 

Key words: composite material, shock loading, shock adiabat, Darcy's law, 
LS-DYNA. 
 

Рассматривается одномерная задача о распространении ударной волны 

вдоль оси x  через плоскопараллельную трёхслойную структуру. Падающий 

импульс задаётся на внешней грани первого слоя. Послойная структура 

системы имеет следующий вид: 

1) слой 1 (внешний): сталь, толщина 1L , характеризуется плотностью   и 

скоростью звука с ; 
2) слой 2 (центральный): композитный материал на основе твердого 

полиэтилена с равномерно распределёнными сферическими порами (объёмная 

доля пористости  , средний радиус пор pr , полностью заполненными жидкой 

олигомерной фракцией полибутадиена. Толщина слоя 2L ; 

3)  слой 3 (внутренний): сталь, аналогичная первому слою, толщина 3L . 

Задачей модели является количественное описание механизмов 

ослабления ударного импульса при его прохождении через центральный 

композитный слой. 
1. Модель ударного нагружения в металлических слоях. Динамика  

в стальных слоях (1 и 3) описывается системой уравнений сохранения массы, 

импульса и энергии для сжимаемой сплошной среды [1]: 

        2

0,    0,    0,
u p u E pu u E

t x t x t x

       
     

     
 

где u  – скорость частиц среды; p  – гидростатическое давление; 
20.5E e u    – полная объемная плотность энергии; e  – удельная внутренняя 

энергия. Для замыкания системы используется уравнение состояния Ми-
Грюнайзена, учитывающее ударную сжимаемость: 
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           0
0

0

, ,    ,    ,ref refp e p e e p


     
 

         

где 0  и   – текущая и начальная плотности; 0c  – скорость звука при 

нулевом давлении;    и 0  – параметры Грюнайзена, текущий и при 

начальной плотности;   – степень сжатия; s  ‒ безразмерный параметр, 

связывающий скорость ударной волны D  и скорость частиц u : 0D с su  . 

 refp   и  refe   ‒ референсное давление и референсная удельная внутренняя 

энергия на опорной кривой. В качестве референсной кривой используется 

ударная адиабата Гюгонию, задаваемая соотношением Рэнкина-Гюгонио [2]: 

 
 

 
 

 2
0 0

2

1 1
,    1

21 1

ref
ref ref

pc
p e

s

 
 

 

  
   

  
. 

Слагаемое  refp   отвечает «холодной» составляющей давления, 

определяющее поведение при изоэнтропийном сжатии и обусловлено силами 

межатомного взаимодействия, в свою очередь     refe e p    представляет 

собой «термическую» составляющую, обусловленную тепловым движением 

атомов и пропорциональную отклонению энергетической характеристики от 

референсной кривой. Пластическое поведение стали при высоких скоростях 

деформации моделируется уравнением Джонсона-Кука [3]: 

   * *1 ln 1 ,n m
y pA B C T       

где y  – динамический предел текучести;  p  – накопленная 

эквивалентная пластическая деформация, * – безразмерная скорость 

деформации ( *
0p   ; p  – скорость пластической деформации; 0  – 

эталонная скорость деформации),    *
room melt roomT T T T T    – гомологическая 

температура (T , roomT , meltT  – текущая, комнатная температуры и температура 

плавления соответственно). A , B , C , m , n  – константы модели Джонсона-

Кука. Связь полного напряжения x , давления и девиаторной компоненты xs   

в одномерном случае: x xp s    , где  
2

sign
3x y ps   . 

2. Модель насыщенного пористого композитного слоя. Центральный 

слой рассматривается как двухфазная среда, состоящая из упругопластического 

каркаса (полиэтилен) и вязкотекучего олигомера в порах. Рассматривается 

случай пор, заполненных однофазной олигомерной фракцией полибутадиена 

(заполнение пор бинарной или многокомпонентной расслаивающейся смесью 



СОВРЕМЕННЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ КАК ФАКТОР 
НАЦИОНАЛЬНОГО РОСТА И РАЗВИТИЯ 

 

93 
МЦНП «НОВАЯ НАУКА» 

подобной [4,5] может привести к реализации ряда дополнительных эффектов). 

Используется осреднённый подход Био с модификациями [6]. Осреднённая 

плотность композита: 

 2 1 ,sol fl       

где индексы sol и fl относятся к матрице (полиэтилен) и вязкотекучего 

олигомера полибутадиена соответственно; sol  и fl  ‒ текущие плотности фаз. 

Система уравнений для двух фаз включает законы сохранения. Для фазы 

полиэтилена: 

        int1 1 0,    1 .sol s
sol sol sol sol

Du
u F

t x Dt x


     

 
      

  
 

Здесь и ниже solu  и flu  ‒ скорости частиц твердой и жидкой фаз 

соответственно; s  ‒ полное напряжение в твердой фазе; intF ‒ объемная 

плотность силы межфазного взаимодействия; ,    ,ph

D
u ph sol fl

Dt t x

 
  
 

 ‒ 

субстанциональная (полная) производная, описывающая изменение величины, 

движущейся вместе с частицей среды. 
Для жидкой фазы: 

    int0,    .fl fl
fl fl fl fl

Du p
u F

t x Dt x
   

 
    

  
 

Межфазная сила взаимодействия ( intF ) учитывает вязкое сопротивление 

(закон Дарси) и присоединённую массу [6]: 

 
2

int .fl fl sol
fl sol fl a

Du Du
F u u C

k Dt Dt

 
 

 
    

 
 

Здесь aC  ‒ коэффициент присоединенной массы; fl  ‒ динамическая 

вязкость олигомера. Проницаемость пористой среды k  связана с параметрами 

пор: 2 4pk r  , где   – безразмерный коэффициент формы ( 4.5  для сфер, 

для описания морфологии пор возможны и другие подходы [7]). 

Полное напряжение в твердой фазе sol  складывается из объёмного и 

девиаторного откликов: .sol sol solp     Давление в полиэтиленовой матрице solp  

задаётся полиномиальным уравнением состояния: 

 2 3
1 2 3 0 1 ,0 ,0,    1.sol sol sol sol solp A A A B B e               

Здесь 1A , 2A , 3A , 0B , 1B  ‒ константы в полиномиальном уравнении 

состояния;  ,0sol  и ,0fl  ‒ начальные плотности твердой и жидкой фаз; sole  – 

удельная внутренняя энергия. Жидкая фаза считается баротропной: 
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 2
,0 ,0 1 ,fl fl fl fl flp c     где flc  ‒ скорость звука в вязкотекучей фазе. Динамика 

пористости описывается уравнением: 

 1 ,flsol

fl

DpuD

Dt x K Dt

 



  


 

учитывающим деформацию каркаса и сжимаемость жидкости. flK  ‒ модуль 

объемной упругости вязкотекучей фазы. 
3. Граничные условия и критерий эффективности. На границах 

раздела слоёв 1x L  и 1 2x L L   постулируется непрерывность скоростей 

твердой фазы и нормальных напряжений. Для одномерной постановки 

принимается условие непротекания жидкости через границы: fl solu u  на 

границах слоя 2. Падающий ударный импульс задаётся в виде экспоненциально 

затухающего профиля давления на левой границе слоя 1:    max expincp t p t   , 

где  incp t  – давление на фронте ударной волны; maxp – пиковое давление  

в падающем импульсе;   – характерное время спада импульса. 
 

 
 

Рис. 1. Код LS-DYNA для состояния материала стальных слоев (слева)  
и контактных взаимодействий (справа) 
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Количественной мерой эффективности системы служит коэффициент 

гашения K , определяемый как отношение импульса, переданного 

защищаемому объекту (слою 3), к импульсу падающей волны: 

   
0

,3 1 2

0 0

, .
endt t

x incK L L t dt p t dt    

Здесь 0t – длительность падающего импульса; endt – время окончания 

моделирования. 
4. Механизмы диссипации энергии. Модель учитывает комплекс 

механизмов гашения ударной волны в трёхслойной системе: 
1) импедансное рассогласование: многократное отражение и преломление 

волны на границах слоёв с различными волновыми сопротивлениями Z D ; 

2) вязкая диссипация: необратимое преобразование энергии в тепло за 

счёт течения жидкости относительно матрицы (слагаемое Дарси  
2

fl solu u  ); 

3) работа по закрытию пор: затраты энергии на объёмное сжатие жидкой 

фазы в уменьшающихся порах; 
4) пластическая и вязкоупругая диссипация в материале полиэтиленовой 

матрицы и стальных слоях. 
 

 
 

Рис. 2. Код LS-DYNA для состояния материала слоя 2 
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5. Алгоритмы численного решения. Для численного решения 

представленной системы уравнений, учитывающей нелинейные ударные 

процессы в металлах и сложное двухфазное взаимодействие в пористом 

композите, наиболее предпочтительным является подход на основе методов 

конечных разностей (МКР) со схемами повышенной точности [8]. В частности, 

для расчёта распространения ударных волн в стальных слоях (1 и 3) 

эффективно применение схем типа Годунова, основанных на решении задачи 

Римана на межъячеечных границах. Данные схемы, такие как TVD (Total 

Variation Diminishing) или WENO (Weighted Essentially Non-Oscillatory), 
обеспечивают монотонность решения без нефизических осцилляций  
в окрестностях резких фронтов. Для моделирования пластического течения и 

учёта девиаторных напряжений используется метод расщепления по 

физическим процессам: на гидродинамическом шаге вычисляются давление и 

скорость, а затем на шаге коррекции определяются пластические деформации  
и напряжения согласно модели Джонсона-Кука. Это позволяет корректно 

описать как волновые, так и диссипативные эффекты в металлах. 
 

 
 

Рис. 3. Код LS-DYNA для пространственно-временного распределения 

ударной нагрузки 
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Решение уравнений для двухфазного композитного слоя (2) требует 

комбинации методов. Уравнения сохранения для каждой фазы удобно 

дискретизировать с помощью неявной или полунеявной конечно-разностной 

схемы из-за наличия жёсткого члена межфазного взаимодействия, 

пропорционального разности скоростей fl solu u . Это обеспечивает 

устойчивость расчёта при любых значениях проницаемости k  и вязкости fl . 

Динамическое изменение пористости   отслеживается методом конвективного 

переноса. Для корректного согласования решений на границах раздела слоёв 

применяется метод виртуальных ячеек или специальные граничные условия 

Римана, обеспечивающие выполнение условий непрерывности скорости и 

напряжения. Валидация и калибровка полной модели проводятся путём 

сравнения  

с решениями упрощённых задач, полученными методом характеристик, 

который, хотя и неприменим для всей системы из-за нелинейности и 

многокомпонентности, остаётся незаменимым инструментом для анализа 

локальных волновых процессов и проверки граничных условий. 

На рис. 1-3 представлен демонстрационный код LS-DYNA для 

приближенных инженерных оценок, для экономии места приведенный 

отдельными блоками. Код включает блоки для состояния стальных слоев 1 и 3, 

слоя 2, контактных взаимодействий, пространственно-временного 

распределения ударной нагрузки. Для более точных оценок для течения 

жидкости относительно матрицы с полностью раздельным рассмотрением 

состояния фаз без гомогенизирующих приближений возможны реализация 

пользовательского материала (UMAT) с полными уравнениями двухфазной 

среды, использование комбинированного ALE-Lagrangian подхода с явным 

моделированием фаз или переход на специализированный код для пористых 

сред (например, GEODYN, CTH, или реализуемый в LS-DYNA через 

пользовательские FORTRAN-подпрограммы). 
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