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ВВЕДЕНИЕ 
 

Изучение любого явления или аппарата начинается с составления его 

модели. Модель объекта – это всегда его схематизированное упрощённое 

описание. В зависимости от объёма знаний об изучаемом объекте создава-

емая модель может быть физической или математической. Наибольшую 

ценность для исследований имеют математические модели, так как теоре-

тические представления приобретают конкретный, точный характер лишь 

тогда, когда они выражены в форме количественных соотношений. 

Исследование явления или аппарата с помощью математической мо-

дели можно проводить аналитически или численно. Наиболее ценные ре-

зультаты получаются при аналитическом решении поставленной задачи, 

так как такое решение представляет собой явную формулу, вскрывающую 

внутренние связи между искомой величиной, аргументами и параметрами 

задачи. Кроме того, полученные зависимости справедливы при любых 

значениях переменных величин, входящих в математическую модель. Од-

нако возможность довести исследование до конца в аналитической форме 

наталкивается на непреодолимые математические трудности и осуществ-

ляется только в самых простых случаях. 

В настоящее время ведущее значение приобрели численные методы 

исследования. В результате широкого развития компьютерной техники в 

этом направлении достигнуты значительные успехи, и может быть дано 

численное решение очень сложных задач с требуемой степенью точности. 

Аналитическое и численное решение далеко неравноценны. Ряды 

чисел, получающихся в результате численного решения, несут большой 

объём ценной информации, которая с успехом используется. Но они не 

вскрывают внутренних связей, характеризующих исследуемую задачу. 

Конечно, анализ численных результатов всегда позволяет обнаружить не-

которые конкретные соотношения. Можно подобрать уравнения, аппрок-

симирующие эти соотношения. Разрозненные частные зависимости, свя-

зывающие друг с другом отдельные переменные и не объединённые об-

щим уравнением, не могут дать полную и отчётливую картину изучаемого 

объекта. Они обладают тем меньшей ценностью, чем больше число пере-

менных, существенных для задачи. 

Ничего не изменяется, если рассматривается не решение задачи на 

компьютере, а результат экспериментального исследования. 

Таким образом, численные методы (или физический эксперимент) ока-

зываются недостаточными для определения общих закономерностей. Однако 

эти методы могут быть существенно усилены с помощью теории подобия. 

В теории подобия доказано, что влияние отдельных факторов, пред-

ставленных в модели объекта определёнными величинами, проявляется не 

порознь, а совместно, и что по сути дела надо рассматривать не эти от-
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дельные величины, а их совокупности, определенные для каждого изуча-

емого объекта. Сформулирован метод, позволяющий на основании мате-

матической модели объекта найти связь между группами величин, входя-

щих в модель, и соединить их в комплексы строго определенного вида. 

Являясь комбинациями из величин, существенных для изучаемого объек-

та, комплексы представляют собой особого рода переменные и константы. 

Все они не имеют размерности. 

Переход от обычных физических величин к обобщённым перемен-

ным создает важные преимущества для проведения численных исследова-

ний. Прежде всего, сокращается число переменных задачи. Кроме того, так 

как заданное значение комплекса можно получить как результат бесчис-

ленного множества комбинаций составляющих его величин, то, следова-

тельно, при рассмотрении задачи в обобщённых переменных исследуется 

не единичный частный случай, а бесчисленное множество различных слу-

чаев, объединённых некоторой общностью свойств. Иначе говоря, расши-

ряется область применения результатов решения конкретной задачи. 

Таким образом, для проведения исследования явления или аппарата 

необходимо составить математическую модель изучаемого объекта и попы-

таться решить задачу аналитически. Если это не представляется возможным, 

задача решается численно: либо с помощью компьютерной техники, либо 

путём постановки лабораторного эксперимента. При этом для усиления по-

лученного результата необходимо в процессе численного решения и при об-

работке его результатов использовать методы теории подобия. 

Физическая или словесная модель изучаемого объекта создаётся на 

начальной стадии его изучения и представляет собой словесное описание 

процессов, протекающих в объекте, и его свойств. Она несёт определённую 

информацию об изучаемом объекте и позволяет составить список факто-

ров, влияющих на изучаемое явление или аппарат. Такой список позволяет 

осуществлять исследование, используя, например, метод «черного ящика» 

или полный факторный эксперимент. Для усиления результатов исследова-

ний, выполненных с помощью физической модели, используется специаль-

ный метод теории подобия, называемый анализом размерностей. Серьёз-

ным недостатком физической модели является её субъективность. 

Математическая модель состоит из двух частей: системы главных 

уравнений и условий однозначности. 

Система главных уравнений описывает наиболее важные процессы, 

происходящие в изучаемом объекте: движение среды, передачу тепла и 

массы из одной точки в другую или от одного объекта системы к другому, 

химические реакции, протекающие в объекте, и т.д. эти процессы, как 

правило, описываются уравнениями, выражающими фундаментальные за-

коны природы: законы сохранения массы, энергии, импульса и т.д. Одна-

ко, движение среды, перенос тепла и массы, а также одинаковые химиче-
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ские реакции протекают в бесконечном множестве объектов, и во всех 

этих случаях они описываются одними и теми же уравнениями. Для того, 

чтобы индивидуализировать составляемую математическую модель, к си-

стеме её основных уравнений добавляют условия однозначности, в кото-

рых формулируют индивидуальные особенности описываемого объекта. 

Условия однозначности делятся на несколько групп, из которых наиболее 

важными являются следующие. 

1. Геометрические условия, описывающие форму и размеры изучаемого объекта. 

2. Физические условия однозначности, включающие сведения о физиче-

ских свойствах изучаемого объекта. 

3. Начальные условия, содержащие значения всех переменных величин, 

характеризующих изучаемый объект в момент начала исследований. 

4. Граничные условия, описывающие взаимодействие изучаемого объек-

та с окружающей его средой по границам объекта. 

Совокупность системы основных уравнений и условий однозначно-

сти, записанных для изучаемого объекта, представляет собой его полную 

математическую модель, которая может быть использована для проведения 

исследований. При этом, если исследование проводится с использованием 

численных методов (на компьютере или на физической модели), для уси-

ления его результатов целесообразно соблюдать методы теории подобия. 
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1. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НАГРЕВА И ОХЛАЖДЕНИЯ 

Аналитическое решение задач нагрева и охлаждения сводится к ре-

шению дифференциального уравнения Фурье. 

Дифференциальное уравнение теплопроводности Фурье в одномер-

ном случае имеет следующий вид:   

 
















2

2

x

t
a

t
, (1.1) 

где  t – температура, °С; 

 τ – время, с; 

 x – координата, м; 

 a – коэффициент температуропроводности, м2/с. 

Коэффициент температуропроводности а, м2/с, вычисляется по формуле 

 





с
а , (1.2) 

где λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м∙К); 

 с – удельная теплоёмкость, Дж/(кг∙К); 

 ρ – плотность, кг/м3. 

Он характеризует способность тела изменять температуру, т.е. ха-

рактеризует термоинерционные свойства материала. 

Для трёхмерного случая дифференциальное уравнение теплопровод-

ности Фурье будет иметь следующий вид: 

 




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














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
2
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2
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t
a

t
, (1.3) 

где х, y, z – координаты, м. 

Решением этого уравнения является зависимость температуры от ко-

ординат и времени, т.е. температурное поле: 

    , , , zyxtt . (1.4) 

Если имеются внутренние источники теплоты с объёмной плотно-

стью выделения теплоты qV , Вт/м2, то уравнение Фурье будет иметь вид: 

 






























c

q

z

t

y

t

x

t
a

t V

2

2

2

2

2

2

. (1.5) 

В цилиндрических координатах x-r-φ уравнение Фурье будет иметь вид: 

 































2

2

22

2

2

2 11 t

rr

t

rr

t

x

t
a

t
, (1.6) 

где r – радиус, м; 

 φ – угол, град. 

Если задача ассиметричная, то 0


t
, а уравнение Фурье будет иметь вид: 
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 



























r

t

rr

t

x

t
a

t 1
2

2

2

2

. (1.7) 

1.1. Условия однозначности или краевые условия 

Решение любого дифференциального уравнения, в том числе и урав-

нения Фурье, получается в общем виде. Для того, чтобы отобразить суть 

конкретного процесса, т.е. чтобы из бесчисленного множества решений вы-

делить единственное, соответствующее условиям исходной задачи, необхо-

димо задать условия однозначности. В условия однозначности входят: 

1) физические параметры материала (λ, ρ, с, а) и его размеры; 

2) начальные условия, т.е. распределение температуры в объёме тела в 

некоторый момент времени τ = 0, принимаемый за начало отсчета; 

3) граничные условия, характеризующие тепловое взаимодействие 

окружающей среды с поверхностью тела. 

Начальные и граничные условия объединяются одним общеприня-

тым термином – краевые условия. 

Граничные условия могут быть заданы четырьмя различными способами. 

Граничные условия I рода. 

Задаётся распределение температуры по всей поверхности тела и из-

менение этого распределения по времени, т.е. задаётся функциональная 

зависимость вида: 

   ,,, zyxtt
nn

. (1.8) 

В частном случае эта температура может быть постоянной, напри-

мер, температура поверхности tпов = const. 

Граничные условия II рода. 

Задаётся распределение плотности теплового потока по всей поверх-

ности тела и изменение его по времени. 

С учётом закона Фурье:  











  , , , zyxq

x

t
n

n

. (1.9) 

В частном случае .const













n
x

t
 (1.10) 

Таким образом, задание граничных условий II рода, означает, по су-

ществу, задание величины градиента температуры на поверхности тела. 

Граничные условия III рода. 

В этом случае задаётся температура окружающей среды t0 и закон 

теплообмена между средой и поверхностью тела. По существу – задаётся 

связь между известной температурой окружающей среды и неизвестными 

температурой поверхности тела и градиентом температуры на поверхности. 
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Если теплообмен между поверхностью тела и окружающей средой 
осуществляется по закону Ньютона (конвекцией), то  

СПП
ttq  ; с дру-

гой стороны 
П

П 













x

t
q , поэтому  

СП

П

tt
x

t













  (tП и tС – темпе-

ратуры поверхности и окружающей среды). 
Известные величины t0, α, λ, неизвестные – температура tП и её градиент. 
Граничные условия IV рода. 
Соприкасающиеся тела имеют идеальный поверхностный контакт. 

Задается распределение температур t1, t2 в первом и втором слоях, значе-
ния этих температур и градиента температур на поверхности контакта К. 

Этот случай соответствует наплавлению, напылению и др. одного 
слоя на другой. Примером может служить контакт затвердевающей от-
ливки и поверхности формы (рис. 1.1: t1, t2 – распределение температуры 

на 1-й и 2-й поверхностях и 
KK tt
21

 на поверхности контакта). 

 

1.2. Решение задачи нестационарной теплопроводности  

при граничных условиях III рода 

Для плоской стенки нестационарное уравнение теплопроводности 
Фурье имеет вид уравнения (1.1). 

Рассмотрим случай охлаждения (нагрева) бесконечной пластины в 
среде с постоянной температурой tС и при постоянном коэффициенте теп-
лоотдачи α (рис. 1.3). 

Начальное условие зададим в виде 
   const0,

H
 t xt . (1.11) 

О
т
л

и
в

к
а
 

λ1 

 

 

 

t1 

Ф
о
р

м
а
 

λ2 

 

 

 

t2 

К 

Рис. 1.1. Задание граничных условий  

при идеальном контакте поверхностей 






























n

t

n

t
 

tt

K

2

2

K

1

1

K

2

K

1
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Граничное условие III рода получается из баланса двух тепловых по-

токов: подходящего и отходящего. 

1. Тепловой поток, подходящий за счёт теплопроводности к поверхности 

из глубины: 

 
















x
x

t
q . (1.12) 

2. Тепловой поток, отводимый теплоотдачей к теплоносителю q = α(t(δ, τ) – tC): 

   
C

, t t
x

t

x

















, α = const, tС = const. (1.13) 

По условиям симметричности температурного поля при х = 0  

(условие симметрии): 

 0
0














xx

t
. (1.14) 

Необходимо выполнить замену переменной (Т – разность текущей 

темературы t и температуры окружающей среды tС): 

        
CC

,,,, txTxtxTtxt  . (1.15) 

В новых координатах уравнение (1.1) принимает вид 

 
















2

2

x

T
a

T
. (1.16) 

Рис. 1.2. Задание граничных  

условий III рода 

2δ 

х 0 

tС, α tС, α 

tН 

λ, с, ρ 
q = α(t0) q = α(t0) 

t 
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Начальное условие: 

    
HC

0,0, ttxTxt   или   const0,
CH
 ttxT . (1.17) 

Граничное условие: 

 
 

 











 ,

,
T

x

T
. (1.18) 

Условие симметрии: 

 
 

0
,0






x

T
. (1.19) 

Общее решение, полученное методом разделения переменных, имеет вид 

          2expsincos, akkxDkxCxT , (1.20) 

где С, D, k – постоянные интегрирования, которые находятся из краевых 
условий. 

При использовании условия симметричности (1.19), решение приня-
ло следующий вид 

        0exp0cos0sin 2  akkkDkkC . (1.21) 

Из уравнения (1.21) найдено значение постоянных интегрирования: 
 010  DС . (1.22) 

Таким образом, получено решение в общем виде: 

        2expcos, akkxCxT . (1.23)     

Используя граничное условие (1.18) получим следующее выражение: 

           22 expcosexpsin akkCakkkC . (1.24) 

После преобразований получено уравнение, левую и правую части 

которого необходимо умножить на δ: 

 
 
 





















k

k
k

sin

cos
. (1.25) 

При обозначении kδ = μ и αδ/λ = Вi (критерий Био) в выражении 

(1.25), получено следующее уравнение: 

  
Bi

ctg


 . (1.26) 

Это уравнение является характеристическим или трансциндентным. 

Значения корней этого уравнения определяются с помощью числен-
ных методов или графически. Эти данные  для различных значений крите-

рия Вi приведены в табл. 1.1. 
Таблица 1.1 

Значения корней для различных значений критерия Вi 

Вi μ1 μ2 μ3 

0 0 0(π) 0(2π) 

1 0,8603 3,4256 6,1373 

∞ π/2 3π/2 5π/2 
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С учётом бесконечного множества значений μ уравнение (1.8) при-
мет следующий вид: 

   






































 




2

2

1

expcos,
ax

CxT
n

n
nn

. (1.27) 

Постоянную интегрирования Сn можно найти из начального условия 
(1.10)  (τ = 0): 

 
























1
H

cos
n

nn

x
CT . (1.28) 

Это есть разложение чётной функции в ряд Фурье с заданной после-
довательностью чисел. Для такого разложения справедливо: 

 

















































 .при,0

;при,0
coscos

nm 

nm 
dx

xx
mn  (1.29) 

Затем необходимо умножить левую и правую части уравнения (1.29) 

на   dxx
m 

cos  и проинтегрировать от –δ до +δ. Сумма интегралов бес-

конечного ряда равна интегралу бесконечного ряда: 

 













































 dx

x
Cdx

x
T

nnn

2

H
coscos . (1.30) 

Из уравнения (1.30) можно получить постоянную интегрирования: 

 
 

   
nnn

n

n

T
C






cossin

sin2
H  (1.31) 

Окончательно получено следующее выражение: 

 

 
   

 
   

 ,Foexpcos
cossin

sin2

,,
,

2

1

CH

C

H

nn
n

nnn

n
x

tt

txt

T

xT
x
















































 (1.32) 

где Fo – критерий (число) Фурье. 
Критерий Фурье вычисляется по формуле 

 
2

Fo





a
. (1.33) 

Относительный размер: 



x

Х .  (1.34) 

Относительная (безразмерная) температура: 

  
 

HC

C
,

,
tt

xtt
x




  (1.35) 

При tС > tН имеем случай нагрева, а при tН > tС – случай охлаждения. 
Уравнение (1.32) в общем виде можно представить в виде функцио-

нальной зависимости между безразмерными критериями и числами подобия: 

    Xfx Fo,Bi,,  . (1.36) 
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Расчёт по уравнению (1.32) можно проводить и с помощью простей-
шего программирования. 

Вначале в интервале от 0 до π/2 находится первый корень μ1 уравне-

ния  
Bi

ctg n
n


  и рассчитывается 1-й член ряда. Затем к нему сумми-

руются последующие. Ряд (1.32)  является быстро сходящимся и обычно 
достаточно первых шести членов разложения. При Fо > 0,3 можно огра-
ничиться одним первым членом (регулярный тепловой режим). 

Решение уравнения (1.36) обычно представляется графически в виде 
номограмм (графики Будрина или Соколова) в справочниках для поверх-
ности и центра, как функции Bi и Fо: 

  


















.0,0:центра для

;1,1иповерхност для

,FoBi,

X 
x

X 
x

 f  (1.37) 

Подобное решение получено также для нестационарной теплопро-
водности цилиндра, шара. 

1.3. Решение задачи нестационарной теплопроводности  

при граничных условиях I рода 

Нагрев при граничных условиях I рода можно рассматривать как 
частный случай нагрева при граничных условиях III рода, когда α → ∞ и 
Bi → ∞. Практически это соответствует случаям интенсивного нагрева в 
соляных ваннах, плазменном нагреве или охлаждении при закалке  
(рис. 1.3 а, б). В этих случаях α ˃ 104 Вт/(м2·К). При этом t(х, 0) = tН   и  
t(δ, τ) = tПОВ (tПОВ температура поверхности заготовки). 

Корнями уравнения  
Bi

ctg   при α → ∞ и Bi → ∞ будут являться: 

  
 

...,
2

12
,...,

2

5
,

2

3
,

2
 

n
  

n


  

    11
2,6, 4,,2при,1

12,,5,3,1при,1
sin 








 n

n
n ...  n  

n ...   n  
. (1.38) 

 
       .Foexpcos

12,,
, 2

1

1

CH

C

HC

C

nn
n

n

n
x

tt

txt

tt

xtt
x 









































 







 (1.39) 

1.4. Решение задачи нестационарной теплопроводности  

при граничных условиях II рода 

Практическая его реализация – это индукционный (токи высокой ча-
стоты – ТВЧ) нагрев и начальный период нагрева в высокотемпературных 
печах. Схема нагрева приведена на рис. 1.4 а. 
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Решение уравнения (1.4) проводится при начальном условии  

t(х,0) = tН = const и граничном условии const
ПОВ

















q
x

t

x

, (qПОВ – 

плотность теплового потока на поверхность заготовки). 

 

 
При высоких температурах (t ˃ 1000°C) теплота передается в основ-

ном за счёт излучения: 

  



























































4

C

ПОВ

4

C

4

ПОВ

4

C 1
100100100 T

TT
С

TT
Cq . (1.40) 

Если 
2

1
С

ПОВ 
Т

T
, то 11

4

С

ПОВ 















Т

T
 и при tС = const тепловой 

поток можно считать постоянным. 
Решение уравнения (1.32) имеет вид 

  
 

 Foexpcos
1

6

1

2

1
Fo

,

1
2

12

ПОВ

H

nn
n

n

n xx

q

txt
















































, (1.41) 

Рис. 1.3. Схемы тепловых процессов: 

а – охлаждение пластины при закалке; 

б – интенсивный нагрев пластины 

а) б) 

t t 

tН 

tН 

τ1 

τ1 

τ2 

τ3 τ2 

τ3 

2δ 2δ 

tС tС 

tС tС 

tПОВ 

tПОВ 
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при этом 
 

2
12  n

n . 

При Fо > 0,3  наступает регулярный тепловой режим и членами ряда 
можно пренебречь из за их малости, тогда разность температур между по-
верхностью и центром равна 

  

.const
2

1

6

1
Fo

6

1

2

1
Fo

ПОВ

ПОВ

Н

ПОВ

НЦПОВ




















































q

q
t

q
ttt

 (1.42) 

Таким образом, нагрев при граничных условиях II рода и Fо > 0,3 
происходит при постоянной разности температур между поверхностью и 
центром заготовки (рис. 1.4, б). 

 

 

1.5. Приближенные методы решения задачи нагрева 

1.5.1. Регулярный тепловой режим 

Ряд (1.32) является быстросходящимся, поскольку для любых  
μn+1–μn ≈ π. Из уравнения   Bictg

nn
  при Bi → ∞, μ1 = π/2, μ2 = 3π/2, 

μ3= 5π/2, ctg(μn) = 0. 

а) 

б) 

2δ 

t 

qПОВ qПОВ 

tH 

x 

t tПОВ 

tЦ 

Δ
t 

=
 c

o
n

st
 

Fo = 0,3 
τ 0 

Рис. 1.4. Схема нагрева пластины при граничных условиях II рода (а)  

и изменение температуры поверхности и центра заготовки  

при граничных условиях II рода (б) 
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Далее произведён по формуле (1.32) расчёт членов уравнения для 

вычисления относительной (безразмерной) температуры для значения 

критерия Фурье Fо = 0,3. 

1-й член:   477,071828,23,0
2

expFoexp
3,0

2
3,0

2

2

2

1

22























 









 








 


е , 

2-й член: 002,03,0
2

3
exp

2























 
 ;          3-й член: 03,0

2

5
exp

2























 
 . 

Здесь экспонента (exp) – это показательная функция f(x) = exp(x) = ex, 

е = const = 2,71828 – число Эйлера (или Непера). 
Таким образом, при Fо ≥ 0,3 суммой ряда (1.32) можно пренебречь и 

ограничиться только первым членом разложения, при этом выражение 

(1.32) примет следующий вид: 

  
 

   
 Foexpcos

cossin

sin2
, 2

11

111

1 
































x
x . (1.43) 

Для упрощения выражения (1.43) сомножитель, не зависящий от 
времени, необходимо обозначить за А, тогда выражение примет вид: 

 
 

   

































x
А

1

111

1 cos
cossin

sin2
, (1.44) 

    Foexp, 2

1
 Аx . (1.45) 

При Fо ≥ 0,3 наступает регулярный тепловой режим, он характерен 

тем, что температура любой точки изменяется по закону экспоненты, а её 

распределение по сечению определяется только граничными условиями. 

После логарифмирования уравнения (1.45) получено следующее выражение: 

       











 mA

a
A lnlnln

2

2

1
, (1.46) 

где m – темп нагрева или охлаждения, 1/с, который равен: 

 











2

2

1

a
m . (1.47) 

Его значение для любой точки по сечению одинаково. На рис. 1.5 
графически представлена зависимость ln(Θ) от времени. 

1.5.2. Нагрев «теплотехнически тонкого» тела 

Тело является «теплотехнически тонким», если перепадом темпера-

тур между его поверхностью и центром можно пренебречь. Это происхо-
дит, когда отвод теплоты внутрь тела (теплопроводностью) происходит 

интенсивней, чем его подвод на поверхность (излучением и конвекцией). 
Тело считают «теплотехнически тонким», если Вi ≤ 0,25, то есть Вi → 0 и 

μn = 0, π, 2π, … 
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При малом значении μ: tgμ = μ и ctgμ = 1/μ; 1/μ = μ/Вi, отсюда   

Bi ; 0Bi 


x
 и при 0 ≤ x/δ ≤ 1 1Bicos 



x
. 

Тогда уравнение (1.17) принимает вид: 

  .FoBiexp
HC

C 





tt

tt
 (1.48) 

Потенцируя уравнение (1.48), получим формулу Старка: 

 

















tt

tt

F

cV

C

HCln , (1.49) 

где V – объём тела, м3; 

 ρ – плотность, кг/м3; 
 с – теплоёмкость, Дж/К; 

 F – площадь поверхности теплообмена, м2; 
 α – коэффициент теплооотдачи, Вт/(м2·К); 

 RЭ = V /F – эффективный или приведенный размер тела, м.     

1.5.3. Приближенный расчёт «теплотехнически массивных» тел 

1. «Теплотехнически  массивное» тело  (Вi ˃ 0,5) можно рассчитывать по 
формуле (1.49), вводя коэффициент замедления нагрева  К. 

 

















tt

tt

F

cV
КК

C

HC

Т Т ТТ МТ
ln , (1.50) 

где  К – коэффициент замедления нагрева, который равен К = 1 + А·Вi  

(А = 1/3 – для пластины; А = 1/3,5 – для цилиндра, А = 1/5 – для шара). 

τ 

ln(Θ) 

Fo = 0,3 
m 

а


 Fo  

0 

Рис. 1.5. Изменение ln(Θ) от времени 
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2. Формула Доброхотова применяется для определения продолжительности 
нагрева под ковку и штамповку заготовок в высокотемпературных печах: 

 
5,1

РАСП
10DК  , (1.51) 

где D – диаметр заготовки, м; 
  КРАСП – коэффициент расположения заготовок на поду (справочная 

величина). 

1.6. Численные методы решения задач нагрева 

 На практике встречаются многомерные задачи теплопроводности 
тел сложной формы со сложными граничными условиями, для которых 
затруднительно или невозможно получить аналитические решения. В тех 
случаях, когда задачу нельзя решить аналитически, применяют численные 
методы. Для численного решения задач теплопроводности на ЭВМ широ-
ко применяется метод конечных разностей или метод сеток. Область не-

прерывного изменения аргументов x, y, z,  в этом методе заменяется сет-
кой – конечным (дискретным) множеством точек, называемых узлами. 
Разности значений одних и тех же аргументов для двух смежных узлов 
называются шагами изменения этих аргументов. Шаги могут быть как по-
стоянными, так и переменными. 

Дифференциальное уравнение теплопроводности заменяется на сет-
ке разностной схемой или уравнением в конечных разностях. После того 
как и краевые условия заменены разностными схемами, получаем систему 
алгебраических уравнений в конечных разностях с числом неизвестных 
(температур), равным числу узлов сетки (уравнений). Важнейшие свой-
ства разностных схем – аппроксимируемость, устойчивость и сходимость. 

Аппроксимируемость схемы означает, что при стремлении к нулю 
шагов аргументов решение системы алгебраических уравнений стремится 
к решению исходного дифференциального уравнения при заданных крае-
вых условиях. 

Устойчивой называют такую схему, для которой ошибки округле-

ния, неизбежные при всяком счёте, при уменьшении шагов аргументов 

(сгущении сетки) не приводят к большим искажениям решения. В против-

ном случае схема называется неустойчивой. 

Сходимость схемы означает, что при сгущении сетки решение си-

стемы алгебраических уравнений приближается (сходится) к решению 

дифференциального уравнения при заданных краевых условиях. Сходи-

мость – следствие одновременно аппроксимируемости и устойчивости. 
Для примера заменяем в дифференциальном уравнении (1.1) тепло-

проводности бесконечно малые приращения приращениями конечной ве-
личины, и уравнение принимает вид: 

 
2

2 const)(const)(

х

x при tаx при t









. (1.52) 
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Нагреваемую или охлаждаемую пластину разделим на ряд слоев 

толщиной  x, м (рис. 1.6), а время процесса – на ряд периодов , ч. 
Тогда xmnt  ;  будем обозначать температуру через n периодов от на-

чала процесса на расстоянии mx от поверхности пластины, принятой за 
начало координат. 

Пользуясь этой системой обозначений, получим изменение темпера-

туры на расстоянии mх от поверхности за время от n до (n + 1): 
     xmnxmn ttx t   ;;1constпри . (1.53) 

Изменение температуры по толщине стенки для момента времени 

n дает (при  = const)   xmnxmn ttt   ;1; . 

В итоге:        xmnxmnxmn ttt t   1;;1;
2 2constпри . (1.54) 

Подставляя полученные выражения для t и 2t в основное уравне-
ние (1.52), получим следующий результат: 

 
      

2

1;;1;;;1 2

х

tttаtt xmnxmnxmnxmnxmn








 
.  (1.55) 

 
Связывая значения  и x выражением 2а = 2x, получим для оп-

ределения   xmnt  ;1  простую формулу: 

       xmnxmnxmn ttt   1;1;;1 5,0  (1.56) 

Уравнение (1.56) связывает температуру в какой-то точке пластины 
в данный момент времени (n +1) с температурами соседних точек в 

предыдущий момент –n. Для определения температур поверхностей 
пластины это уравнение неприменимо, так как с поверхностью соприкаса-
ется другая среда. 

Рис. 1.6. Схема распределения температур  

к расчёту методом конечных разностей 

0 х 

Тi,0 Тm,0 

(m+1)Δx mΔx (m – 1)Δx 

Тm,1 

Δx 2Δx 

Δτ 

2Δτ 

Т1,0 

Т1,1 

Т0,0 Т2,0 

(n – 1)Δτ 

(n + 1)Δτ 

nΔτ 

0, n 1, n 

τ 

m, (n – 1) 

m, n (m + 1), n (m – 1), n 

m, (n + 1) 

i, n 
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Уравнение изменения температуры поверхности во времени должно 

быть задано или температуру поверхности можно найти, решая совместно 

уравнение теплоотдачи от поверхности и уравнение для теплового потока 

через первый слой от поверхности. 

Если принять закон передачи тепла на поверхность (или с поверхно-

сти) в виде следующего выражения: 

  xnКЛ ttq   0;C , (1.57) 

где  tc – температура окружающей среды); 

то для определения температуры поверхности xnt  0;  будет получено сле-

дующее выражение: 

 
x

txt
t

xn
xn











КЛ

1;CКЛ
0; . (1.58) 

Разностная схема ((1.55) называется явной, так как температура в 

момент  = (n + 1) определяется по этой формуле через момент n. 

Кроме явных разностных схем, существуют так называемые неявные раз-

ностные схемы. Для уравнения (1.1) неявная разностная схема имеет вид 

 
          

2

;11;1;1;;1 2

х

tttаtt xmnxmnxmnxmnxmn








 
 (1.59) 

Исследования показывают, что вычислительная схема ((1.55) устой-

чива, т.е. ошибки неточного задания начальных данных и вычислительные 

ошибки не возрастают при увеличении, если выполняется условие: 

 2
2






а

х
. (1.60) 

Уравнение типа (1.59) решается труднее, чем (1.55), так как в него 

входят неизвестные температуры в трех точках (n – 1, m + 1); (n, m + 1);  

(n + 1, m). Поэтому нужно в этом случае решать сразу всю систему раз-

ностных уравнений типа (1.59) для всех точек сетки. Одним из самых рас-

пространенных методов решения неявных систем типа (1.59) является ме-

тод прогонки. Неявные разностные схемы являются абсолютно устойчи-

выми, т.е. вычислительные ошибки в этих схемах не возрастают при лю-

бом соотношении шагов по времени и пространству. Это позволяет выби-

рать шаг по времени большим, чем в явных схемах. Решения двухмерных 

и трёхмерных вариантов уравнения теплопроводности приводятся в спе-

циальной литературе. 

1.7. Расчётные задания 

Задание 1. Рассчитать и построить графики изменения температуры в 

пяти точках (рис. 1.7). Исходные данные по вариантам для расчёта приве-

дены в табл. 1.2. 
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Указания к выполнению задания 1. 
1. Продолжительность нагрева разбивается на 4…5 расчётных участка и  

для них определяются значения (например, для τ = 1, 2, 3, 4 ч, если за-

дана продолжительность нагрева 4 ч) 
2

Fo
R

a
 , где 






c
a . 

2. Находим значение критерия 





R
Bi , по которому отыскиваются с за-

данной степенью точности по табл.  1.3 корни характеристического 
уравнения µi. 

4. По выражению (1.32) рассчитываем значения температур в заданных 
точках в заданные моменты времени. 

5. Строятся графики изменения температуры во времени в заданных точ-
ках пластины. 

 

Рис. 1.7. Нагрев при граничных условиях III рода: 

1,…5 – точки, на которые разбивается пластина; 

0,25, 0,5, 0,75, 1,0 – доли толщины пластины 

Задание 2. Рассчитать и построить графики изменения температуры 
при граничных условиях I рода (α → ∞ и Bi → ∞, случай закалки) в задан-
ных точках координат и времени и с исходными данными табл. 1.3. Расчёт 
производится по выражению (1.39). 

Задание 3. Рассчитать и построить графики изменения температуры 
при граничных условиях II рода (случай индукционного нагрева) в задан-
ных точках координат и времени и исходными данными табл. 1.3. Расчёт 
производится по выражению (1.41). Плотность теплового потока принять 
равной qпов = 100·α. 

Задание 4. Определить продолжительность нагрева заготовки по при-
ближенной выражению (1.50), когда её температура равна t = tС: 200; 150; 
100; 50; 20°С. Исходные данные приведены в табл. 1.2. 

λ, с, ρ 
1 2 3  4  5 

0         0,5         1 

   0,25      0,75 

 

x 2δ 

tH 

t0 

t 

0 
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Таблица 1.2 

Варианты расчётных заданий 
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о
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Н
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ж
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ь
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а,
 τ

 

Размерность м Вт/(м∙К) кДж/(кг∙К) кг/м3 Вт/(м2∙К) °С °С час 

В
ар

и
ан

ты
 

1 0,30 60 0,65 7500 270 900 20 5 

2 0,40 40 0,60 7500 210 1000 20 5 

3 0,35 65 0,60 7400 280 1100 20 1 

4 0,20 45 0,60 7400 300 1100 20 1 

5 0,40 68 0,50 8700 230 900 20 2 

6 0,35 70 0,50 8700 230 900 20 3 

7 0,20 75 0,45 8600 300 1000 20 4 

8 0,25 75 0,45 8600 240 1000 20 2 

9 0,40 80 0,40 8500 250 1100 20 3 

10 0,35 80 0,40 8500 250 1100 20 4 

 

Таблица 1.3 

Корни µ характеристического уравнения к расчёту неограниченной пластины 

Bi µ1 µ2 µ3 µ4 

0,00 0,0000 3,1416 6,2832 9,4248 

0,01 0,0998 3,1448 6,2848 9,4258 

0,10 0,3111 3,1731 6,2991 9,4354 

0,20 0,4328 3,2039 6,3148 9,3359 

0,30 0,5218 3,2341 6,3305 9,4565 

0,40 0,5932 3,2636 6,3461 9,4670 

0,50 0,6533 3,2923 6,3616 9,4775 

0,60 0,7051 3,3204 6,3770 9,4879 

0,70 0,7506 3,3477 6,3923 9,4983 

0,80 0,7910 3,3744 6,4074 9,5087 

0,90 0,8274 3,4003 6,4224 9,5190 

1,00 0,8603 3,4256 6,4373 9,5293 
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2. РАСЧЁТ ЗАТВЕРДЕВАНИЯ 

При неравномерном распределении температуры по сечению слитка 
наличие интервала затвердевания неизбежно ведет к образованию двух-
фазной зоны, ограниченной изотермами ликвидус tЛИК  и солидус tСОЛ.  В 
общем случае в сечении слитка в ходе затвердевания можно выделить три 
зоны: зону полностью затвердевшего сплава у охлаждаемой поверхности  
(tПОВ< t < tСОЛ, хПОВ< х < хСОЛ), двухфазную зону (tСОЛ< t < tЛИК,  
хСОЛ< х <хЛИК), зону перегретого жидкого расплава (tЛИК< t, хЛИК< х <l)  
(хПОВ= 0, хСОЛ,  хЛИК, l – координаты поверхности, изотерм ликвидус, соли-
дус и центра  слитка). 

В данном случае задача теплопроводности данной системы в одно-
мерном случае сводится к решению системы трех уравнений совместно с 
условиями однозначности: 

),металла расплав(   ,

),зона  двухфазная(   ,

),корка  аязатвердевш(   ,
x

ЛИК2

Ж

2

Ж

Ж

ЛИКСОЛЛС2

ЛС

2

ЛС

ЛСЛС

СОЛПОВ2

T

2

T

T

lxx
x

t
a

t

xxxL
x

tt
с

ttt
t

a
t










































 (2.1) 

где aт = λт/ст ρт, aж = λж/ст ρт – коэффициенты температуропроводности в 
твёрдой и жидкой фазах; 

 λ, с, ρ – теплопроводность, теплоемкость и плотность в соответству-
ющих зонах слитка; 

 L –  теплота фазового перехода; 
 φ – относительное количество твёрдой фазы в пределах двухфазной зоны. 

Решение системы уравнений (2.1) возможно только численными ме-
тодами, например, методом сеток или конечных разностей 1.6 с примене-
нием квазиравновесных моделей Ю.А. Самойловича или В.Т. Борисова. 

Задача существенно усложняется при рассмотрении двух, трёх – 
мерных отливок с учётом процессов массопереноса, химических превра-
щений и др. 

2.1. Приближенные методы решения задач затвердевания 

К приближенным методам относятся задача Стефана, метод инте-
грального теплового баланса, затвердевание отливки в песчаной форме. 

В этих случаях делаются следующие допущения: 
1) не учитывается толщина двухфазной зоны; 
2) фронт затвердевания считается плоским; 
3) задается перепад температур   затвердевшей корке; 
4) в ряде случаев не учитывается перегрев расплава. 
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 Общим случаем затвердевания при граничных условиях  

I рода является метод интегрального теплового баланса. 

Изменение температуры в затвердевшей корке задается в виде сте-

пенной функции: 

  
ЗПОВЗ

t
y

ttt

n











 , (2.2) 

 y = 0, t = tЗ, y = δ, t = tПОВ. 

где  tЗ, tПОВ – температуры затвердевания и поверхности слитка; 

  у – текущая координата; 

  ξ – толщина затвердевшей корки; 

  δ – половина толщины отливки; 

  n – показатель степени. 

На графике (рис. 2.1) показаны кривые изменения температуры для 

разных значений n. 

 

Рис. 2.1. Температурные кривые затвердевания отливки:  

1 –   n = 1;  2 –   n > 1;  3 –   n < 1 

Уравнение теплового баланса без учета теплоты перегрева расплава 

имеет вид 

 
КРАКК

dQdQdQ  , (2.3) 

где dQ – количество теплоты, отводимое от поверхности отливки за время dτ; 

 dQАКК – количество теплоты, выделяющееся из затвердевшей корки 

вследствие понижения её температуры; 

 dQКР – количество теплоты кристаллизации. 

1 
2 

3 

t 
tЗ 

tПОВ 

0 Y 

Центр 

отливки 

Поверхность 

отливки 

δ 
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2.2. Затвердевания пластины 

Расчёт производится по схеме рис. 2.2 и имеет следующий вид: 

 











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Fd
t

nFd
y

tnFd
y

t
qFddQ

y

n

n

y

1

ПОВ
, (2.4) 

где Δt = tЗ – tПОВ = const; 

 F – площадь поверхности отливки. 
Количество теплоты, выделяющееся из затвердевшей корки вслед-

ствие понижения её температуры, равно: 
  СРЗАКК tt cVQ  , (2.5) 

где  tСР – средняя по объёму корки температура в момент времени τ; 
  V – объём затвердевшей корки, который равен: 

  FV , (2.6) 
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dVtt

tt , (2.7) 

где  dV1 – элементарный объём отливки (затвердевшей корки), обладаю-
щий температурой t, 
 VV 1 , dV1 = Fdy, 
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Тогда 



 F

n

t
сQ

1
АКК

, (2.9) 

 



 Fd

n

t
сQ

1
АКК

. (2.10) 

Для теплоты кристаллизации пластины: 
 VLQ

КР
; (2.11) 

  FV ; (2.12) 

  FddV ; (2.13) 

  LFdLdVQ
КР

. (2.14) 

Окончательно получаем: 

 



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


 FdFd
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t
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Если Δt = f(τ), то разделить переменные нельзя. Для Δt = const: 
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Рис. 2.2. Схема температурных полей затвердевающей пластины 

Умножаем второй член правой части на 
c

c  и выносим 



n

с
 за скобку: 
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После интегрирования получаем 
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где 



















tc

L

n
c

n
k

1

1

2
, т.е.  k . 
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После подстановки получаем: 
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Результаты расчёта по формулам (2.20) и (2.21) графически пред-

ставлены на рис. 2.3. 

  

Рис. 2.3. Зависимость толщины корки ξ и скорости затвердевания dξ/dτ  

от времени кристаллизации для пластины 

Используя следующие формулы: 

 а
с





, (2.22) 

 N
tc

L


Δ
 – число подобия фазового перехода, (2.23) 

 Fo
2




S

a
 – число подобия Фурье, (2.24) 

 '



 – относительная толщина затвердевшей корки, (2.25) 

окончательно получаем: 
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N
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
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' . (2.27) 

Для момента окончания затвердевания δ` = 1 и: 
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2.3. Затвердевание цилиндра 

Расчёт производится по схеме рис. 2.4. Как и в предыдущем случае, 

  ЗПОВЗ t
y

 ttt
n




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



 , КРАКК dQdQdQ  , 




 Fd

t
ndQ . 

1. Определение dQАКК:  СРЗАКК ttсVdQ  , 
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где l – длина цилиндрической отливки; 
 2πRl = F – площадь поверхности. 
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Элементарный объём dV1, обладающий температурой t, 
  dyyRlZldydV  22

1
. (2.32) 

 

Рис. 2.4. Схема затвердевания цилиндрической отливки 

Здесь Z = R – ξ + y, 
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окончательно получаем 
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2. Определение dQКР. 
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Уравнение теплового баланса запишется в следующем виде: 
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После интегрирования получаем 

 
    





































21

2

31

1

2

12

n n
N

Rn
N

na
. (2.40) 



30 

При R → ∞ имеем выражение для пластины. 

В безразмерном виде 
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Затвердевание в этом случае происходит с ускорением к центру от-

ливки. Это происходит потому, что теплоотдающая поверхность остаётся 

постоянной, а объём незатвердевшей части уменьшается. 

Для расчёта скорости затвердевания необходимо продифференциро-

вать dτ/dξ, а затем числитель и знаменатель поменять местами: 

 
    











































21

2

1

11 2

n n
N

Rn
N

nad

d
; (2.42) 

 

   




































21

2

1

1

1
2

n n
N

Rn
N

na

d
dd

d
. (2.43) 

  

Рис. 2.5. Зависимость толщины корки ξ и скорости затвердевания dξ/dτ  

от времени кристаллизации для цилиндра 

При δ = 1 получим время полного затвердевания. 
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Таким образом, сравнивая выражения для определения FoЗ для пласти-

ны и цилиндра видим, что цилиндрическая отливка затвердевает быстрее. 
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2.4. Затвердевание шара 

Количество теплоты dQ, отводимое от поверхности отливки за время 

dτ, определяется так же, как и в предыдущих случаях: 
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Элементарный объём V1, обладающий температурой t, равен: 
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2. Теплота затвердевания: 
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Окончательно получаем: 

 
   













 

















 d

Rn nRnn

t
cFFd

t
n

2

2

32

6

2

4
1

1
 

 











 



 d

RR
L

2

2

21 . (2.53) 



32 

После преобразования, интегрирования и необходимых упрощений получаем: 
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При R → ∞ имеем выражение для пластины. В безразмерном виде: 
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Для момента полного затвердевания получаем (δ = 1) при n = 1: 

- пластина: 
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- цилиндрическая отливка: 
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- шаровая отливка: 
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Рассчитываем скорости затвердевания отливок различной конфигурации. 

Пластина: 

 













































1

1

2

1

1

1

2

222

n
N

na

N
n

c

nk

k

kk
. (2.59) 

Цилиндр: 
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Результаты расчёта скорости затвердевания для отливок из сплава с па-

раметрами: а = 0,02 м2/ч; L = 272 кДж/кг; с = 0,72 кДж/(кг·К); δ(R) = 0,25 м;  

Δt = 500°С; n = 1; N = 0,765 приведены в табл. 2.1. 
Таблица 2.1 

Значения скоростей затвердевания в зависимости от толщины корки 

для отливок различной конфигурации 

 
Скорость δξ/δτ при ξ, м/ч 

0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200 0,225 0,250 

Пластина 0,642 0,317 0,211 0,158 0,127 0,105 0,090 0,079 0,070 0,060 

Цилиндр 0,693 0,383 0,285 0,243 0,224 0,221 0,232 0,260 0,323 0,480 

Шар 0,760 0,461 0,384 0,366 0,384 0,428 0,519 0,658 0,855 1,050 

δ’ 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 0,600 0,700 0,800 0,900 1,000 
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2.5. Расчёт затвердевания конусной заготовки  
с учётом дифференцированного теплоотвода от её поверхности 

Для определения связи между горизонтальным и вертикальным за-
твердеванием была разработана методика расчёта с использованием мето-
да интегрального теплового баланса затвердевания цилиндрической ко-
нусной заготовки при дифференцированном теплоотводе от её поверхно-
сти (рис. 2.6). 

 

Рис. 2.6. Схема разбивки затвердевшей части слитка  
на расчётные участки 

Для учёта изменения теплоотдачи по высоте отливки участок 1 раз-
бивался на N уровней, каждый из которых характеризуется своими теку-
щими значениями hi, Ri, ΔtП,i, αП,i. 

Дифференциальное уравнение теплового баланса затвердевающей от-
ливки имеет вид 
 

iiii
dQdQdQdQ

ПР,КР,АКК,
 , (2.62) 

где dQ – теплота, теряемая поверхностью отливки (заготовки) в процес-
се затвердевания; 

 dQАКК – теплота, аккумулированная нарастающей коркой; 
 dQПЕР – теплота перегрева расплава; 
 dQКР – теплота кристаллизации, выделяющаяся на фронте затвердевания; 
 dQПР – теплота, подведённая к телу слитка из прибыли; 
 i – уровень поверхности слитка, соответствующий высоте hi. 



34 

Каждая из статей теплового баланса, кроме dQПР, определяется для 

конкретных расчётных участков, которые затем суммируются: 
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где  – толщина затвердевшей корки; 

 F – площадь. 
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где   tg1
i

А ;   tg1B ; 
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Bi  – критерии Био на боковой поверхности; 
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R
 – критерии Био у основания слитка; 

 ηi – текущая относительная высота затвердевшей корки; 

 ξi – текущая толщина затвердевшей корки; 

 β – конусность слитка на одну сторону; 

 hi – расстояние от дна изложницы до текущей высоты (hN = H); 
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ttt
О,ЗП,

  – разность температур затвердевания и окружающей 

среды; 

 
З

t  – температура затвердевания; 
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t
О,

 – температура окружающей среды. 

Теплота кристаллизации dQКР,i определяется по выражению: 
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, (2.65) 

где  – плотность металла; 

 L – удельная теплота кристаллизации; 

 Vi – объём затвердевшей корки. 

Объём затвердевшей корки находим как разность между объёмом 

слитка и не затвердевшей жидкой части: 
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После дифференцирования выражения для Vi и подстановки резуль-

тата в уравнение (2.65), получим: 
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где 
2

1
1 BBB  ; 

 2

1
1 AAA  ; 

 ABBAC 22  . 

Для определения dQАКК теплоту, выделившуюся в затвердевшей кор-

ке вследствие понижения её температуры, найдем по выражению 
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где Vi – объём затвердевшей корки в пределах рассматриваемого расчёт-

ного участка; 
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где '
i

dV  – элементарный объём участка, имеющего температуру t: 
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Имея в начале отсчёта на границе фаз  
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преобразования находим разность температуры затвердевания и средней 

температуры затвердевшей корки: 
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По (2.68) определяем теплоту QАКК,1 первого участка на каждом 

уровне, которая выделяется при понижении температуры затвердевшей 

корке: 
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где 
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Для расчётных участков 2 и 3, опуская промежуточные вычисления 

и преобразования, получаем: 
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(2.74) 

Просуммировав QАКК,i для расчётных участков 1…3, определяем 

теплоту для всей затвердевшей корки. 

Утепляющее действие прибыли сказывается только в верхней части 

слитка. Для подприбыльных объёмов QПР можно учесть, используя уравнение: 

   ,1
22

ПР,ПР,ПР,ПР,
 dRqdFqdQ

iiiii
 (2.75) 

где  
iii

ttq
O,З

ПР

К,ЛПР,



 – плотность теплового потока из прибыли в тело 

слитка; 

 ПР

К,Л i
  – коэффициент теплоотдачи излучением и конвекцией от зер-

кала металла в прибыль слитка; 

 
i

F
ПР,

 – площадь сечения с не затвердевшим жидким металлом на 

стыке слитка с прибылью. 

Подставляя уравнения (2.64), (2.67), (2.72…2.75) в (2.62) после пре-

образований, получаем функциональную зависимость, позволяющую 

определить толщину затвердевшей корки на каждом уровне по высоте 

слитка в заданный момент времени при изменении условий теплообмена. 

В критериальной форме эту функциональную зависимость можно 

представить в виде 

   
i,iп,iii

qN n    f
ПР

 ,,,Bi,tg,,Fo  . (2.76) 

При дифференцированном теплоотводе по высоте изложницы с ис-

пользованием теплоизолирующих экранов для каждого i – го участка 

находим коэффициент теплоотдачи Э

П,i
 : 

 
Э

Э

П,Э

П,

i

i

i
t

q


 , (2.77) 

где Э

П,i
q  – плотность теплового потока через стенку экранированной из-

ложницы; 

 
Э

i
t  – перепад температур между внутренней и наружной поверхно-

стями стенки изложницы для каждого расчётного участка. 

На рис. 2.7 приведен пример расчёта кинетики затвердевания слитка 

1,2 т при использовании теплоизолирующих экранов. 
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Рис. 2.7. Кинетика вертикального затвердевания  
стальных слитков массой 1,2 т, затвердевающих  

в обычной изложнице (1) и при дополнительном использовании:  
2 – одного; 3 – двух; 4 – трёх экранов-отражателей; 5 – экрана с тепловой изоляцией  

2.6. Расчёт теплообмена в системе слиток-изложница 

Теплообмен в системе слиток–изложница–окружающая среда явля-
ется определяющим фактором при изучении затвердевания и получения 
качественного литого металла. Изменяя условия теплоотдачи в зазоре 
между слитком и изложницей, от изложницы в окружающую среду, тол-
щину или материал формы, можно увеличить или уменьшить скорость за-
твердевания слитка или отдельных его объёмов по высоте, т.е. в извест-
ных пределах осуществить регулирование этого процесса. Расчётная схе-
ма данного подхода представлена на рис. 2.8. 

Задача определения температурного поля стенки изложницы с учё-
том, что её толщина значительно меньше её ширины и высоты, может 

быть сведена к решению дифференциального уравнения Фурье 
2
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. 

Решением этой задачи будет являться следующее выражение: 
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где 





l
Bi  – критерий Био; 

 
2

Fo
l

a
  – критерий Фурье; 

 α – коэффициент теплоотдачи на наружной поверхности изложницы; 

 l – толщина стенки изложницы; 

  – коэффициент теплопроводности стенки формы; 

 a – коэффициент температуропроводности; 

 Bk – корни трансцендентного уравнения   0Bictg 
kk

BB . 

 

 

Рис. 2.8. Схема расчёта теплопередачи  

в системе слиток-изложница-окружающая среда 

Приведённый коэффициент теплоотдачи находим из уравнения 
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где  – степень черноты наружной поверхности изложницы; 

 Со – коэффициент излучения абсолютно чёрного тела; 

 tn – температура наружной поверхности изложницы. 

Плотность теплового потока для внутренней поверхности изложни-

цы (x = 0): 
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Проинтегрировав уравнение (2.80) от нуля до , получим количество 

теплоты, отведённое через стенку (аккумулированное и рассеянное в 

окружающую среду): 
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Для слитков плоского сечения на достаточном удалении от основа-

ния толщины нарастающей корки можно рассчитывать по формуле  

 

1
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
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ntс

L

na
C  (2.82) 

где n – показатель степени в уравнении, определяющем изменение тем-

пературы в затвердевшей корке; 

 ac – температуропроводность материала слитка; 

 L – теплота затвердевания; 

 с – теплоёмкость; 

 
СЗ

ttt   – перепад температур в затвердевшей корке; 
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СЗЗ
 – текущая температура (y – текущая координата 

по толщине затвердевшей корки). 

Для круглых сечений: 

 
   






































21

2

31

1

2

12

nntc

L

Rntc

L

na
C

, (2.83) 

где R – радиус затвердевающего сечения. 

Количество теплоты, отведённое от поверхности слитка, 
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Q C . (2.84) 

Это же количество теплоты передаётся через зазор между слитком и 

изложницей: 
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аккумулируется и рассеивается изложницей в окружающую среду. 

Как следует из обработки экспериментальных данных работы, в 

начальные моменты времени условный коэффициент Сусл превосходит  

6,0 Вт/(м2К4) и передача теплоты от слитка к изложнице в значительной 

степени осуществляется за счёт контактов и теплопроводностью. Через 

15…20 мин. значение этого коэффициента снижается до 3,6 Вт/(м2К4) и в 

дальнейшем практически не изменяется, т.е. теплопередача через зазор 

осуществляется в основном излучением.  

Таким образом, мы получили систему из трёх уравнений (2.81), 

(2.84) и (2.85), решая которую совместно с уравнениями (2.78), (2.79), 

(2.82) или (2.83), можно для конкретных условий определить tc, to, tn и Q. 

На рис. 2.9 представлены результаты расчёта изменения температур 

внутренней и наружной поверхностей изложниц с различной толщиной 

стенки и наружной поверхности 13 тонного слитка радиуса 0,5 м. 
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Рис. 2.9. Кривые изменения температуры поверхности слитка 13 т (─∙─∙─),  

внутренней (─ ─ ─) и наружной поверхностей изложницы (―)  

при толщине её стенки:  
1 – 0,175 м; 2 – 0,100 м; 3 – 0,020 м; ● – экспериментальные точки 

Анализируя приведённые на рис. 2.9 результаты, можно сделать вы-

вод, что с увеличением толщины стенки изложницы количество теплоты, 
отведённой от слитка, возрастает, температуры  tC, tO, tП уменьшаются. При 

этом время затвердевания слитка тоже уменьшается, но незначительно. 

2.7. Расчётные задания 

Задание 1. Рассчитать продолжительность затвердевания отливки в за-

висимости от перепада температур по сечению затвердевшей корки ΔtС 
(песчаная, керамическая, металлическая форма). Исходные данные приведе-

ны в табл. 2.2. Показать степени параболы во всех случаях n = 1 (линейное 

распределение температуры). Строится зависимость  
а

tf
C

2

З

Fo 
  для 

случая затвердевания плоской и цилиндрической отливок. 
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Задание 2. Рассчитать кинетику затвердевания и распределение ско-

ростей затвердевания по сечению плоской и цилиндрической отливок. Для 

этого задаётся толщина затвердевшей корки (обычно кратная 

0,1…0,2·δ(R)), определяется относительная толщина затвердевшей корки 

δ = ξ/R и строится зависимость ξ(τ) и δξ/δτ(δ). Перепад температур выби-

рается по усмотрению студента. 
Таблица 2.2 

Задание для расчётных работ 

Вариант 
L, 

кДж/кг 

λ, 

Вт/(м·К) 

с, 

кДж/(кг·К) 
δ (R) ΔtC, °С ΔtC, °С ΔtC, °С 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 385 150 0,96 0,100 50 100 300 

2 385 150 0,96 0,125 50 100 300 

3 385 150 0,96 0,150 50 100 300 

4 385 150 0,96 0,175 50 100 300 

5 385 150 0,96 0,200 50 100 300 

6 385 150 0,96 0,225 50 100 300 

7 385 150 0,96 0,250 50 100 300 

8 385 150 0,96 0,275 50 100 300 

9 385 150 0,96 0,300 50 100 300 

10 385 150 0,96 0,350 50 100 300 

11 220 35 0,70 0,100 40 150 300 

12 220 35 0,70 0,150 40 150 300 

13 220 35 0,70 0,200 40 150 300 

14 220 35 0,70 0,250 40 150 300 

15 200 35 0,70 0,300 40 150 300 

16 267 40 0,80 0,125 30 100 200 

17 267 40 0,80 0,175 30 100 200 

18 267 40 0,80 0,225 30 100 250 

19 267 40 0,80 0,275 30 100 250 

20 267 40 0,80 0,325 30 100 250 
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