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1. Плавление тел 

 

1.1. Общие сведения 

Плавление тела – переход вещества из твёрдого состояния в жидкое, 

происходящее с поглощением теплоты. При постоянном внешнем давле-

нии плавление происходит при определённой температуре давления. 

Температура плавления (ТПЛ, tПЛ) – температура, при которой сосу-

ществует твёрдая и жидкая фазы. Теплота, необходимая для перехода 

единицы массы вещества из кристаллического состояния в жидкое при 

температуре плавления, называется удельной теплотой плавления. При 

ТПЛ (рис. 1) изобарно-изотермический потенциал G твёрдого и жидкого 

состояний равны: 

 ЖТВ GG  , (1.1) 

 TSHG  , (1.2) 

где Н – энтальпия; 

Т – абсолютная температура; 

S – энтропия. 

 

 
 

Рис. 1.1. Изменение изобарно-изотермического потенциала 

твёрдого (1) и жидкого (2) состояний 

 

Чистые металлы плавятся при постоянной температуре (табл. 1.1), 

сплавы в интервале температур солидус-ликвидус (табл. 1.2). Значения 

температур tЛИК, °С и tСОЛ, °С определяются по диаграмме состояния или 

экспериментально. 
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На рис. 1.2 приведены зависимости вида температура (Т)-время (τ) 

при нагреве чистого металла (а) и сплава (б). 

Неметаллические шихтовые материалы плавильных печей не имеют 

постоянной температуры плавления из-за сложности и непостоянства сво-

его минералогического состава. При нагреве они постепенно размягчают-

ся и переходят в состояние текучести. Температуру конца размягчения 

обычно и принимают за температуру плавления (tПЛ). Для различных же-

лезных руд температура плавления равна tПЛ = 850…1150°С. 
 

Таблица 1.1 

Значения температуры плавления и теплоты фазового превращения 

некоторых чистых металлов 

Металл Fe Cu Al Mg Zn Sn 

tПЛ, °С 1535 1083 660,1 650 419,5 231,9 

L, кДж/кг 270 203 388 292 100 60 

 
Таблица 1.2 

Значения температур ликвидуса и солидуса некоторых сплавов 

Сплав 
Бронза 

(10% Sn) 

Латунь 

(10% Zn) 
Сталь 25 

Чугун 

(3% С) 

tЛИК, °С 990 1050 1500 1300 

tСОЛ, °С 825 1035 1460 1150 

 

 
а)                                                                     б) 

 

Рис. 1.2. Кривые нагрева чистого металла (а) и сплава (б) 

 

Таким образом, при температуре плавления система имеет следую-

щее термодинамическое состояние: 

 ЖТВ GG  , 
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 ТВПЛТВЖПЛЖ SТНSТН  , (1.3) 

   LSSТНН  ТВЖПЛТВЖ , (1.4) 

где L – теплота фазового превращения (плавления или затвердева-

ния), Дж/кг. 

В табл. 1.1 приведены значения L для ряда чистых металлов. 

Зависимости энтальпии (Н) от температуры (Т) при плавлении чи-

стых металлов и сплавов представлены на рис. 1.3. 

 

 
а)                                                          б) 

 

Рис. 1.3. Изменение энтальпии при нагреве чистого металла (а) и сплава (б) 

 

Теплота фазового превращения поглощается при нагреве сплавов в 

интервале температур (ТСОЛ…ТЛИК) и выделяется при их охлаждении в ин-

тервале температур (ТЛИК…ТСОЛ). Поэтому для сплавов вместо L часто ис-

пользуется понятие эффективной теплоты фазового превращения LЭФ 

(эффективная теплота кристаллизации или эффективная теплота плавле-

ния): 

  dt tСLL
t

t


ЛИК

СОЛ

ЭФ  Дж/кг, (1.5) 

где С – теплоёмкость вещества, кДж/(кг·К). 

Как следует из рис.1.3, всегда LЭФ ≥ L (равно – для чистых металлов). 

Обычно: 

  СОЛЛИКТЖЭФ ttСLL   Дж/кг, (1.6) 

где CТЖ – теплоёмкость вещества в твёрдо-жидком состоянии, 

кДж/(кг·К). 
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Теплоту фазового превращения L часто называют истинной тепло-

той плавления (затвердевания). Величины ТПЛ и L определяются приро-

дой металла и наличием примесей. 

Пример. Рассчитать эффективную теплоту фазового превращения 

для стали У10А, имеющей теплоту фазового превращения L = 212 кДж/кг, 

теплоёмкость в твёрдо-жидком состоянии CТЖ = 0,75 кДж/(кг·К), темпера-

туру ликвидуса tЛИК = 1400°С, температуру сослидуса tСОЛ = 1250°С: 

   3241250140075,0212ЭФ L  кДж/кг. 

1.2. Расчёт плавления пластиты 

Цель расчёта – определение продолжительности плавления куска 

шихты. 

Общее время плавления τ можно представить в следующем виде: 

 21  , (1.7) 

где τ1 – продолжительность нагрева шихты до момента достижения 

температуры поверхности её кусков температуры плавления tПЛ (инерци-

онный период); 

τ2 – продолжительность собственно процесса плавления. 

Время τ1 определяется по закономерностям нагрева тела до момента 

tПОВ = tПЛ. 

Допустим, что куски шихты имеют форму пластины бесконечной 

длины и ширины. В общем виде решение может быть представлено в сле-

дующем виде: 

    




































1

Fo

НО

ПЛОПЛ
ПОВ

2

ecos
cossin

sin2

n
n

nnn

n n
x

tt

tt
, (1.8) 

где 
ПЛ
ПОВ  – относительная (безразмерная) избыточная температура 

для случая, когда поверхность пластины имеет температуру плавления; 

tО – температура окружающей среды, °С; 

tН – начальная температура нагрева, °С; 

μn – характеристическое число или корень характеристического 

уравнения: ctg μn = μn/Bi (μn = kδ); 

δ – половина толщины пластины, м; 

х/δ – безразмерная координата; 

Fo – критерий Фурье 













2
1Fo

a
; 

а – коэффициент температуропроводности 













c
a ,м

2
/с; 

λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м·К); 

ρ – плотность вещества, кг/м
3
. 

При этом х = δ, т.е. х/δ = 1. 
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Для собственно периода плавления различают: 

- плавление при непрерывном удалении расплава (вагранка, домен-

ная печь); 

- плавление с накоплением образующегося расплава на поверхности 

тела (индукционная, мартеновская, электродуговая и другие печи). 

Рассмотрим первый случай при граничных условиях III рода. 

Допущения: 

- контур твёрдой непереплавившейся части подобен исходному; 

- расплав мгновенно удаляется с поверхности. 

Граничное условие (τ1 ≥ τ2) t(пов, τ) = tПЛ; δ` – текущая толщина 

твёрдой части. 

Уравнение теплового баланса будет иметь вид (знак минус в уравне-

нии Фурье опущен): 

   











 d

x

t
dxLdtt

ПОВ

ПЛO , (1.9) 

где 
ПОВ














x

t
 – градиент температур на поверхности не расплавивше-

гося остатка, tПОВ = const = tПЛ (граничные I условия). 

 

 
 

Рис. 1.4. Схема температурных полей в пластине при её плавлении 
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Скорость плавления равна 

 

 
















 L

x

t
tt

d

dx ПОВ

ПЛO

δ

. (1.10) 

Сложность заключается в том, что t(x, τ) зависит от критерия Фурье 

Fo, а входящий в него определяющий размер δ` изменяется в процессе 

плавления: 

  `0 . (1.11) 

Поэтому получить точное решение практически невозможно. Для 

тонкого тела δt/δx ≈ 0 и скорость плавления будет максимальной: 

 
 






 L

tt

d

dx ПЛO . (1.12) 

Отсюда после интегрирования получаем: 

 
 ПЛO tt

L




 , с. (1.13) 

1.3. Влияние конфигурации объекта на расчёт времени его плавления 

В общем виде для тонкого тела имеем 

 












0

ПОВx

t
, (1.14) 

   dVLFdtt  ПЛO , (1.15) 

где F – площадь поверхности нерасплавившейся части, м
2
; 

V – объём расплавившейся части, м
3
. 

1. Для пластины (рис. 1.5) без учёта теплоотвода с боковых торцев, 

объём расплавившейся части будет равен: 

 FxV  , м
3
, (1.16) 

 FdxdV  , (1.17) 

где х – толщина расплавившегося слоя. 

Получаем ранее выведенное уравнение: 

 
 ПЛO tt

L




 , с (1.18) 

2. Для цилиндра (рис. 1.6) без учёта теплоотвода с боковых торцев, 

площадь поверхности нерасплавившейся части будет равна 

  l xF  2 , м
2
, (1.19) 

где (δ – х) – радиус фазовой границы. 

Объём расплавившейся части будет равен: 

   l xV
22  , м

3
, (1.20) 

   Fdxldx xdV  2 , м
3
. (1.21) 
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Рис. 1.5. Схема плавления пластины 

 

После преобразований получим: 

   dxLd tt  ПЛO , (1.22) 

 
 ПЛO tt

L




 , с. (1.23) 

 

 
 

Рис. 1.6. Схема плавления цилиндра 

 

3. Для шара площадь поверхности нерасплавившейся части будет 

равна 

  24 хF  , м
2
. (1.24) 

Объём расплавившейся части будет равен: 

   33

3

4
xV  , м

3
, (1.25) 

   FdxdxxdV 
2

4 , м
3
. (1.26) 
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После преобразований получим 

 
 ПЛO tt

L




 , с. (1.27) 

Таким образом, для тонких тел при прочих равных условиях (δ = 

= const) для собственно плавления справедливо следующее соотношение: 

 τПЛ : τЦИЛ : τШ = 1 : 1: 1. (1.28) 

Расчёты не учитывают диффузию элементов, которая может оказы-

вать значительное влияние на результаты расчёта. Так внедрение 1% уг-

лерода в железо понижает температуру плавления примерно на 70°С. 

 

 
 

Рис. 1.7. Схема плавления шара 

 

1.4. Плавление микрохолодильников 

Это явления относится к суспензионному литью (экзогенная суспен-

зия), целями которого являются: 

- ускоренное затвердевание за счёт снятия теплоты перегрева рас-

плава; 

- уменьшение или подавление циркуляционных и конвективных по-

токов и ликвационных явлений за счёт этого; 

- легирование в ковше, кристаллизаторе и т.п. 

Оценка количества порошка, вводимого в расплав, осуществляется 

по соотношению: 

        ЭФЛИКЖЖЭФНСОЛT M1 kLttсkLttcm  , (1.29) 

где m – масса порошка; 

М – масса расплава; 
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k – часть теплоты затвердевания, которая отводится до момента по-

тери расплавом жидкотекучести. По данным Нехендзи, k = 0,02…0,25, по 

данным Флеминга k = 0,5…0,6. 

Отношение m/M определяется природой и степенью перегрева рас-

плава. Установлено, что: 

 
2,0ФАКТ0 MMM 




























kk

mmm
. (1.30) 

Это объясняется тем, что калориметрическое уравнение не учитыва-

ет динамику плавления с накоплением расплава на поверхности. В этом 

случае добавляется ещё один период – намерзание расплава на вводимой 

холодной частице, так как она является в начале теплостоком. 

Процесс состоит из следующих этапов: 

- прогрев частицы диаметром D; 

- одновременное нарастание на ней затвердевшего слоя 
D2

1
; 

- плавление частицы диаметром D + ΔD. 

 

2. Затвердевание тел 

 

2.1. Общие сведения 

Затвердевание – это процесс перехода металла (сплава) из жидкого в 

твёрдое состояние, всегда сопровождающийся выделением удельной теп-

лоты фазового превращения (затвердевания) L. 

Знание закономерностей затвердевания необходимо для: 

- определения продолжительности нахождения отливок или слитков 

в форме (изложнице); 

- расчёта скоростей затвердевания, которые определяют наличие тех 

или иных структурных составляющих и свойства отливок (степень отбела, 

ликвации); 

- анализа напряжённого состояния отливок и слитков, так как в об-

щем виде 

     f`tf КОР , (2.1) 

где σ – нормальное напряжение; 

ΔtКОР – разность температур в затвердевшей корке; 

ξ – толщина корки. 

2.2. Методы исследования процесса затвердевания металлов 

и сплавов 

Существующие методы исследования процесса затвердевания мож-

но разделить на: 

1) экспериментальные; 
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2) аналоговое моделирование; 

3) математическое моделирование (аналитический метод). 

2.2.1. Экспериментальные методы 

1. Метод выливания незатвердевшей части отливки. Это наиболее 

простой метод установления закономерности хода нарастания слоя твёр-

дой фазы отливки. В этом случае изготавливается несколько форм по од-

ной модели, происходит заливка этих форм при одной и тоже температуре 

и с одинаковой скоростью. После чего через определённые промежутки из 

затвердевающей отливки производится выпуск жидкого расплава и заме-

ряется толщина затвердевшей части. На рис. 2.1 изображена примерная 

зависимость толщины затвердевающей корки ξ, которую называют грани-

цей выливаемости, от времени τ. 

2. Метод термического анализа. Производится с помощью термо-

пар, установленных в отливке или слитке. На рис. 2.2, а показан пример 

установки термопар. Показания термопар записываются в виде кривых 

охлаждения (рис. 2.2, б), по которым строятся кривые кинетики затверде-

вания (рис. 2.2, в) и температурных полей, на основания чего производит-

ся анализ процесса. 

3. Метод введения индикаторов. Процесс кристаллизации визуали-

зируется (рис. 2.3) с помощью индикаторов. В качестве индикаторов, вво-

димых в металл (расплав), используется сернистое железо, радиоактивные 

изотопы и т.п. 

Кроме этих методов, применяются и другие – зондирование затвер-

девшего слоя в вертикальном направлении, просвечивание тела отливки 

ультразвуком и т.д. 
 

 
 

Рис. 2.1. Кривая нарастания твёрдой фазы 
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Рис. 2.2. Термический анализ процесса затвердевания: 

а – схема установки термопар; б – кинетика затвердевания отливки; в – кинетика 

затвердевания отливки 

 

2.2.2. Метод аналогового моделирования 

К этим методам относятся следующие виды моделирования: 

- электрическое моделирование. Используются электрические схе-

мы. Метод основан на аналогии дифференциальных уравнений темпера-

турного и электрического полей; 

- гидравлическое моделирование. Используются несколько сообща-

ющихся сосудов, каждый из которых играет роль слоя отливки. Законо-

мерности движения жидкости по сосудам подобны закономерностям рас-

пространения теплоты; 

- физическое моделирование. Реальный расплав заменяется другим 

веществом, имеющим аналогичные закономерности затвердевания, и бо-

лее удобен для исследования (например, использование легкоплавких 

сред). 
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Рис. 2.3. Контроль за кристаллизацией расплава с помощью введения индикаторов 

 

2.2.3. Математическое моделирование (аналитический метод) 

Решение задачи может быть точным и приближённым. Точные зна-

чения термического поля в твёрдой и жидкой частях отливки и координа-

ты фронта затвердевания возможно получить только решением задачи 

Стефана. 

2.3. Задача Стефана 

Рассмотрим объём жидкости, ограниченный поверхностью х = 0 

(рис. 2.4). До начала процесса затвердевания температура жидкости по-

стоянна и равна tО. В момент времени τ = 0 температура на поверхности 

х = 0 мгновенно падает до величины tС, а затем всё время остаётся посто-

янной. 

 

 
 

Рис. 2.4. Температурное поле при затвердевании полуограниченного объёма жидкости 

 

В момент времени τ = 0 образуется плоский фронт затвердевания, 

первоначально расположенный в плоскости х = 0, а затем продвигающий-
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ся по мере затвердевания жидкости в положительном направлении оси Х 

так, что его положение ξ является функцией времени ξ = ξ(τ). 

Таким образом, координата ξ(τ) – граница раздела двух фаз: при х < ξ 

– твёрдая фаза с температурой t1 (х, τ), теплоёмкостью с1, коэффициентом 

теплопроводности λ1 и коэффициентом температуропроводности α1; при 

х > ξ – жидкая фаза с температурой t2 (х, τ) и теплофизическими констан-

тами с2, λ2, α2. 

Будем считать, что плотности твёрдой и жидкой фаз одинаковы и 

равны ρ, что теплофизические параметры не зависят от температуры и 

жидкость неподвижна. 

На фронте затвердевания x = ξ можно сформировать два граничных 

условия: 

I) t1 (ξ, τ) = t2 (ξ, τ) = t3 = const; 

II) 
   














 L

x

 t

x

 t ,, 2
2

1
1 . 

Распределение температуры в твёрдой и жидкой фазах описываются 

уравнением теплопроводности для каждой из этих областей: 

 
   

2

1
2

1
1 ,,

00
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хt
а

х
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     x     









 ; (2.2) 
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     x     




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


 ; (2.3) 

При х = ∞ будем иметь 

 
 

0
,

2 




х

t
. (2.4) 

При достаточно большом значении ξ задачу нахождения темпера-

турного поля в твёрдой и жидкой частях отливки можно свести к опреде-

лению температурного поля полуограниченного массива при заданных 

граничных условиях I рода. Поэтому решение дифференциальных уравне-

ний будем искать в виде: 
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Z ; 
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А1, В1 и А2, В2 – постоянные коэффициенты, определяемые из крае-

вых условий (2.2) и (2.3). 

Z = 0 (х = 0); erf Z = 0; А1 = 0; 

Z = ∞ (τ = 0); erf Z = 1; А2 = tС – В2. 

Из граничного условия (2.3) при х = 0 t1 (0, τ) = tС = const получаем: 

 tС = А1 + В1·0 или А1 = tС. 

Из начального условия τ = 0, t2 (х, 0) = const получаем: 

 tО = А2 + В2·1 или А2 = tС – В2. 

Тогда после подстановки А1 и А2 имеем 

   

 
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где 
22

erf
а

x
с  = 




22
erf1

а

x
. 

Из I-го граничного условия получаем: 

   .const
2
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Так как это условие должно выполняться при любых значениях ξ и τ, 

то должно быть 

  k , (2.9) 

где k – коэффициент затвердевания, характеризующий скорость за-

твердевания тела, м/с
0,5

. 

Отсюда получаем: 
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Окончательно получаем: 
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Коэффициент затвердевания k определяется из теплового баланса на 

фронте затвердевания. 

Учитываем, что: 

 
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получаем 
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или окончательно (ξ = k  , ξ
2
 = k

2
τ): 
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Это трансцендентное уравнение удобно решать графически (рис. 2.5). 

Для конкретного сплава значения α1; α2; λ1; λ2; ρ; L; tЗ известны. Техноло-

гические параметры tO и tC являются функциями материалов формы и от-

ливки. Δt1 < Δt2, (Δt = tO – tЗ) – перегрев, k1 > k2 (с увеличением степени пе-

регрева (tO – tЗ) коэффициент затвердевания уменьшается): 

 
2

2

З2

2

;;
k

 
k

x
 kx


 , (2.18, 2.19, 2.20) 

где δ – половина толщины отливки. 

Решение Стефана имеет ограниченное применение по следующим 

причинам: 

- оно выведено с предположением, что форма, твёрдая и жидкая ча-

сти отливки являются полуограниченными массивами. На самом же деле 

отливка и форма имеют конечные размеры; 

- температура поверхности формы не является величиной постоян-

ной. Также изменяется со временем и температура поверхности отливки. 

При выводе же было сделано допущение: tC = const; tO = const, на самом 

же деле перегрев отводится в начальный период; 
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- теплоотдача от жидкой части к затвердевшей корке осуществляет-

ся, в основном, конвекцией (q = αΔtПЕР), а при выводе использовано диф-

ференциальное уравнение фурье; 

- не учитывается интервал затвердевания для сплавов. 

 

 
 

Рис. 2.5. Графический метод решения характеристического уравнения (2.17): 

f1(k) – левая часть уравнения; f2(k) – правая часть уравнения 

 

Это решение дало теоретическое обоснование для широко использу-

емого в практической деятельности металлургов и литейщиков «уравне-

ния квадратного корня»: 

  k . (2.21) 

2.4. Приближённые решения 

В большинстве случаев задаётся температурное поле в затвердевшей 

корке, а температурное поле в жидкой части не рассматривается. Цель 

решения заключается в нахождении закономерности ξ(τ) или продолжи-

тельности затвердевания отливки или слитка в форме или изложнице. 

2.4.1. Затвердевание отливки в песчаной форме 

Установлено, что перепад температур по толщине затвердевшей 

корки ΔtС = tЗ – tПОВ незначителен, поэтому им можно пренебречь. Считая 

стенку формы полуограниченным массивом (рис. 2.6), запишем: 

1) ΔtС = tЗ – tПОВ = 0; 

2) теплота перегрева расплава QПЕР = 0; 

3) температура поверхности формы tФ равна температуре поверх-

неости отливки tC (tФ = tC). 
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Рис. 2.6. Схема температурных полей при затвердевании 

неперегретого расплава в песчаной форме 
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 (2.22) 

Количество тепла, поглощённого формой за время от 0 до τ: 

 ,FqddQ   (2.23) 
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Это количество тепла есть не что иное, как тепло, выделившееся при 

затвердевании отливки: QКР. 

 OКР VLVLQ  , (2.25) 

где VО – объём отливки; 
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По этой формуле нельзя определить продолжительность затвердева-

ния в кокиле и изложнице, так как в этих случаях нельзя пренебречь пере-

падом температур по толщине затвердевшей корки. Из этого выражения 
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Таким образом, можно проанализировать влияние на продолжитель-

ность затвердевания коэффициента bФ или материал формы. 

Для алюминиевой отливки с размерами 30(120 – 140)(110 – 160) мм 

при tН = 20…98°С. 
 

Таблица 2.1 

Значения времени затвердевания алюминиевой отливки 

в различных литейных формах 

Материал формы bФ, 
Кчм

кДж
5,02

 
Время затвердевания, с 

опытное расчётное 

Асбест многослойный (листовой) 54,3 720 710 

Песчано-глинистая смесь 83,5 300 300 

Шамот (кирпич) 103,0 200 198 

Магнезит (кирпич) 205,0 50 49 

Чугун (кокиль) 870,0 24 3 

 

При bФ < 150…200 опытные и расчётные результаты совпадают. По-

этому можно использовать эту формулу. При больших значениях bФ 

наблюдаются слишком большие погрешности. Изменить bФ песчано-

глинистой смеси в 2…3 раза можно добавлением в смесь чугунных опи-

лок или дроби. 

2.4.2. Общий случай затвердевания при граничных условиях I 

рода (метод интегрального теплового баланса) 

Искомой является зависимость ξ(τ). 

Процесс затвердевания отливки можно условно расчленить на четы-

ре стадии, для каждой из которых свой математический аппарат: 

1) течение металла; 

2) отвод теплоты перегрева; 

3) затвердевание отливки; 

4) охлаждение затвердевшей отливки. 

Предметом нашего изучения является третья стадия. 
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.,

,,0

ПОВ

З

tt y

tt y




 

На графике (рис. 2.7) показаны кривые изменения температуры для 

разных значений n. 

 

 
 

Рис. 2.7. Температурные кривые затвердевания отливки: 

1 – n = 1; 2 – n > 1; 3 – n < 1 

 

С другой стороны, 

а) для пластины: 

  FV *
З , , (2.31) 

тогда 

   ,
2

HФ
Ф 


FLFtt
b

 (2.32) 

или 
 

,
2 НФФ 




 k

L

ttb
 (2.33) 

где 
 






L 

ttb
k НФФ2

, 

или  





R

k

R
; (2.34) 

б) для цилиндра: 
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      ,
2

22l
2

22222*













 


R
RlllRlRlRRlRV  (2.35) 

тогда    











 


 R
FLFtt

b

2

2 2

HФ
Ф , (2.36) 

или 
 

0
2

2

HФФ
2









L 

ttb

R
; (2.37) 

 ,
2

11 R
R

k













 
  (2.38) 

или  
R

k

R







2
11'  (2.39) 

(«+» отбрасываем, так как 1


R
). τ =0, 0



R
. 

Условию ξ/R = 1 соответствует ,0
2

1 



R

k
 

или  .
4

1
2

2

2

З
k

R

R

k



 (2.40) 

Проведя расчёт по выражениям (2.34) и (2.39), получим значения, 

указанные в табл. 2.2 и табл. 2.3. 

Графически эти зависимости показаны на рис. 2.8. 

 
Таблица 2.2 

Значения времени затвердевания пластины в зависимости от отношения ξ/R 

τ, ч 0,50 1,00 1,50 2,00 3,00 4,00 

ξ/R 0,35 0,50 0,61 0,71 0,87 1,00 

 
Таблица 2.3 

Значения времени затвердевания цилиндра в зависимости от отношения ξ/R 

τ, ч 0,50 0,25 0,75 1,00 

ξ/R 0,45 0,30 0,63 1,00 

 

Причина ускорения затвердевания у цилиндрической отливки объ-

ясняется следующими уравнениями: 

- для пластины: 

    FdLFLddQКР ; (2.41) 

- для цилиндра: 

 






 


R
FLdQ

2
1КР , (2.42) 
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 






 
 d

R
FLdQ 1КР . (2.43) 

 

  
 

Рис. 2.8. Зависимость времени затвердевания отливки от отношения ξ/R: 

1 – цилиндр; 2 – пластина 

  

При ξ/R → 1 dQКР →0. 

Уравнение теплового баланса имеет вид: 

 КРАКК dQdQdQ  , (2.44) 

где dQ – количество теплоты, отводимое от поверхности отливки за 

время dτ; 

dQАКК – количество теплоты, выделяющееся из затвердевшей корки 

вследствие понижения её температуры; 

dQКР – количество теплоты кристаллизации. 

2.4.3. Затвердевания пластины 

Расчёт производится по схеме рис. 2.9 и имеет следующий вид: 

 ЗO tt  ; (2.45) 

   ЗПОВЗ t
y

 ttt
n










 ; (2.46) 

 



















Fd
t

nFd
y

tnFd
y

t
qFddQ

y

n

n

y

1

ПОВ
. (2.47) 

Здесь Δt = tЗ – tПОВ = const; 

F – площадь поверхности отливки; 

  СРЗАКК tt cVQ  ; (2.48) 

tСР – средняя по объёму корки температура в момент времени τ; 

V – объём затвердевшей корки; 

 V = Fξ, (2.49) 



24 

 

 













0
1

0
1З

СРЗ

dV

dVtt

tt , (2.50) 

где dV1 – элементарный объём отливки (затвердевшей корки), обла-

дающий температурой t, 

 VV 1 , 

 dV1 = Fdy, 

 
   11

0

1

0

0
ЗЗ

СРЗ











































n

t

yFn

Fty

Fdy

Fdyt
y

tt

tt
n

n

n

. (2.50) 

 

  
  

 Рис. 2.9. Схема температурных полей затвердевающей пластины 

 

Тогда 



 F

n

t
сQ

1
АКК , (2.51) 

 



 Fd

n

t
сQ

1
АКК . (2.52) 

Для теплоты кристаллизации пластины: 

 QКР = VLρ, (2.53) 

 V = Fξ, (2.54) 



25 

 dV = Fdξ, (2.55) 

 QКР = ρLdV = ρLFdξ. (2.56) 

Окончательно получаем 

 








 FdFd

n

t
cFd

t
n

1
. (2.57) 

Если Δt = f(τ), то разделить переменные нельзя. Для Δt = const: 

 
 


















 d

tcn

cL

tnn

tc
d

1
. (2.58) 

Умножаем второй член правой части на с/с и выносим (ρс)/(nλ) за 

скобку: 

 














 d

tc

L

nn

c
d

1

11
. (2.59) 

После интегрирования получаем 

 
















tc

L

nn

c

1

11

2

2

 (2.60) 

или 

















 k

tc

L

n
c

n

1

1

2
 (2.61) 

(закон квадратного корня), 

где 



















tc

L

n
c

n
k

1

1

2
, т.е.  k . 

Скорость затвердевания: 

 







2

k

d

d
. (2.62) 

После подстановки получаем 

 
















































N
n

nakkktc

L

n
c

n

d

d

1

12
k

222

1

1

2

2

. (2.63) 

Результаты расчёта по формулам (2.62) и (2.63) графически пред-

ставлены на рис. 2.10. 
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Рис. 2.10. Зависимость толщины корки ξ и скорости затвердевания dξ/dτ 

от времени кристаллизации для пластины 

 

Используя следующие формулы: 

 а
с





, (2.64) 

 N
tc

L


Δ
 – число подобия фазового перехода, (2.65) 

 Fo
2




S

a
 – число подобия Фурье, (2.66) 

 ξ/δ = δ` – относительная толщина затвердевшей корки, (2.67) 

окончательно получаем: 

 










 N

nn 1

1

2

1
'Fo 2 , (2.68) 

или 

N
n

n






1

1

Fo2
' . (2.69) 

Для момента окончания затвердевания δ` = 1 и: 

 










 N

nn 1

1

2

1
Fo , (2.70) 

 












 N

nna 1

1

2

1'2

З . (2.71) 
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2.4.4. Затвердевание цилиндра 

Расчёт производится по схеме рис. 2.11. Как и в предыдущем случае, 

   ЗПОВЗ t
y

 ttt
n










 , 

 КРАКК dQdQdQ  , 

 



 Fd

t
ndQ . 

1. Определение dQАКК. 

  СРЗАКК ttсVdQ  , 

      






 








 


R
F

R
RllRlRVVV

2

1
1

2

1
12

22
ЖОБЩ , (2.72) 

где l – длина цилиндрической отливки; 

2πRl = F – площадь поверхности. 

 

 













0
1

0
1З

СРЗ

dV

dVtt

tt . (2.73) 

Элементарный объём dV1, обладающий температурой t, 

 dV1 = 2πZldy = 2πl(R – ξ + y)dy. (2.74) 

 

 
 

Рис. 2.11. Схема затвердевания цилиндрической отливки 
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Здесь Z = R – ξ + y, 
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окончательно получаем 
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2. Определение dQКР. 

 
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

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 
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R
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
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R
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1КР . (2.79) 

Уравнение теплового баланса запишется в следующем виде: 
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После интегрирования получаем 
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При R → ∞ имеем выражение для пластины. 

В безразмерном виде 
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Затвердевание в этом случае происходит с ускорением к центру от-

ливки. Это происходит потому, что теплоотдающая поверхность остаётся 

постоянной, а объём незатвердевшей части уменьшается. 

Для расчёта скорости затвердевания необходимо продифференциро-

вать dτ/dξ, а затем числитель и знаменатель поменять местами: 
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Рис. 2.12. Зависимость толщины корки ξ и скорости затвердевания dξ/dτ 

от времени кристаллизации для цилиндра 
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При δ = 1 получим время полного затвердевания. 
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Таким образом, сравнивая выражения для определения FoЗ для пла-

стины и цилиндра видно, что цилиндрическая отливка затвердевания 

быстрее пластины. 

2.4.5. Затвердевание шара 

Количество теплоты dQ, отводимое от поверхности отливки за время 

dτ, определяется так же, как и в предыдущих случаях: 

 



 Fd

t
ndQ . (2.87) 

1. Определение dQАКК. 

  СРЗАКК ttcVdQ  , (2.88) 

    23333 4
3

4

3

4

3

4

3

4
RRRRRV  

 











 
















 





2

2

2

2
232

3

1
1

3

1
14

3

4
4

RR
F

RR
RRR . (2.89) 

Элементарный объём V1, обладающий температурой t, равен: 
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2. Теплота затвердевания: 
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Окончательно получаем: 
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После преобразования, интегрирования и необходимых упрощений 

получаем 
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При R → ∞ имеем выражение для пластины. 

В безразмерном виде: 
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Для момента полного затвердевания получаем (δ = 1) при n = 1: 

- пластина: 
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- цилиндрическая отливка:
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- шаровая отливка: 
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Рассчитываем скорости затвердевания отливок различной конфигу-

рации. 

Пластина: 
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Цилиндр: 
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Результаты расчёта для отливок из сплава с параметрами: а = 0,02 м
2
/ч; 

L = 272 кДж/кг; с = 0,72 кДж/кг·К; δ(R) = 0.25 м; Δt = 500°С; n = 1; N = 0,765 

сведены в табл. 2.4. 
 

Таблица 2.4 

Значения скорости кристаллизации в зависимости от толщины корки 

для отливок различной конфигурации 

 
Скорость δξ/δτ при ξ, м/ч 

0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200 0,225 0,250 

Пластина 0,642 0,317 0,211 0,158 0,127 0,105 0,090 0,079 0,070 0,060 

Цилиндр 0,693 0,383 0,285 0,243 0,224 0,221 0,232 0,260 0,323 0,480 

Шар 0,760 0,461 0,384 0,366 0,384 0,428 0,519 0,658 0,855 1,050 

δ’ 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500 0,600 0,700 0,800 0,900 1,000 
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Приложение А 

(рекомендуемое) 

Задание по расчётно-графической работе 

 

а) рассчитывается продолжительность затвердевания отливки в зави-

симости от перепада температур по сечению затвердевшей корки ΔtС (пес-

чаная, керамическая, металлическая форма). Исходные данные приведены 

в табл. А.1. Показать степени параболы во всех случаях n = 1 (линейное 

распределение температуры). Строится зависимость τЗ = f(ΔtС) = 

= FoЗ·δ
2
/а для случая затвердевания плоской и цилиндрической отливок; 

б) рассчитывается кинетика затвердевания и распределение скоростей 

затвердевания по сечению плоской и цилиндрической отливок. Для этого 

задаётся толщина затвердевшей корки (обычно кратная 0,1…0,2·δ(R)), 

определяется относительная толщина затвердевшей корки δ = ξ/R и строит-

ся зависимость ξ(τ) и δξ/δτ(δ). Перепад температур выбирается по усмот-

рению студента. 
 

Таблица А.1 

Задание для расчётно-графической работы 

 
L, 

кДж/кг 

λ, 

Вт/м·К 

с, 

кДж/кг·К 
δ (R) ΔtC, °С ΔtC, °С ΔtC, °С 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 385 150 0,96 0,100 50 100 300 

2 385 150 0,96 0,125 50 100 300 

3 385 150 0,96 0,150 50 100 300 

4 385 150 0,96 0,175 50 100 300 

5 385 150 0,96 0,200 50 100 300 

6 385 150 0,96 0,225 50 100 300 

7 385 150 0,96 0,250 50 100 300 

8 385 150 0,96 0,275 50 100 300 

9 385 150 0,96 0,300 50 100 300 

10 385 150 0,96 0,350 50 100 300 

11 220 35 0,70 0,100 40 150 300 

12 220 35 0,70 0,150 40 150 300 

13 220 35 0,70 0,200 40 150 300 

14 220 35 0,70 0,250 40 150 300 

15 200 35 0,70 0,300 40 150 300 

16 267 40 0,80 0,125 30 100 200 

17 267 40 0,80 0,175 30 100 200 

18 267 40 0,80 0,225 30 100 250 

19 267 40 0,80 0,275 30 100 250 

20 267 40 0,80 0,325 30 100 250 
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