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ВВЕДЕНИЕ 

 

В металлургии и заготовительных производствах машиностроения 

по-прежнему имеется множество «белых пятен» и объектов, вызывающих 

повышенный интерес инженеров и исследователей. Основным инструмен-

тарием в их работе выступает моделирование, и это не дань моде, а насто-

ятельное веление времени. По выражению одного из известных специали-

стов по моделированию, нет лучшего способа познать объект, чем по-

строить его модель. Моделирование по своей сути является настолько ра-

циональным и универсальным методом исследования, что позволяет ре-

шать широчайший спектр задач применительно к разнообразным объек-

там через упрощение представления о них. 

В то же время моделирование может дать эффект лишь тогда, когда 

специалист не только имеет представление о существе проблемы, но и 

знаком с алгоритмами, навыками и приемами решения тех типовых задач, 

с которыми неизбежно приходится сталкиваться в ходе ее анализа. Иными 

словами, настоящий инженер просто обязан виртуозно владеть математи-

ческим аппаратом и искусством построения формализованных процедур, 

позволяющих «разложить по полочкам» любую, даже самую сложную си-

туацию. 

Именно этому и должно, по замыслу авторов, способствовать данное 

учебно-методическое пособие.  
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ТЕМА 1.  ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ  

И ПОГРЕШНОСТИ. ПЕРВИЧНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 

ОБРАБОТКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ 
 

Задача 1.1. Первичная математическая обработка данных 

прямых измерений 

 
Первичная математическая обработка данных прямых измерений х 

экспериментальной выборки размером n=10 при надежности P=0,9 дала 

результат по исправленному среднему квадратичному отклонению S=0,2 

при оценке среднего значения выборки х  = 10,000. Можно ли считать 

данный результат удовлетворительным, если требуемая точность прямых 

измерений х составляет 5 %? 

 

Решение  

Границы интервала, накрывающего истинное значение параметра х, 

определяются соотношением ххххх ист  , где абсолютная погреш-

ность nStх kP /,   ( kPt , - критерий Стьюдента, задаваемый уровнем надеж-

ности Р и числом степеней свободы k=n-1).  

Определяем величину критерия Стьюдента для условий задачи по 

таблицам: .833,19;9,0 t  

Тогда абсолютная погрешность 116,010/2,0833,1 х . 

Отсюда относительная погрешность %%
,

,
%

х

х
х 16,1100

00010

1160
100 


 . 

Очевидно, полученная относительная погрешность х  не превышает 

5% (верхнего предела требуемой точности), что позволяет признать ре-

зультаты измерений х удовлетворительными.  

Ответ: результат измерений  х можно считать удовлетворительным.  

 

Задача 1.2. Первичная математическая обработка данных 

косвенных измерений 

 
Первичная математическая обработка данных косвенных измерений 

2bay   показала неудовлетворительную точность для у. Считая 100у  при 

а =25; а =1; b =2, определить предел допустимой точности для b, позво-

ляющий добиться 10% - й относительной погрешности для у без измене-

ния уровня надежности.   

 

Решение  

Заданное значение относительной погрешности уδ =10% используем 
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для оценки средней абсолютной погрешности 1010100  .yy y . 

Учитывая, что 2ba)b,a(fy  , получим 2b
a

y





 и ab

b

y
2




 и далее при 

25a , 2b   имеем 422 












b,аа

у
; 1002252 













b,аb

у
 

Но 
2

2
2

2

b
b

y
a

a

y
y

b,ab,a


























 , поэтому можем рассчитать значение 

абсолютной погрешности для b из уравнения 

10=
2222 10014 b . 

Получаем 09,0
100

84

100

16100
2




b . 

Отсюда искомый предел допустимой точности для b, равный верх-

ней границе относительной погрешности, %,%
,

%
b

b
b

54100
2

090
100 


 . 

Очевидно, добиться 10% - ой относительной погрешности для у 

можно при максимально допустимых %%
а

4100
25

1
  и %,

b
54 . Из этих 

соображений должны выбираться приборы для измерения a и b. 

Ответ: %,
b

54  

 

Задача 1.3. Определение абсолютной погрешности  

приближения 

 
Прямые измерения некоторой характеристики технического объекта 

дали результат  а=72,353 0,026. Требуется провести округление резуль-

тата, оставив в нем только верные цифры, и определить абсолютную по-

грешность приближения.   

 

Решение  

Начальная абсолютная погрешность 1

0 10
2

1
0500260  ., . 

Десятичное разложение 32101

0 10310510310210735372   ,a , 

откуда имеем m=1. 

Решаем уравнение –1=1-n+1 (условие наличия в числе n верных 

цифр) => n=3 

Далее оставляем в числе только верные знаки 72,353 а1=72,4.  

Тогда абсолютная погрешность приближения 
  0730047002603537247201 ,,,,,   

Но она оказывается больше 0,05, поэтому уменьшаем количество 

цифр в приближенном числе до 2-х: а2=72. При этом погрешность при-

ближения будет 503790353002602 ,,,,  , т.е. оставшиеся цифры верны.  
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Следовательно, итог 72,353 72, а его абсолютная погрешность 

0,379.  

Ответ: 72,353 72, а абсолютная погрешность приближения 0,379. 

 

Задача 1.4. Определение количества верных знаков  

результата 
 

Проводятся прямые измерения некоторой характеристики техниче-

ского объекта. В результате получается х=36,00 при абсолютной погреш-

ности измерений 030, . Определить количество верных знаков результа-

та.      

 

Решение  

Число х является приближенным. Любое положительное прибли-

женное число можно представить в виде его десятичного разложения:  

......х nm

nm

m

m

m

m  







1

1

1

1 101010 , 

где  - цифры, отличные от нуля, являющиеся представителями соответ-

ствующих десятичных разрядов,  

m -  целое число – старший десятичный разряд числа х, 

n – счетчик верных цифр в числе. 

Если 110
2

1  nm , то первые n цифр 11   nmmm ,...,,  приближенного 

числа х являются верными в узком смысле, остальные – сомнительными, 

которые следует отбросить с соблюдением правил округления. 

Для условий нашей задачи десятичное разложение приближенного 

числа х запишется: 01 1061030036  ,х , поэтому m=1. 

Далее имеем  1110
2

1
030  n,  и, ужесточая неравенство, получаем ра-

венство 110
2

1
050030  ,, . Решаем уравнение –1=1-n+1 => n=3, т.е. в дан-

ном приближении три верных знака 036,х  . 

Ответ: n=3 

 

Задача 1.5.  Теорема о связи предельной относительной  

погрешности с количеством верных знаков в приближенном 

числе 
 

Проводятся косвенные измерения некоторой характеристики техни-

ческого объекта. В результате получается а=3,687915 … Со скóлькими 

знаками надо оставить результат, чтобы погрешность не превысила 0,1%? 
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Решение  

Десятичное разложение ...а   210 108106103 , отсюда 3m (циф-

ра -представитель старшего десятичного разряда). 

Предельная относительная погрешность 00101,0 ,%а  . 

По теореме о связи предельной относительной погрешности с коли-

чеством верных знаков в приближенном числе .

n

m

а

1

10

11












  

Тогда получаем 001,0
10

1

3

1
1









n

   => 33310 1 n   => 4n , т.е. в результа-

те нужно оставить не менее 4-х знаков.  

Ответ: в результате нужно оставить не менее 4-х знаков. 

 

Задача 1.6. Вычисление предельной относительной  

погрешности 
 

При проведении расчетов приближенное число х=3,1413257 было 

заменено на а=3,14. Какова предельная относительная погрешность такой 

замены?   

 

Решение  

Десятичное разложение 210 104101103143   .a , отсюда 3m . 

Считаем все цифры приближения верными n=3. Т.к.  n>2, для расчета ис-

пользуем формулу 
1

10

1

2

1














n

m

а . Тогда %,а 170
600

1

10

1

32

1
13















. 

Ответ: %,а 170  

 

Задача 1.7. Решение обратной задачи теории погрешностей 
 

Величина у вычисляется по соотношению 2mnky  , где m, n, k – при-

ближенные числа, причем m  3,14; k 2 ; n3. С какими предельными аб-

солютными погрешностями нужно определить m, n и k, чтобы абсолютная 

погрешность для величины у не превышала у =0,1? 

 

Решение  

Имеем дело с обратной задачей теории погрешностей: каковы долж-

ны быть абсолютные погрешности аргументов функции, чтобы абсолют-

ная погрешность функции не превышала заданной величины?  

Решение подобных задач проводится в соответствии с принципом 

равных влияний в предположении, что все аргументы функции одинаково 

влияют на формирование ее абсолютной погрешности, по формуле 
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i

U
x

x

U
p

i







 ,  

где , р, , i  21  (p – число аргументов). 

В нашей задаче получаем 1223 22 



nk

m

y
; 6,12214,3 22 




mk

n

y
; 

7,37314,3222 



kmn

k

y
.  Число аргументов р=3.  

Поэтому ,0030
123

,10



m ; ,0030

6123

,10





,
n ; ,0010

7373

,10





,
k . 

Ответ: ,0030m ; ,0030n ; ,0010k . 

 

Задача 1.8. Нахождение предельных абсолютной  

и относительной погрешности результатов косвенных  

измерений 
 

Проводится математическая обработка результатов косвенных изме-

рений параметра 
k

nm
Х

32

 , где 020328 ,,m  ; 010457 ,,n  ; 0306780 ,,k   (m, n, 

k – приближенные числа). Найти предельные абсолютную и относитель-

ную погрешности результатов.  

 

Решение  

Имеем дело с основной (прямой) задачей теории погрешностей.  

Находим 98002 ,m  ; 54133 ,n  ; 82340,k  .  

Тогда 510024402200
82340

54139800



 ,

,

,,
X  (в основной части оставляем три 

знака в соответствии с правилами приближенных вычислений).  

Далее находим относительные погрешности для m, n и k:  

000710
328

020
,

,

,
m  ; 001350

457

010
,

,

,
n  ; 004430

6780

0030
,

,

,
k  . 

Тогда, пользуясь рабочими формулами для подсчета предельных от-

носительной ( ) и абсолютной ( ) погрешностей по основным математи-

ческим действиям, получаем 

%,,,,,knmх 770007690002220004050001420
2

1
32  . 

35 10130077010024  ,,,Х хх  

Ответ: %,х 770 ;  31013  ,х  
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ТЕМА 2. ПРИЁМЫ ВТОРИЧНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

ОБРАБОТКИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ.  

ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНО-СТАТИСТИЧЕСКИХ  

МОДЕЛЕЙ 
 

Задача 2.1. Математическая постановка задачи  

аппроксимации 
 

Известна таблица значений функции одной переменной  хуу   в 9 

точках. Записать математическую постановку задачи аппроксимации за-

данной зависимости из условия совпадения значений исходной и аппрок-

симирующей функций в 1-й, 4-й и 8-й точках. 

 

Решение  

По условиям задачи, искомая аппроксимирующая функция приобре-

тает статус интерполирующей по 1-й, 4-й и 8-й точкам. Исходя из этого, 

далее применяем метод неопределенных коэффициентов, в соответствии с 

которым порядок аппроксимирующего (интерполирующего) полинома 

выбираем равным двум (на единицу меньше числа узлов интерполяции), 

т.е. 2

210 xbxbbу  .  

Для узлов интерполяции получаем систему 

  

  (1-я точка) 

 

  (4-я точка) 

 

  (8-я точка) 

 

Решая данную систему линейных уравнений, находим значения ко-

эффициентов 0b , 1b  и 2b  аппроксимирующего полинома (искомой фор-

мально-статистической модели). 

 

Задача 2.2. Интерполяция таблично заданной функции  

методом Лагранжа 
 

Функция  хуу   задана таблично: 

 

x 0 1 2 6 

y -1 -3 3 1187 

Требуется найти значения y  при 4х , используя метод Лагранжа. 















8

2

82810

4

2

42410

1

2

12110

yxbxbb

yxbxbb

yxbxbb
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Решение  

В общем виде интерполяционный полином Лагранжа 

       xQyxQyxQyxL nnjin  ......00 , где ni ,0  - точки таблично задан-

ной функции; 

 
      

      njjjjjj

nii
j

xxxxxxxx

xxxxxxxx
xQ










......

......

110

110  

В данном случае  3n . Записываем полином Лагранжа. 

 
   

   
   
   












312101

320
1

302010

321
03

хххххх

хххххх
y

хххххх

хххххх
yxL  

 
   

   
   
   231303

210
3

321202

310
2

хххххх

хххххх
у

хххххх

хххххх
у









  

Для 4х  получаем  

   
     
     

     
     

     
     

















621202

641404
3

612101

642404
3

602010

642414
144 3Lу

 

 
     
     

 
   

 
   

 
 



























456

2341187

412

2343

51

2243

621

223

261606

241404
1187

 

 
2554,23796,91   

Ответ: 255. 

 

Задача 2.3. Интерполяция таблично заданной функции  

методом Ньютона 
 

Функция   хуу    задана таблично: 

 

x 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 

y 0,0540 0,0440 0,0355 0,0283 0,0224 0,0175 

 

Требуется найти значение у при 05,2х , используя метод Ньютона. 

 

Решение  

При интерполяции вперед (в сторону увеличения х правее х0) приме-

няют первую интерполяционную формулу Ньютона, которая в общем 

случае имеет вид 
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 
     

00

2

001
!

1...1
...

!2

1
y

n

nttt
y

tt
ytyxP n

n 





 , где 
h

xx
t 0
 ;  

n

xx
h n 0
 ; 

0y , 0

2 y , 0

3 y , … - конечные разности 1-го, 2-го, 3-го и т.д. порядка в точ-

ке х0. 

В нашем случае при использовании для интерполяции всех точек 

имеем 5n . 

Далее 1,0
5

0,25,2



h ;  5,0

1,0

0,205,2



t . 

Составляем таблицу конечных разностей  

 

x у y  y2  y3  y4  y5  

2,0 0,0540 -0,0100 0,0015 -0,0002 0,0002 -0,0005 

2,1 0,0440 -0,0085 0,0013 0 -0,0003 - 

2,2 0,0355 -0,0072 0,0013 -0,0003 - - 

2,3 0,0283 -0,0059 0,0010 - - - 

2,4 0,0224 -0,0049 - - - - 

2,5 0,0175 - - - - - 

 

Примечание: конечная разность k  - го порядка в i  - й точке вычисля-

ется по формуле  i

k

i

k

i

k yyy 1

1

1 



   

В итоге 

   
    

 








 0002,0

321

25,015,05,0
0015,0

21

15,05,0
01,05,00540,005,2у  

        
 









 0005,0

54321

45,035,025,015,05,0
0002,0

4321

35,025,015,05,0
 

0488,000019,0005,00540,0   

(При расчете слагаемые с конечными разностями 3-го, 4-го и 5-го 

порядка в силу их малого вклада в конечный результат игнорировались). 

Таким образом, интерполяция проведена с точностью до конечной разно-

сти 2-го порядка.  

Ответ: 0,0488. 

 

Задача 2.4. Экстраполяция таблично заданной функции  

по трём точкам 
 

Функция   хуу    задана таблично: 

 

x 0 1 2 3 4 5 

y 1 1,5 2,2 2,5 2,9 3,8 

 

Требуется найти значение у при 6х , используя для экстраполяции 
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три последние точки. 

 

Решение  

При экстраполяции  вперед (в сторону увеличения х правее nx ) при-

меняют вторую интерполяционную формулу Ньютона, которая в общем 

случае имеет вид  

 
     

02

2

12
!

1...1
...

!2

1
y

n

nttt
y

tt
ytyxP n

nnnn 





  ,  

где 
h

xx
t 0
 ;  

n

xx
h n 0
 ; 1 ny  - конечная разность 1-го порядка в точке 1nx , 

0yn  - конечная разность n-го порядка в точке 0x . 

В нашем случае при использовании для экстраполяции только по-

следних трех точек имеем n=2. Далее 1
2

35



h ; 3

1

36



t .   

Составляем таблицу конечных разностей  

 

 

 

 

 

Примечание: конечная разность k  - го порядка в i -й точке вычисля-

ется по формуле  i

k

i

k

i

k yyy 1

1

1 



   

В итоге получаем  
 

5,90,37,28,35,0
21

133
9,038,36 




у  

(Экстраполяция проведена с точностью до конечной разности 2-го 

порядка.) 

 

Ответ: 9,5. 

 

Задача 2.5. Построение формально-статистической модели в 

виде уравнения регрессии 
 

Известна таблица значений функции одной переменной  хуу   в 6 

точках. Записать математическую постановку задачи для линейной и 

квадратичной аппроксимации заданной зависимости методом наименьших 

квадратов (МНК), т.е. построить формально-статистическую модель в ви-

де уравнения регрессии.  

 

Решение  

Сущность МНК задается соотношением   minyy
n

i

i

расч

i 


2

1

,  

где iy - таблично заданные значения функции (им соответствуют аргументы 

x у y  y2  

3 2,5 0,4 0,5 

4 2,9 0,9 - 

5 3,8 - - 
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ix ); расч

iy  - расчетные значения по аппроксимирующей функции; n – число 

табличных значений (точек). В данном случае имеем дело с минимизаци-

ей квадратичного критерия аппроксимации. 

А. для линейной аппроксимации    xbbxy расч

10  .  

Тогда    





1

0

2

1010 ,
n

i

ii minyxbbbbS . Решаем задачу поиска экстремума 

функции двух переменных. Условие экстремума функции  10 ,bbS   - равен-

ство нулю ее частных производных 

  0622
5

0

5

0

10

5

0

10

0















 i

i

i

i

i

ii ybxbyxbb
b

S
 

  022
5

0

5

0

1

2

0

5

0

5

0

10

1















 i

ii

i

i

i

i

i

iii yxbxbxyxbbx
b

S
 

Отсюда получаем систему нормальных уравнений МНК   

















  

 

  

 

5

0

5

0

5

0

2

10

5

0

5

0

106

i i i

iiii

i i

ii

yxxbxb

yxbb

 

или в матричной форме, более удобной для реализации программ-

ными средствами,  






























































5

0

5

0

1

0

5

0

2
5

0

5

0

6

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

yx

y

b

b

xx

x

. Решая полученную систему линейных 

уравнений, находим значения коэффициентов 0b   и 1b   линейного полино-

ма.  

Б. для квадратичной аппроксимации   2

210 xbxbbxy расч

i  .  

Тогда     minyxbxbbbbbS
n

i

iii 




21

0

2

210210 ,, . Теперь решаем задачу по-

иска экстремума функции трех переменных. Из условия равенства нулю 

ее частных производных имеем  

  0622
5

0

5

0

2

21

5

0

0

5

0

2

210

0















 i

i

i

ii

ii

iii yxbxbbyxbxbb
b

S
 

  022
5

0

2

5

0

3
5

0

1

2

0

5

0

5

0

2

210

1















 i

ii

i

i

i

i

i

i

i

iiii yxbxbxbxyxbxbbx
b

S
 

  022
5

0

2

2

5

0

4
5

0

1

3

0

5

0

2
5

0

2

210

2

2















 i

ii

i

i

i

i

i

i

i

iiii yxbxbxbxyxbxbbx
b

S
 

Отсюда система нормальных уравнений МНК 
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































5

0

2
5

0

4

2

5

0

3

1

5

0

2

0

5

0

5

0

3

2

5

0

2

1

5

0

0

5

0

5

0

2

2

5

0

106

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

yxxbxbxb

yxxbxbxb

yxbxbb

 

или в матричной форме 





























































































5

0

2

5

0

5

0

2

1

0

5

0

4
5

0

3
5

0

2

5

0

3
5

0

2
5

0

5

0

2
5

0

6

i

ii

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

yx

yx

y

b

b

b

xxx

xxx

xx

 

Решая полученную систему, находим значения коэффициентов 0b , 1b  

и 2b  квадратичного аппроксимирующего полинома. 

 

Задача 2.6. Метод графического дифференцирования 
 

По результатам первичной математической обработки эксперимен-

тальных данных была получена таблично заданная зависимость  хуу  :    

 

x 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 

y  
-7 0 5 8 9 8 5 0 -7 

 

Требуется оценить скорость изменения параметра у с изменением  х  

в области 0y . 

 

Решение  

Способ табличного дифференцирования зависимости  хуу   отмета-

ем как характеризующийся низкой точностью. Для получения искомой за-

висимости  xyyx
  будем использовать метод графического дифференци-

рования, а именно способ секущих (хорд). Строим график  хуу  , выделя-

ем область существования модели  7;1х  и далее руководствуемся стан-

дартным алгоритмом (см. рис.). После дифференцирования убеждаемся, 

что  xy   носит линейный характер. 
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Примечание: альтернативный способ решения заключается в ап-

проксимации заданной зависимости степенным полиномом (квадратич-
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ным) одним из известных методов, например, МНК (для проверки: долж-

но получиться 782  xxy ) с последующим исследованием полученной 

зависимости как аналитической: получаем 82  xy  - линейная зависи-

мость. 

Примечание: возможен вариант построения графика  xyy   для всей 

заданной области или только для 0y    7,1x . Алгоритм применения спо-

соба хорд в этих вариантах несколько различается.  

 

Задача 2.7. Решение функциональных аналитических  

моделей аналитическим и приближенным методом 
 

Имеется функциональная аналитическая 

модель, описывающая поведение термодина-

мической системы   
21

1

V
Vр


 .  Найти работу, 

совершаемую в системе при изменении ее объ-

ема с  0V   до 1V , применив аналитический 

и приближенный методы расчета.  

 

Решение  

Искомая работа может быть найдена как площадь криволинейной 

трапеции, находящейся под графиком зависимости   Vpp    и ограничен-

ной осями координат и заданным интервалом изменения  1;0V . Эта пло-

щадь может быть рассчитана по формуле  


1

0

21 V

dV
S . 

1. Аналитический метод (применим, если интеграл берется в квад-

ратурах) 

Получаем табличный  интеграл: 

7854,007854,001
1

1

0

1

0

2



  arctgarctgarctgV

V

dV
S . 

2. Приближенный метод (характеризуется универсальностью). 
В качестве метода приближенного (численного) интегрирования вы-

бираем метод аппроксимации подынтегральной функции квадратичной 

параболой, метод Симпсона, как наиболее точный согласно имеющимся 

рекомендациям. В рамках этого метода парабола строится по трем точкам 

на каждом участке интегрирования, при этом в качестве этих точек выби-

рают обычно крайние точки и среднюю точку участка. При работе по это-

му методу весь интервал интегрирования рекомендуется разбивать на чет-

ное число участков.  

Для аппроксимации параболой для одного участка имеем  00 V ;  
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5,01 V ; 12 V . Шаг аргумента 5,0h  ( aV 0 ; 
2

1

ba
V


 ; bV 2 ; 

2

ab
h


 ).  

При интегрировании по одному участку  

        210 4
3

xfxfxf
h

dxxfS

b

a

   

Тогда 7833,0
11

1

5,01

14

01

1

3

5,0
22



















S . Сходимость с аналитическим 

методом неполная. 

При интегрировании по 4 участкам (n=4)  

 
 

   
 




 
2/

1

2

2/

1

12
0

33

2

3

4

3

n

i

n
i

n

i

i

b

a

xhf
x

h
x

hxhf
dxxfS  

(В этой формуле все ординаты с нечетными номерами имеют коэф-

фициент 
3

4h
, а с четными - 

3

2h
, кроме нулевого и последнего номера.) 

Тогда имеем 25,0h  и 















3

25,02

5,01

1

3

25,04

25,01

1

3

25,0

01

1
22

S  

7854,0
3

25,0

11

1

3

25,04

75,01

1
22










 .  Очевидна практически полная схо-

димость с аналитическим методом.  

 

Задача 2.8. Подбор эмпирических формул методом  

выравнивания 
 

В таблице представлены экспериментальные данные по определе-

нию пути L, который проделывает расплавленный чугун в жидкомере, в 

зависимости от времени  . Требуется подобрать эмпирическую формулу 

для зависимости  fL  , представленной таблично, используя метод вы-

равнивания (построить формально-статистическую модель в виде уравне-

ния регрессии). 

Решение  

Метод выравнивания состоит 

в преобразовании зависимости к 

линейному виду заменой перемен-

ных новыми, связанными уравне-

нием прямой линии. Он применяет-

ся, если зависимость имеет явно 

нелинейный характер.  

  с, (х)  у мL ,10 3   xlg  ylg  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

440 

700 

900 

1050 

1190 

1325 

0,0 

0,3010 

0,4771 

0,6021 

0,6990 

0,7782 

2,6435 

2,8451 

2,9542 

3,0212 

3,0755 

3,1222 
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Поэтому вначале исследуем расположение экспериментальных точек 

на плоскости. Убеждаемся, что она имеет явно нелинейный характер. До-

пускаем, что наиболее полно этой 

зависимости соответствует фор-

мула baxy   при  consta  , constb   

(или baL  ). Выравнивание та-

кой кривой осуществляем лога-

рифмированием (метод логариф-

мической анаморфозы): 

xbay lglglg   (1). 

Находим логарифмы пар-

ных значений х и у и строим гра-

фик зависимости в логарифмиче-

ских координатах. Т.к. график 

представляет собой прямую, вы-

бор общего вида формулы прове-

ден правильно и можно присту-

пать к определению численных 

значений параметров а и b. 

Поставляя парные значения 

xlg  и ylg  в уравнение (1), получа-

ем шесть уравнений по одному 

для каждой точки: 

 

 

 

 
ba  0lg6435,2     ba  6021,0lg0212,3  

ba  3010,0lg8451,2    ba  6990,0lg0755,3  

ba  4771,0lg9542,2    ba  7782,0lg1222,3  

 

Складывая отдельно первые три и последние три уравнения, нахо-

дим 

ba  7781,0lg34428,8    (2) 

ba  0793,2lg32189,9   (3). 

Вычитая (2) из (3), получаем b3012,17761,0  , откуда 5964,0b . Далее 

после подстановки в (2) имеем 6,4566596,2lg  aa . 

Следовательно, 5964,06,456 L .  

Ответ: 5964,06,456 L  
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ТЕМА 3. РАЗРАБОТКА ТЕОРЕТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ.  

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ НА ТЕОРЕТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ 
 

Задача 3.1. Краевая задача для процесса теплопереноса через 

протяженную стенку 
 

Решить краевую задачу для процесса теплопереноса через протя-

женную стенку толщиной  , если на одной из поверхностей стенки под-

держивается температура 1T , а на другой 2T    21 TT  . Коэффициент тепло-

проводности для материала стенки принять равным const . 

 

Решение  

В задаче речь идет о процессе стационарной теплопроводности не-

ограниченной плоской стенки. Задача решается в одномерной постановке. 

Строим расчетную схему и определяем, что ба-

зовым уравнением математической модели яв-

ляется уравнение энергии. С учетом специфики 

задачи оно заменяется частным случаем - урав-

нением стационарной теплопроводности Фурье 

0
2

2

2

2

2

2
















z

T

y

T

x

T
. Для одномерной постановки 

уравнение упрощается до 0
2

2






x

T
. Это диффе-

ренциальное уравнение 2-го порядка в частных 

производных, которое приводится к обыкновен-

ному 0
2

2


dx

Td
 (ОДУ 2-го порядка с разделяющимися переменными, разре-

шимое последовательным двойным интегрированием).  

В силу стационарности процесса базовое уравнение дополняется 

условиями однозначности, включающими только граничные условия 

(начальные и конечные условия отсутствуют): при х=0; Т=Т1 (граничные 

условия I рода); при  х= ; Т=Т2 (граничные условия I рода). 

Ожидаемый вид решения: функция вида ; Т=Т(х).  

Применяем аналитический метод, предполагающий получение точ-

ного решения.  

Получаем 0
2

2











dx

dT

dx

d

dx

Td
  => 1C

dx

dT
   => 21 CxCT  ,  

где С1  и С2 - произвольные постоянные. Полученное общее решение 

уравнения не имеет физического смысла, поэтому ищем его частное ре-

шение с учетом условий однозначности: 12 ТС  ; 



 12

1

ТТ
С , откуда 



 22 

х
ТТ

ТТ



 21

1 . Из результата видно, что распределение температуры по 

толщине стенки (область существования модели задана соотношением 

 ;0õ ) имеет линейный характер. 

Плотность теплового потока определяется из закона теплопроводно-

сти Фурье: 
n

T
Tgradq




  , где n  - единичный вектор нормали к по-

верхности теплообмена. В нашем  случае он сонаправлен с осью Ох, тогда 

dx

dT
q  .  

Дифференцируя ранее полученное выражение  xTT   для распреде-

ления температуры по толщине стенки, получим 

  constTT
TTTT

dx

dT
q 










 
 21

2121









 . 

Очевидно 0q , т.к. 21 TT   (по условию). Кроме того видим, что вели-

чина q не зависит от х (это важная особенность одномерного стационарно-

го процесса теплопроводности, которая используется при расчете стацио-

нарной теплопроводности через многослойные стенки из физически раз-

нородных материалов).    

 

Задача 3.2. Краевая задача нестационарной  

теплопроводности при заданных условиях однозначности 
 

Используя метод конечных разностей (МКР), решить одномерную 

краевую задачу нестационарной теплопроводности при заданных услови-

ях однозначности:     12,0130;  ххxT  (начальные условия); 

   06,02;0 T ;   84,0;6,0 T  (граничные условия). 

Область существования модели задана соответственно интервалами 

аргументов модели:  6,0;0х  и  01,0;0 . Коэффициент температуропро-

водности принять а=1. Соотношение между шагами считать известным 

  6

1
2







х

а
. Шаг аргумента модели по х принять 10,х  . 

 

Решение  

Базовое уравнение модели – уравнение нестационарной теплопро-

водности Фурье для одномерной постановки: 
2

2

х

Т
а

Т









, где а – коэффици-

ент температуропроводности. 

Искомая функция   ,хТТ  - функция двух аргументов. 

Запишем базовые уравнения в конечно-разностной форме. Для этого 

проведем замену входящих в уравнение производных конечно-
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разностными эквивалентами: 







  k,ik,i TТТ 1  (схема «шаг вперед»), где   - 

шаг аргумента по времени  . Индексы означают принадлежность данного 

значения функции узловой точке, лежащей в  определенных простран-

ственном и временном слоях согласно схеме дискретизации (i и k – соот-

ветственно степени пространственных и временных слоев при дискрети-

зации области существования модели).  

Далее 
 

 k,ik,ik,i

k,ik,ik,ik,i TTT
x

a

x

TT

x

TТ

х

а

х

Т
а 112

11

2

2

2 

 


























 (схема «шаг 

назад»).  

Окончательно в конечных разностях уравнение перепишется: 

 
 k,ik,ik,i

k,ik,i TTT
x

aTT
112

1 2 

 






. 

Отсюда для явной конечно-разностной схемы (определение темпера-

туры в точках с известными координатами в следующий момент времени) 

имеем 
 

   




































  k,ik,ik,ik,i T

a

x
TT

x

a
T 2

2

1121 . 

В обозначениях нашей задачи      k,ik,ik,ik,i TTTT 21

111  

 . 

Задача заключается в определении массива (таблицы) значений 

функции  ,хТ  во всех узловых точках внутри области существования мо-

дели и на ее границах.  

Условия устойчивости явной конечно-разностной  схемы для одно-

мерной задачи будут 21  . Из условий задачи 21   => устойчивость 

схемы обеспечивается.  

Учитывая, что 
 2х

а




 , получаем 

   
00170

6

10
22

,
,

а

х



 . 

Рабочее уравнение для расчета искомых значений температуры в уз-

ловых точках внутри области существования модели 

 k,ik,ik,ik,i TTTT 111 4
6

1
  . 

 

Составляем таблицу решений задачи, соответствующую схеме дис-

кретизации области существования модели. 
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Схема дискретизации 

 

 

 

 

 

 

 

i – счетчик про-

странственных слоев 

(столбцов);  

k – счетчик 

временных слоев 

(строк). 

 

Таблица решений задачи 

 

 i 0 1 2 3 4 5 6 
Расчетные соот-

ношения 

k 

   iх  

k  0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 

Область существова-

ния модели:  6,0;0x , 

 01,0;0  

Шаги аргументов:  

1,0х ; 0017,0  

Начальные условия 

(строка): 

    12,0130,0,  iiii xxхT  

Граничные условия 

(столбцы): 

   06,02;0
,0

 kkk
T   

  constT kk  84,0;6,0,6 

 

Рабочая расчетная 

формула для внутренних 

узловых точек: 

 kikikiki TTTT ,1,,11, 4
6

1
  ,  

где i=1,2, …,5;  k=1,2, 

…,6 

0 0 0,12 0,39 0,60 0,75 0,84 0,87 0,84 

1 0,0017 0,1233 0,3800 0,5900 0,7400 0,8300 0,8600 0,84 

2 0,0034 0,1267 0,3672 0,5800 0,7300 0,8200 0,8517 0,84 

3 0,0051 0,1300 0,3659 0,5704 0,7200 0,8103 0,8445 0,84 

4 0,0068 0,1333 0,3607 0,5612 0,7101 0,8010 0,8380 0,84 

5 0,0085 0,1367 0,3562 0,5526 0,7004 0,7920 0,8322 0,84 

6 0,0100 0,1400 0,3524 0,5445 0,6910 0,7834 0,8268 0,84 
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Алгоритм заполнения таблицы решений:  

1) строка начальных условий по соотношению     12,0130,0,0,  iiiii xxxTT  

Например, при 0ix  имеем i=0 и   12,00;00,00,0  TT ;   

2) столбцы граничных условий по соотношениям 

   06,02;0,0,0  kkkk TT   и   84,0;6,0,6,6  kkk TT  . 

Например, при k =0,0017 имеем k=1 и   1233,00017,0;01,01,0  TT , а 

  84,00017,0;6,01,61,6  TT ; 

3) построчно слева направо заполняются ячейки таблицы, соответ-

ствующие внутренним узловым точкам сетки по соотношению 

 kikikiki TTTT ,1,,11, 4
6

1
  .  

Например, для 1,0ix ; 0017,0k  имеем ячейку таблицы, соответ-

ствующую внутренней узловой точке (1;1).  

Тогда по индексам i=1; k+1=1  =>  k=0,  

поэтому       38,060,039,0412,0
6

1
4

6

1
0017,0;1,0 0,20,10,01,11,1  TTTTT . 

Для 20,хi  ; 0170,k   имеем ячейку таблицы, соответствующую внут-

ренней узловой точке (2,1). Тогда по индексам i=1; k+1=1  =>  k=0,  

поэтому       59,075,060,0439,0
6

1
4

6

1
0017,0;2,0 0,30,20,11,21,2  TTTTT ; 

4) для массива внутренних узловых точек таблица заполняется после-

довательно построчно сверху вниз по достижении временной грани-

цы 010,кон  . 

 

Задача 3.3. Краевая задача для линейного неоднородного 

дифференциального уравнения второго порядка с постоянными 

коэффициентами 
 

Решить краевую задачу для дифференциального уравнения tgxyy   

при   0
6

0 










yy , применив аналитический и приближенный методы. Об-

ласть существования модели задана промежутком 






 


6
;0х .  

 

Решение  

1. Аналитический (точный) метод  

Исходное дифференциальное уравнение - линейное неоднородное  

2-го порядка с постоянными коэффициентами. Составим для него харак-

теристическое уравнение: 012 k . Его корни ik 2,1 , поэтому общее ре-

шение однородного уравнения xsinCсоsxСу 21  , где С1 и С2 – произволь-
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ные постоянные.  

Для поиска общего решения неоднородного уравнения воспользуем-

ся методом вариации произвольных постоянных Лагранжа. Метод подбо-

ра частного решения (метод неопределенных коэффициентов здесь не 

применим из-за неудачной структуры правой части исходного уравнения).  

Будем искать решение уравнения в виде       xsinxCсоsxхСу 21  , где 

 хС1  и  xC2  можно найти из системы  

   

     







xfухСухС

ухСухС

2211

2211 0
       или     

   

   







tgxxcosхСxsinхС

xsinхСxcosхС

21

21 0
 

    (в общем виде)                                  (в нашем случае) 

 

Решая эту систему, получим  
xcos

xsin
хС

2

1  ;    xsinхС 
2 .  

Далее 

  A
x

tglnxsinA
xcos

dx
xdxcosAdx

xcos

xcos
Adx

xcos

xsin
xC 







 



    42

1 22

1  

    BxcosBdxsinxC2 , где  А и В – произвольные постоянные. 

Тогда общее решение исходного уравнения запишется в виде 








 
 xsinBxsinxcosxcosA

x
tglnxcosxsinxcosу

42








 


42

x
tglncosxsinBxcosA . 

Значения произвольных постоянных  А и В определяем из краевых 

условий:  





























0
3666

0
4

000

tglncossinBcosA

tglncossinBcosA

   =>  0A ;  
2

33 


ln
B .  

В итоге искомое значение, удовлетворяющее поставленным краевым 

условиям, имеет вид: 






 


42
3

2

3 x
tglnxcosxsinlny .  

Проверка показывает, что в области существования модели 






 


6
;0x  

решение существует.  

 

2. Приближенный метод 

Для решения данной краевой задачи используем метод конечных 

разностей (МКР), который в отличие от аналитического позволяет полу-

чить приближенное решение независимо от вида правой части уравнения 

и коэффициентов при производных в левой его части.  

Решение краевой задачи для обыкновенного дифференциального 
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уравнения (ОДУ), типа      xfyxqyxpу   на области существования 

модели  b;ax  состоит в определении значений функции  xy , удовлетво-

ряющей данному уравнению и краевым условиям  
   

   







Bbyby

Aayaу

10

10 , где 010  , 010  , A=const, B=const.  

Разбив отрезок  b;a  на n равных частей с шагом 
n

ab
h


 , получают 

точки ihaxi    n,...,,,i 210 , называемые узловыми, в которых требуется 

найти искомые значения  ii xyy  . 

В рамках МКР производные заменяются их конечно-разностными 

эквивалентами. Тогда для внутренних точек области существования моде-

ли (при 1210  n,...,,,i ) выполняются равенства 
h

yy
y ii

i
2

11  
 ; 

2

11 2

h

yyy
y iii

i
 

 . 

Для краевых точек  bxax n   ;0 выпол-

няются равенства 
h

yy
у 01

0


  и 

h

yy
y nn

n
1

  

или 
h

yyy
y

2

34 012
0


  и 

h

yyy
y nnn

n
2

43 21  
  

(второй вариант замены дает более высокую 

точность расчета). 

В результате получается система линейных уравнений с (n+1) неиз-

вестными. Решая эту систему одним из известных способов (Крамера, 

Гаусса, обратной матрицы, простой итерации, Зейделя или другими),  

строят таблицу приближенных значений искомой функции  xy  в узловых 

точках. 

Применим изложенную выше схему для нашей задачи.  

Разбиваем область существования модели 






 

6
;0 на части с шагом 

24


h , получаем пять узловых точек с абс-

циссами 00 x ; 
24

1


x ; 

1224

2
2





x ; 

824

3
3





x ; 

624

4
4





x .  

Две точки 00 x  и 
6

4


x  являются крае-

выми, остальные – внутренними. 

Заменяем исходное дифференциальное уравнение конечно-

разностным соотношением во внутренних точках:  

ii
iii tgxy

h

yyy


 

2

11 2
 (для 3,2,1i ). 

Конечно-разностные соотношения для краевых точек 0iy  (для 0i ) 

 

 
Расчетная схема 

МКР для ОДУ 

 

 

 
Расчетная схема 
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и 0iy (для 4i ).  

Получаем систему линейных уравнений для всех узловых точек: 

(для 0i )  

 

(для 1i ) 

 

(для 2i ) 

 

(для 3i ) 

 

(для 4i ) 

 

Данная система легко сводится к состоящей из трёх уравнений с 

тремя неизвестными: 
























414,0
017,0

2

268,0
017,0

2-

132,0
017,0

2

3
23

2
123

1
12

y
yy-

y
yyy

y
yy

    =>   














0070,0983,1

0046,0983,1

0022,0983,1

23

123

12

yy

yyy

yy

     => 

(приняли 017,0
24

2








  ; 132,0
4



tg ; 683,0

12



tg ; 144,0

8



tg ) 

 

=>    














0070,0983,1

0046,0983,1

0022,0983,1

32

321

21

yy

yyy

yy

         














00550

00

00310

3

2

1

,y

039,y

,y

 

 

Сравнительная таблица значений функции  xy  для 






 


6
;0х .  

x 0 
24


 

12


 

8


 

6


 

.аналитy  0 -0,0061 -0,0097 -0,0086 0 

.приблy  0 -0,0031 -0,0039 -0,0055 0 

Низкая сходимость результатов вызвана выбором крупного шага h и 

погрешностями приближений при преобразованиях системы уравнений и 

расчетах.  

 

Задача 3.4. Решение задачи Коши для дифференциального 

уравнения 
 

Решить задачу Коши для дифференциального уравнения 
y

x
yy

2
  































0

2

2

2

     0

4

332

234

222

123

112

012

0

y

tgxy
h

yyy

tgxy
h

yyy

tgxy
h

yyy

y

     

 

=> 
метод по-

следовательных 

преобразований 
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при заданном начальном условии   10 y , применив аналитический  и при-

ближенный методы. Область существования модели задана промежутком 

 1;0x .  

 

Решение  

1. Аналитический (точный) метод  

Перепишем базовое дифференциальное уравнение модели в виде 
12  yxyy . Очевидно, перед нами нелинейное уравнение Бернулли  типа 

    nyxqyxpy  , где   1xp ;   xxq 2 ; 1n . Для приведения его к ли-

нейному, умножим обе части на y, тогда xyyy 22  , после чего введем 

замену 2yz  .  

Отсюда получим yyzx
 2   => 

2

z
yy


 . В итоге приходим к уравне-

нию xz
z

2
2




 (*)  - линейное неоднородное дифференциальное уравнение 

1-го порядка относительно функции  xz .  

Проинтегрируем его методом вариации произвольной постоянной 

Лагранжа. Для этого вначале решаем линейное однородное уравнение 

0
2




z
z

, которое является уравнением с разделяющимися переменными: 

zz 2    => z
dx

dz
2    => dx

z

dz
2   =>  Clnxzln  2   =>  xeCz 2

00  , где С – про-

извольная постоянная. 

Полагая частным решением уравнения (*)   x

част exСz 2 , получаем 

    xx

част exCexCz 22 2  . 

Тогда       xexCexCexС xxx 2
2

1 222  ,  

откуда имеем   xexС x 42     =>   xexxС 24  и далее 

     



















 


xxx

xx

edxeded

DxdUxU
dxxedxxexC 222

22

2

144


 

интегрирование по частям 

xxxxxx eexdxeexdxexe 222222 222
2

1

2

1
4  








   

Тогда   122 222   xeexez xxx

част  

Общее решение уравнения (*) в соответствии с принципом наложе-

ния для линейных уравнений и теоремой о структуре решения линейного 

неоднородного дифференциального уравнения 122  xСezzz x

частооон  

Переходя к исходной переменной y, получаем 122  xСey x

он .  

С учетом начальных условий    10 y  находим величину С: 

111 С   =>   С+1=1    =>     С=0. Следовательно, искомое частное 
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решение будет 12  xy . Очевидно, решение существует в области суще-

ствования модели  1;0x .  

 

2. Приближенный метод  

В соответствии с имеющимися рекомендациями выбираем числен-

ный метод Рунге-Кутта, как сочетающий высокую точность расчетов и 

относительно малую трудоемкость. Схема применения метода позволяет 

получить таблицу значений функции  ху , определяемой дифференциаль-

ным уравнением первого порядка  yxfy ,  с заданными начальными усло-

виями   00 yxy  . 

На каждом шаге вычисления выполняют по формуле 

        iiii

ii kkkkyy 43211 22
6

1
 , где  

   ii

i yxfhk ,1  ;  
 
















2
,

2
1

2

i

ii

i
k

y
h

xfhk ;  

 
 











2
,

2

2
3

i

ii

i k
y

h
xfhk ;     i

ii

i kyhxfhk 34 ,  , причем hixxi  0   

( ni ,...,2,1,0 ), где h – шаг аргумента. 

Погрешность метода на каждом шаге имеет порядок 5h . 

Решаем задачу, выбрав шаг аргумента на всей области существова-

ния модели h=0,2.  В нашем случае  
y

x
yyxf

2
,  .  

1 шаг. 00 x ; 0i ;   100  yxy ; 

2,0
1

02
12,00

1 






 
k ; 

  1836,0
1,1

1,02
1,12,01,1;1,02,00

2 






 
  fk ;  

  1817,00918,1;1,02,00

3   fk ; 

  1686,01817,1;1,02,00

4   fk  

Тогда     1832,11686,03674,03672,02,0
6

1
122

6

1 0

4

0

3

0

2

0

101  kkkkyy  

2 шаг. 2,01 x ; 1i ;   1832,111  yxy ; 

    1690,0
1832,1

2,02
1832,12,01832,1;2,02,0;2,0 11

1

1 






 
 fyxfk ; 

  1589,0
2677,1

3,02
2677,12,02677,1;3,02,01

2 






 
  fk ; 

  1575,0
2627,1

3,02
2627,12,02627,1;3,02,01

3 






 
  fk ; 

  1488,0
3407,1

4,02
3407,12,03407,1;4,02,01

4 






 
  fk  

Расчетная схема 
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Тогда     3416,11488,0315,01690,02,0
6

1
1832,122

6

1 1

4

1

3

1

2

1

112  kkkkyy  

3 шаг. 4,02 x ; 2i ;   3416,111  yxy ; 

  1491,0
3416,1

4,02
3416,12,03416,1;4,02,02

1 






 
  fk ; 

  1420,0
4162,1

5,02
4162,12,04162,1;5,02,02

2 






 
  fk ; 

  1409,0
4126,1

5,02
4126,12,04126,1;5,02,02

3 






 
  fk ; 

  1346,0
4825,1

6,02
4825,12,04825,1;6,02,02

4 






 
  fk  

Тогда     4832,11346,02818,0284,01491,0
6

1
3416,122

6

1 2

4

2

3

2

2

2

123  kkkkyy  

4 шаг. 6,03 x ; 3i ;   4832,133  yxy ; 

  1348,0
4832,1

6,02
4832,12,04832,1;6,02,03

1 






 
  fk ; 

  1295,0
5506,1

7,02
5506,12,05506,1;7,02,03

2 






 
  fk ; 

  1287,0
548,1

7,02
548,12,0548,1;7,02,03

3 






 
  fk ; 

  1239,0
6119,1

8,02
6119,12,06119,1;8,02,03

4 






 
  fk  

Тогда     6124,11239,02574,0259,01348,0
6

1
4832,122

6

1 3

4

3

3

3

2

3

134  kkkkyy  

5 шаг. 8,04 x ; 4i ;   6124,144  yxy ; 

  1240,0
6124,1

8,02
6124,12,06124,1;8,02,04

1 






 
  fk ; 

  1199,0
6744,1

9,02
6744,12,06744,1;9,02,04

2 






 
  fk ; 

  1192,0
6724,1

9,02
6724,12,06724,1;9,02,04

3 






 
  fk ; 

  1153,0
7316,1

12
7316,12,07316,1;12,03

4 






 
  fk  

Тогда     7320,11153,02384,02398,01240,0
6

1
6124,122

6

1 4

4

4

3

4

2

4

145  kkkkyy  

Сравнительная таблица значений функций  xy  для  1;0x  

x 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

.аналитy  1 1,1832 1,3416 1,4832 1,6125 1,7321 

.приблy  1 1,1832 1,3416 1,4832 1,6124 1,7320 

Из таблицы видна высокая сходимость результатов, полученных 

аналитическим и приближенным методами. 
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Задача 3.5. Исследование функциональной теоретической 

модели 
 

Функциональная теоретическая модель процесса имеет вид 

  365  xxfy x . Требуется найти нули модели с погрешностью 001,0 , 

если область существования модели   ;0x .  

 

Решение  

Задача сводится к решению нелинейного уравнения 0365  xx . Ре-

шение подобных уравнений осуществляется в два этапа. На первом этапе 

отделяют корни, т.е. находят такие отрезки числовой прямой, внутри ко-

торых находится строго один корень. На втором этапе уточняют корень, 

т.е. находят его значение *x  с предварительно заданной точностью.  

1. Проведем процедуру отделения корней, используя классическую 

схему с производной (альтернатива: см. примечание). 

Находим производную   655  lnxy x . Найдем корни производной 

  0 xy  =>  
5

6
5

ln

x    =>   ln5lnlnlnх  65  =>  

 
768,0

6094,1

4759,07118,16








ln5

ln5lnln
x .  

Составляем таблицу знаков функции  xf , полагая х равным крити-

ческим значениям функции (корням производной или близким к ним), а 

также граничным значениям (исходя из области существования модели): 

 

 

 

Т.к. происходит одна перемена знака, уравнение имеет один действитель-

ный корень. 

Чтобы завершить операцию отделения корней, уменьшаем промежу-

ток, содержащий корень, взяв дополнительные значения:   

 

 

 

Отсюда видно, что корень находится внутри отрезка x*  2;1 .  

Примечание: отделение корня можно было провести простой подстанов-

кой х в  xfy   или графическим методом.  

2. Проведем процедуру уточнения корня. 

Вариант 1 (метод хорд)  

1a ; 2b . Находим вторую производную   55 2lnxf x  . В промежут-

ке  2;1  выполняется неравенство     0 bfbf , поэтому для вычислений 

х 0 1 +  

знак f(x) - - + 

х 0 1 2 +  

знак f(x) - - + + 
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применяем формулу: 
 

   
 i

i

i
ii xb

xfbf

xf
xx 


1 . При этом последователь-

ность ,...,,, 3210 xxxx будет приближаться к корню слева, т.е. в качестве 

начальной берем левую границу отрезка. 

(Схеме приближения к корню справа соответствует формула 
 

   
 ax

xfaf

af
ax i

i

i 


1 , если     0 afaf .) 

Применяем для расчетов 10  аx ;   1031225 bf . 

Вычисления сводим в итерационную таблицу: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  286,1

7

2
112

410

4
11 




x  

 
  442,1714,0218,0286,1286,12

793,210

793,2
286,12 




x  

 
  513,1558,0128,0442,1442,12

468,110

468,1
442,13 




x  

 
  543,1487,0062,0513,1513,12

661,010

661,0
513,14 




x  

 
  554,1457,0025,0543,1543,12

277,010

277,0
543,15 




x  

 
  560,1446,0013,0554,1554,12

129,010

129,0
554,16 




x  

 
  562,1440,00046,0560,1560,12

046,010

046,0
560,17 




x  

 
  563,1438,00018,0286,1562,12

018,010

018,0
562,18 




x  

Останавливаем расчеты, когда 001,078  xx (т.е. после восьми ша-

гов) 

Вариант 2 (метод Ньютона или метод касательных)  

1a ; 2b . Находим вторую производную   55 2lnxf x  . В промежут-

ке  2;1  выполняется неравенство     0 bfbf , поэтому в качестве началь-

i ix   ixf  ixb   

0 1 -4 1 

1 1,286 -2,793 0,714 

2 1,442 -1,468 0,558 

3 1,513 -0,661 0,487 

4 1,543 -0,277 0,457 

5 1,554 -0,129 0,446 

6 1,560 -0,046 0,440 

7 1,562 -0,018 0,438 

8 1,563   
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ной точки берем правую границу отрезка. Последовательность 

,...,, 210 xxx будет приближаться к корню справа. Тогда 20  bx . Рабочая 

формула имеет вид: 
 
 0

1
xf

xf
xx i

ii


  (в отличие от метода хорд, формула 

универсальна и не зависит от выбора границы в качестве начального при-

ближения). Предварительно находим       2359,346552 2

0  lnfbfxf  

Вычисление сводим в итерационную таблицу: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

708,1
2359,34

10
21 x ;  

639,10069,0708,1
2359,34

3777,2
708,12 x ; 

605,1034,0639,1
2359,34

1494,1
639,13 x ; 

587,1018,0605,1
2359,34

609,0
605,14 x ; 

577,1010,0587,1
2359,34

339,0
587,15 x ; 

571,1006,0577,1
2359,34

193,0
577,16 x ;    

568,1003,0571,1
2359,34

108,0
571,17 x ; 

566,1002,0568,1
2359,34

065,0
568,18 x ; 

565,1001,0566,1
2359,34

037,0
566,19 x . 

Останавливаем расчеты, когда 001,089  xx (т.е. после девяти ша-

гов) 

 

 

 

i ix   ixf  

0 2 10 

1 1,708 2,3777 

2 1,639 1,1494 

3 1,605 0,609 

4 1,587 0,339 

5 1,577 0,193 

6 1,571 0,108 

7 1,568 0,065 

8 1,566 0,037 

9 1,565  
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Задача 3.6. Оценка температурного поля 
 

Провести оценку температурного поля (распределения температуры 

по сечению) для канала, поперечное сечение которого представлено на 

схеме, если на внутренней поверхности канала поддерживается темпера-

тура 1000 
о
С, на наружной поверхности сечения температура равна 0 

о
С. 

 

Решение  

Из условия задачи следует, что мы имеем дело с процессом стацио-

нарной теплопроводности, который в двумерной постановке описывается 

уравнением стационарной теплопроводности Фурье (Лапласа) 0
2

2

2

2











y

T

x

T
. 

Конечно-разностным эквивалентом уравнения Лапласа для двумерной по-

становки является:  

04 04321  TTTTT ,  

где 1,2,3 и 4 – соседние 

узлы для точки 0.  

Из последнего соот-

ношения видно, что тем-

пература в любом узле 

сетки для конечно-

разностного представле-

ния уравнения Лапласа 

есть среднее арифметиче-

ское значение температур 

в соседних узлах. Это 

фундаментальное свой-

ство уравнения Лапласа 

лежит в основе релаксационного метода решения задач стационарной 

теплопроводности и используется для оценки температурных полей.  

Для решения нашей задачи с учетом центральной и осевой симмет-

рии поперечного сечения канала достаточно рассмотреть ¼ сечения. Вна-

чале выбираем шаг сетки равным 4/А , при котором число узловых то-

чек будет минимальным, с тем, чтобы в этих точках можно было бы легко 

найти температуры: имеем 041 TT
о
С; 100032 TT

о
С (по условию), тогда 

  43210
4

1
TTTTT   5000100010000

4

1


 о
С.   
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Сгущаем сетку до  8/А  и определяем температуру в точке 5  

    375100005000
4

1

4

1
26015  TTTTT

 о
С, т.к. 06 T

о
С (по условию). 

Далее     125005000
4

1

4

1
84017  TTTTT

 о
С, т.к. 06 T

о
С (по усло-

вию). 

В силу симметрии 37559 TT
 о
С (это можно проверить расчетом). 

Аналогично      71950010001000375
4

1

4

1
0112512  TTTTT

 о
С 

В силу симметрии 7191213 TT
 о
С.  

Далее     2503755001250
4

1

4

1
907414  TTTTT

 о
С; 

    2501255003750
4

1

4

1
705115  TTTTT

о
С (это же получается в 

силу симметрии точек 14 и 15).   

Наконец,      5,43710037520
4

1
2

4

1
2561716  TTTTT

 о
С. 

При необходимости сетка сгущается и далее, а затем для наглядно-

сти на сечение наносятся изотермы (линии, связывающие точки с одина-

ковыми температурами). 
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Задача 3.7. Функциональная модель для задачи  

теплопроводности неограниченной плоской стенки  

при стационарном режиме в одномерном варианте 
 

Составить функциональную модель (записать математическую по-

становку) для задачи теплопроводности неограниченной плоской стенки 

толщиной L при стационарном режиме в одномерном варианте. На по-

верхности 0y  поддерживается постоянная температура T1, а на поверх-

ности Ly  , контактирующей с газовой средой с температурой constTгаз  , 

действует закон теплоотдачи Ньютона. Коэффициент теплоотдачи через 

газовую среду   принять постоянным. Коэффициент теплопроводности 

материала стенки сonst . 

 

Решение  

Будем составлять теоретическую модель процесса стационарной 

теплопроводности в одномерном варианте. Для нее в качестве базового 

выбираем уравнение стационарной теплопроводности Фурье (уравнение 

Лапласа): 0
2

2

2

2

2

2
















z

T

y

T

x

T
.  

Для условий нашей задачи уравнение упрощается до  0
2

2






y

T
  =>  

0
2

2


y

Td
. 

В силу стационарности процесса условия  однозначности записыва-

ются как граничные (начальные и конечные условия отсутствуют): 

при 0y   1ТТ гр   (граничные условия I рода); 

при Ly     г а з

гр

TT
n

Т





   (граничные условия III рода, соответ-

ствующие действию закону теплоотдачи Ньютона) 

Т.к. вектор n  для нашей задачи сонаправлен с осью Оу, то второе 

граничное условие нужно переписать в виде  газTT
у

Т





  . 

Ожидаемый вид решения модели  yTT  . 

 

Задача 3.8. Функциональная модель для краевой задачи 

расчета полей скоростей при движении несжимаемой невязкой 

жидкости между двумя плоскими стенками 
 

Составить функциональную модель (записать математическую по-

становку) для краевой задачи расчета полей скоростей при движении не-

сжимаемой невязкой жидкости между двумя плоскими стенками 0y  и 
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hy   в изотермических условиях для двумерного варианта. Движение ла-

минарное и осуществляется вдоль осей х и у. Начальная скорость жидко-

сти 0W , начальное давление р0. Массовую плотность жидкости принять 

постоянной const . 

 

Решение  

Будем составлять теоретическую модель процесса стационарного 

движения несжимаемой невязкой жидкости в двумерной постановке. Для 

нее качестве базовых выбираем уравнение сплошности и движения (Урав-

нение энергии опускаем в силу заявленных в условиях задачи изотермиче-

ских условий движения жидкости): 



























y

p

d

dW

x

p

d

dW

Wdiv

y

x







 0

,  

где yx WW , - проекции вектора W  скорости жидкости на оси декартовой 

прямоугольной системы х и у.  

Отсюда имеем  













































d
y

p
W

d
x

p
W

y

W

x

W

y

x

yx

1

1

0

 

Дополняем систему базовых уравнений условиями однозначности:   

 при 0    0WW   - начальные условия, 

 при 0y   и при hy    0xW  (граничные условия прилипания) и 

0yW  (граничные условия непроницания). 

Конечные условия определяются величиной контрольного интервала 

времени. 

Ожидаемый вид решения модели 
 

 











,,

,,

yxWW

yxWW

yy

xx
 . 

 

Задача 3.9. Поиск корней полинома при решении  

функциональной модели 
 

Функциональная математическая модель процесса описывается со-

отношением   6116 23  xxxxy . Область существования модели 
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 10;10x . Установлено, что при 10 х  полином обращается в нуль. Тре-

буется найти, при каких еще значениях х наблюдаются нули полинома 

 xy . 

 

Решение  

Задача по сути сводится к поиску всех корней полинома. Поскольку 

порядок полинома равен трем, а решение кубического уравнения весьма 

трудоемко, воспользуемся тем, что один из действительных корней 

найден, для понижения порядка. Проведем деление исходного полинома 

на  0хх  , т.е. на  1х : 

     x
3
+6x

2
+11x+6    | x+1      0           

     x
3
+x

2
                  x

2
+5x+6 

           5x
2
+11x+6 

           5x
2 
+5x      0 

                    6x+6 

                    6x+6 

                          0 

Следовательно,  x
3
+6x

2
+11x+6=(х+1)(х

2
+5х+6). 

Второй множитель представляет собой квадратичный трехчлен, ко-

торый легко раскладывается на множители по определяемым корням 

21 х ;  32 х , тогда      321  хххху . 

Тогда нули функции будут иметь место при 10 х ; 21 х ;  32 х . 

Альтернативный (но более трудоемкий) метод решения задачи 

предусматривает последовательное отделение и уточнение корней поли-

нома приближенными методами.   



ТЕМА 4. ОПТИМИЗАЦИЯ, ПРОГНОЗИРОВАНИЕ,  

ПОИСК НАИБОЛЬШИХ И НАИМЕНЬШИХ ЗНАЧЕНИЙ 

НА МОДЕЛЯХ 
 

Задача 4.1. Математическая постановка транспортной  

задачи оптимизации 
 

Записать математическую постановку классической транспортной 

задачи оптимизации доставки продукции с n складов m потребителям. 

 

Решение  

Пусть в пунктах 1А , 2А , …, nА  находятся склады, в которых хранятся 

ресурсы (продукция) в количествах  1Х , 2Х , …, nХ  соответственно. В 

пунктах 1В , 2В , …, nВ  находятся потребители (установки), к которым 

необходимо доставить ресурсы в количествах, не меньших, чем 1Y , 2Y , …, 

mY  соответственно.  

Пусть ijx  - количество ресурсов, доставляемых с i–го склада j–му по-

требителю ( 0ijx ), а ijd - стоимость доставки единицы ресурса с i–го скла-

да j–му потребителю.  

Тогда задача сводится к составлению искомого плана перевозок, 

обеспечивающего минимум транспортных расходов, описываемых неко-

торой функцией стоимости Z. (В другом варианте возможна минимизация 

времени доставки или пути следования продукции.) 

Для того чтобы удовлетворить запросы потребителей, необходимо 

выполнение неравенства j

n

i

ij Yx 
1

       (1). 

Но с любого склада невозможно вывезти продукции больше, чем там 

имеется, поэтому  i

m

i

ij Xx 
1

        (2). 

(Условия (1) и (2) носят название условий  материального баланса.) 

Удовлетворить условиям (1) и (2) можно бесконечным числом спо-

собов. Для выбора определенного решения, т.е. величины ijx , используем 

критерий оптимизации, в качестве которого будет выступать функция 

стоимости 
 


n

i

m

j

ijij xdZ
1 1

. 

Тогда математическая постановка задачи запишется: 
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, где 0ijx , ni ,1 , mj ,1 . 

 

 

Задача 4.2. Математическая постановка задачи расчета мно-

гокомпонентной шихты с оптимизацией по стоимости 
 

Записать математическую постановку задачи расчета многокомпо-

нентной шихты с оптимизацией по стоимости.  

 

Решение  

Многокомпонентная шихта – металлозавалка для плавильного агре-

гата, набираемая из многих компонентов различного химического состава, 

позволяющая при ведении плавки без нарушений технологии получить 

сплав заданного химического состава. Расчет такой шихты с оптимизаци-

ей по стоимости представляет собой определение доли каждого компо-

нента в металлозавалке в таком их сочетании, чтобы гарантировать мини-

мальную стоимость шихты и получение сплава заданного химического 

состава с учетом особенностей плавильной печи.  

Пусть заданный химический состав сплава определяется n элемен-

тами. Тогда для содержания в сплаве j-го элемента jE   справедливо нера-

венство B

jj

Н

j EEE  , где  Н

jE  и B

jE - соответственно нижний и верхний пре-

делы содержания  j-го химического элемента в готовом сплаве; 0jE ,  

nj ,1 . 

Если в составе шихты имеется m компонентов, а доля  i-го компо-

нента в металлозавалке ix , то соображений материального баланса полу-

чаем 10  ix  и 1
1




m

i

ix , где mi ,1 .  

Далее соотношения могут дополняться так называемыми технологи-

ческими ограничениями на использование в металлозавалке того или ино-

го компонента шихты (например, загрязненного вредными примесями 

возврата или чистых сплавов, обладающих высокой ценой). Эти ограни-

чения обычно связаны с особенностями конкретного производства: 

iii pxq  , где  iq  и ip  - соответственно нижняя и верхняя границы содер-

жания в металлозавалке  i-го компонента шихты. 

Количество j-го химического элемента, привносимое в состав i–м 




























 





n

i

m

j

ijij

i

m

j

ij

j

n

i

ij

xdZ

Xx

Yx

1 1

1

1

min
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компонентом шихты, определяется содержанием этого элемента в данном 

компоненте шихты ijE  (Обычно это величина берется из сертификата на 

конкретный компонент шихты или определяется по данным входного 

контроля шихтовых материалов.). С учетом угара jY , неизбежно происхо-

дящего с j-м химическим элементом при нагреве шихты и ее расплавлении 

в конкретном плавильном агрегате и ведении плавки в определенном тер-

мовременном режиме, содержание j-го химического элемента в готовом 

сплаве будет равно  



m

i

jiijj YxEE
1

1 . (В случае пригара элемента jY  бе-

рется со знаком минус.) 

При условии, что iС  - цена i-го компонента шихты, в качестве крите-

рия оптимизации можно рассматривать функцию стоимости 



m

i

iixСF
1

 

(Выражение ii xС   будет представлять собой ценовой вклад i-го компонен-

та шихты в ее стоимость.). 

Тогда математическая постановка задачи запишется:  

(всего n неравенств для nj ,1 ) 

 





































m

i

ii

iii

m

i

i

m

i

В

jiiij

Н

j

minxСF

pxq

x

EYxEE

1

1

1

1

1

 

где 0ix ; mi ,1 ; nj ,1 ; 0ijE . 

 

При проведении расчета шихты по средним значениям содержания 

химических элементов в сплаве первое двойное неравенство в системе за-

меняется равенством 

   СР

j

m

i

jiij EYxE 
1

1 , где  Н

j

В

j

СР

j EEE 
2

1
. 

При расчете шихты для выплавки прецизионных сплавов суще-

ственную роль играют технологические ограничения, а в правой части по-

следнего равенства вместо СР

jE  записывается конкретное рекомендуемое 

значение РЕК

jE  из интервала  Н

j

В

j EE , . 

 

Задача 4.3. Использование метода градиента для  

оптимизации функциональной математической модели 
 

Функциональная математическая модель имеет вид xyyxz 333    и 
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существует на всей числовой плоскости. Требуется провести оптимиза-

цию.  

 

Решение  

В данном случае «провести оптимизацию» означает найти экстре-

мумы функции в области существования модели. Оптимизация двумерная 

и безусловная, поэтому будем использовать стандартный метод градиента.  

Находим первые частные производные  yx
x

z
33 2 




; xy

y

z
33 2 




.  

Записываем необходимые условия экстремума 






















0

0

y

z

x

z

     =>   










033

033

2

2

xy

yx
    =>    находим две стационарные точки  0;0  

и  1;1 . 

Находим вторые частные производные  

x
x

z
6

2

2





; 3

2






yx

z
; y

y

z
6

2

2





; 3

2






xy

z
. 

Далее проверяем достаточные условия экстремума для стационар-

ных точек. 

 

Вариант 1 (по дискриминанту) 

Для точки  0;0  имеем  

 

0

0;0

2

2







x

z
А ; 

 

0

0;0

2

2







y

z
C ; 

 

3

0;0

2







yx

z
B , откуда  092  BACD , 

следовательно, в точке  0;0  экстремума нет. 

Для точки  1;1  имеем  

 

6

1;1

2

2







x

z
А ; 

 

6

1;1

2

2







y

z
C ; 

 

3

1;1

2







yx

z
B , откуда  0272  BACD , 

следовательно, в точке  1;1  имеется глобальный минимум (т.к. 0А ; 0C ), 

причем   11;1min  ZZ . Такой минимум еще называют безусловным.  

Для справки: 

 при 0D  экстремум есть, причем если 0A  (или 0C ) – мини-

мум если 0A  (или 0C ) – максимум; 

 при 0D  экстремума нет; 

 при 0D   наблюдается сомнительный случай и требуется до-

полнительное исследование. 

 

Вариант 2 (по матрице Гессе) 

Общий вид матрицы Гессе  для  nx  xxf ,...,, 21  
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











































































2

2

3

2

2

2

1

2

2

2

32

2

2

2

2

12

2
1

2

31

2

21

2

2

1

2

...

...............

...

...

nnnn

n

n

x

f
    

xx

f
  

xx

f
  

xx

f
                                  

xx

f
    

xx

f
  

x

f
  

xx

f

xx

f
    

xx

f
  

xx

f
  

x

f

H  

Данный способ чаще применяется, когда в модели фигурирует 

функция многих (n) переменных. 

Стационарная точка является экстремальной, если матрица Гессе Н в 

этой точке оказывается положительно определенной. Причем в точке 

наблюдается минимум, если на главной диагонали матрицы положитель-

ные числа, и максимум, если на главной диагонали отрицательные числа. 

Если матрица отрицательно определена, в точке экстремума нет. 

Если определитель матрицы равен нулю (матрица не определена), 

требуется дополнительное исследование. 

Значения определителя матрицы Н не обязательно вычислять. Мож-

но воспользоваться правилом: матрица является положительно опреде-

ленной, если значения угловых ведущих (или окаймляющих) миноров по 

основной диагонали матрицы положительны, и отрицательно определен-

ной, если они имеют хотя бы одно отрицательное значение.  

В нашем случае матрица Гессе запишется 





































2

22

2

2

2

y

z

xy

z

xy

z

x

z

H  

Для точки  0;0     













03

30
0;0H . 990det H . Экстремума нет.  

Для точки  1;1    



















63

36
1;1H . 027936det H . Имеется минимум. 

(Угловые ведущие миноры равны 6 и 27.) 

 

Задача 4.4. Нахождение экстремумов функциональной  

математической модели 
 

Функциональная модель некоторого процесса имеет вид 

xyyxz 333  . Область существования модели ограничена линиями 1x ; 

2x ; 1y ; xy  3 . Найти наибольшее и наименьшее значение z  и соот-

ветствующие пары аргументов модели в ее области существования. 

 

 



 45 

Решение  

Вначале находим стационарные точки области существования моде-

ли, исходя из необходимых условий экстремума функции двух перемен-

ных  уxz ; :  






















0

0

y

z

x

z

     =>   










033

033

2

2

xy

yx
    =>     

имеем две стационарные точки  0;0O  и  1;1E . 

 

Из построенной расчетной 

схемы очевидно, что обе стационар-

ные точки лежат в области суще-

ствования модели. Находим 

  00;0  fzО ;   11;1  fzЕ . Исследу-

ем поведение функции на границе 

области.  

1. Отрезок KL имеет уравнение 

1y , причем 21  х . Подставив 

1y  в выражение для функции, по-

лучаем xxz 313  . Ищем наиболь-

шее и наименьшее значения этой 

функции на отрезке  2;1x . Имеем 

033 2  xz  при всех  x , значит, 

функция монотонно возрастает и 

поэтому достигает наибольшего и наименьшего значений на концах от-

резка, т.е. в точках   1;1K  и  1;2 L . Находим   51;1  fzK ; 

  131;2  fzL . 

2. Отрезок LM имеет уравнение 2х , причем 11  y . Подставив 

2x  в выражение для функции, получаем yyz 68 3  . Ищем наибольшее 

и наименьшее значения этой функции на отрезке  1;1y . Имеем 

063 2  yz  на этом отрезке. Значит функция монотонно убывает и дости-

гает наибольшего и наименьшего значений на концах отрезка, т.е. в точ-

ках   1;2 L  и  1;2M . Находим   31;2  fzM .   

3. Отрезок PM имеет уравнение xy  3 . Подставив xy  3  в выра-

жение для функции, получаем    xxxxz  333
33 , т.е. 2123627 xxz  . 

Имеем 3624  xz , откуда 0z  при 2/3x . Значит, на отрезке PM функция 

может достигать наибольшего и наименьшего значений в точках   1;2M ; 

 4;1P  и  2/3;2/3T . Находим   754;1  fzP ;   02/3;2/3  fzT . 

4. Отрезок KP имеет уравнение 1x , причем 41  y . Подставив 

 

Расчетная схема 

 
 

Штриховкой выделена об-

ласть существования модели 
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1x  в выражение для функции, получаем yyz 31 3  . Имеем 

033 2  yz  при всех  y , значит, функция монотонно возрастает и поэтому 

достигает наибольшего и наименьшего значений на концах отрезка, т.е. в 

точках   1;1K  и  4;1P .  

Составляем таблицу для точек, где функция  уxfz ;  может дости-

гать наибольшего и наименьшего значений (их всего семь) 

 

Точка   0;0O   1;1E   1;1K   1;2 L   1;2M   2/3;2/3T   4;1P  

Значение 

функции в точ-

ке 

0 -1 -5 13 3 0 75 

 

Из таблицы определяем 5 Kнаим zz  в точке  1;1K  и 75 Рнаиб zz  в 

точке  4;1P .  Этим точкам соответствует экстремумы для данной области 

существования модели.  

 

Задача 4.5. Нахождение условного экстремума  

функциональной математической модели с помощью  

функции Лагранжа 
 

Функциональная математическая модель процесса имеет вид xyz  , 

причем аргументы модели х и у связаны уравнением 0532  ух . 

Требуется найти экстремум модели. 

 

Решение  

Задача по сути сводится к поиску условного экстремума функции 

 yxfz , , где уравнение связи   0532,  yxyx .   

Составляем функцию Лагранжа      yxyxfyxLL ,,,   ,  

где   - неопределенный постоянный множитель. Имеем 

 532  yxxyL  . Для определения стационарных точек функции Ла-

гранжа составляем систему: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 






































00,

0

0




L
   или    yx

y

L

x

L

     =>   














0532

03

02

yx

x

y





    =>    















12/5

6/5

4/5



y

x
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т.е. функция Лагранжа имеет одну стационарную точку  6/5;4/5  A . 

Проведем исследование на экстремум функции Лагранжа по знаку 

дифференциала 2-го порядка. 

Записываем выражение для дифференциала Ld 2 . Имеем 

2

2

22
2

2

2
2 2 dy

y

L
dxdy

yx

L
dx

x

L
Ld














 . 

Т.к.   02
2

2








xy

x

L
 ;   12

2








yy

yx

L
 ;   03

2

2








yx

y

L
 , то получаем 

dxdyLd  22 . 

Для получения соотношения между дифференциалами независимых 

переменных (аргументов модели) дифференцируем уравнение связи 

yx 352  . 

Имеем dydx 32      => dydx
2

3
 . 

Далее 03
2

3
2 222 








 dydyLd , следовательно, в найденной стационарной 

точке А имеем условный максимум. Получаем   24/256/5;4/5  fZA .  
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