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Введение 

Развитие современной техники связано с созданием новых и 

постоянным совершенствованием существующих технологических 

процессов. Основой их разработки является эксперимент. Повышение 

эффективности экспериментальных исследований и инженерных 

разработок достигается использованием математических методов 

планирования экспериментов. Использование методов планирования 

эксперимента для решения исследовательских задач недостаточно. Выбор 

составов сплавов, режимов их получения и обработки осуществляется до 

сих пор на основе опыта исследователей и их интуиции. Строгих теорий, 

позволяющих понимать в деталях механизмы процессов, протекающих в 

металлах и сплавах, и на этой базе создавать металлические материалы с 

оптимальными свойствами, разрабатывать режимы их обработки, не 

существует. 

Использование математико-статистических методов при постановке 

задач, в процессе экспериментирования и при обработке полученных 

данных существенно сокращает сроки решения, снижает затраты на 

исследования и повышает качество полученных результатов. 

Задачи, возникающие в исследовательской практике специалистов в 

области металлургии разнообразны, но их можно разделить на 

экстремальные задачи, цель которых поиск оптимальных составов 

сплавов, режимов их термической обработки, условий литья и т.д., и 

задачи описания, цель которых изучение общих закономерностей явлений, 

происходящих в металлах и сплавах при изменении их составов, в 

процессе приготовления, во время последующей обработки. Если для 

описания явления удается построить математическую модель, то ситуация 

упрощается. Модели можно строить на основе знаний механизмов 

явлений, происходящих, например, в сплаве при изменении его состава и 

во время обработки, т.е. теоретическим путем. Такие модели 

представляют большую ценность, так как их можно использовать не 

только для решения данной конкретной задачи, но и во многих других 

случаях. Но механизмы большинства явлений или процессов, 

происходящих в металлах и сплавах, изучены недостаточно и строгих 

количественных теорий не существует, поэтому построить модель только 

из теоретических соображений не получается. При полном или частичном 

незнании механизмов явлений, протекающих в металлах и сплавах, 

прибегают к экспериментальному способу построения моделей. Таким 

образом, ставится задача построения и анализа математических моделей, 

связывающих свойства металлов и сплавов с теми переменными, от 

которых эти свойства зависят на основе результатов эксперимента. 
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1. Эксперимент как предмет исследования 

1.1. Понятие эксперимента 

 

В технической литературе термину эксперимент устанавливается 

следующее определение - система операций, воздействий и (или) 

наблюдений, направленных на получение информации об объекте 

исследования. 

Являясь источником познания и критерием истинности теорий и 

гипотез, эксперимент играет очень важную роль как в науке, так и в 

инженерной практике.  

- каким бы простым ни был эксперимент, вначале выбирают план 

его проведения; 

- стремятся сократить число рассматриваемых переменных, для 

того чтобы уменьшить объем эксперимента; 

- стараются контролировать ход эксперимента; 

- пытаются исключить влияние случайных внешних воздействий; 

- оценивают точность измерительных приборов и точность 

получения данных; 

- и наконец, в процессе любого эксперимента анализируют 

полученные результаты и стремятся дать их интерпретацию, поскольку 

без этого решающего этапа весь процесс экспериментального 

исследования не имеет смысла. 

Современные методы планирования эксперимента и обработки его 

результатов, разработанные на основе теории вероятностей и 

математической статистики, позволяют существенно (зачастую в 

несколько раз) сократить число необходимых для проведения опытов.  

 

1.2. Классификации видов экспериментальных исследований 

Любой эксперимент предполагает проведение тех или иных опытов. 

Опыт - воспроизведение исследуемого явления в определенных 

условиях проведения эксперимента при возможности регистрации его 

результатов. По цепи проведения и форме представления полученных 

результатов эксперимент делят на качественный и количественный. 

Качественный эксперимент устанавливает только сам факт 

существования какого-либо явления. но не дает никаких количественных 

характеристик объекта исследования. Любой эксперимент всегда 

заканчивается представлением его результатов, формулировкой выводов, 

выдачей рекомендаций. Данная информация может быть выражена в виде 

графиков, чертежей, таблиц, формул, статистических данных или 

словесных описаний. Качественный эксперимент предусматривает именно 

словесное описание его результатов. 
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Словесное описание — не самый эффективный и информативный 

способ представления результатов эксперимента, поскольку он не 

позволяет дать количественных рекомендаций, проанализировать 

свойства объекта в иных условиях. Поэтому в инженерной практике 

основное содержание эксперимента представляется числом и 

количественными зависимостями. 

Количественный эксперимент не только фиксирует факт 

существования того или иного явления, но и позволяет установить 

соотношения между количественными характеристиками явления и 

количественными характеристиками способов внешнего воздействия на 

объект исследования 

Количественный эксперимент прежде всего предполагает 

количественное определение всех тех способов внешнего воздействия на 

объект исследования, от которых зависит его поведение, т.е. 

количественное описание всех факторов. 

Фактор - переменная величина, по предположению влияющая на 

результаты эксперимента. 

В отдельном конкретном опыте каждый фактор может принимать 

одно из возможных своих значений — уровень фактора. 

Уровень фактора - фиксированное значение Фактора относительно 

начала отсчета. Фиксированный набор уровней всех факторов в каждом 

конкретном опыте определяет одно из возможных состояний объекта 

исследования. 

При проведении опытов очень многое зависит от того, насколько 

активно экспериментатор может «вмешиваться» в исследуемое явление, 

имеет он или нет возможность устанавливать те уровни факторов, 

которые представляют для него интерес. С этой точки зрения все факторы 

можно разбить на три группы: 

- контролируемые и управляемые - это факторы, для которых можно 

не только зарегистрировать их уровень, но еще и задать в каждом 

конкретном опыте любое его возможное значение; 

- контролируемые, но неуправляемые факторы - это факторы, уровни 

которых можно только регистрировать, но задать в каждом опыте их 

определенное значение практически невозможно: 

- неконтролируемые - это факторы, уровни которых не 

регистрируются экспериментатором и о существовании которых он даже 

может и не подозревать. 

В количественном эксперименте необходимо не только 

регистрировать уровни всех контролируемых факторов, но и иметь 

возможность устанавливать количественное описание того свойства 

(отклика) исследуемого явления, которое изучает (наблюдает) 

экспериментатор. Причем поскольку на объект исследования в процессе 
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эксперимента всегда влияет огромное количество неконтролируемых 

факторов, что вносит в получаемые результаты элемент 

неопределенности, значение отклика, в каждом конкретном опыте, 

невозможно предсказать заранее. Поэтому воспроизведение исследуемого 

явления при одном и том же фиксированном наборе уровней всех 

контролируемых факторов всегда будет приводить к различным 

значениям отклика, т.е. отклик — это всегда случайная величина. 

Отклик - наблюдаемая случайная переменная, по предположению 

зависящая от факторов. 

В результате количественного эксперимента необходимо найти 

зависимость между откликом и факторами - функцию отклика. Причем 

поскольку отклик - это случайная величина, то, с точки зрения теории 

вероятностей, его можно задать одним из параметров своего 

распределения, например математическим ожиданием. 

Функция отклика – зависимость математического ожидания от 

факторов. 

С учетом приведенного выше деления факторов на три группы. 

Функцию отклика в самом общем случае можно записать в виде 

𝑀𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖 , ℎ𝑗) + εδ, (1.1) 

где 𝑀𝑦 — математическое ожидание отклика: 𝑥𝑖 - контролируемые и 

управляемые факторы: ℎ𝑗 — контролируемые, но неуправляемые 

факторы: εδ — ошибка эксперимента, учитывающая влияние 

неконтролируемых факторов. 

По тому, какой группой факторов располагает исследователь, 

количественный эксперимент в свою очередь можно разделить еще на два 

вида. Если в распоряжении экспериментатора нет управляемых факторов, 

то такой эксперимент – пассивный. 

Пассивный эксперимент - эксперимент, при котором уровни 

факторов в каждом опыте регистрируются исследователем, но не 

задаются. 

Поскольку при пассивном эксперименте исследователь не имеет 

возможности задать уровень ни одного из факторов, то при проведении 

опытов ему остается лишь «пассивно» наблюдать за явлением и 

регистрировать результаты. Планирование пассивного эксперимента 

сводится к определению числа опытов, которые необходимо провести 

исследователю для решения поставленной перед ним задачи, а конечной 

целью пассивного эксперимента в большинстве случаев является 

получение функции отклика в виде 

η𝑦 = 𝑓(ℎ𝑗) + εδ. (1.2) 
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Если же экспериментатор имеет возможность не только контролировать 

факторы, но и управлять ими, то такой эксперимент носит название 

активного. 

Активный эксперимент – эксперимент, в котором уровни факторов 

в каждом опыте задаются исследователем, так как в этом случае 

экспериментатор имеет возможность «активно» вмешиваться в 

исследуемое явление, то активный эксперимент всегда предполагает 

какой-либо план его проведения. 

План эксперимента — совокупность данных, определяющих число, 

условия и порядок реализации опытов. Активный эксперимент всегда 

должен начинаться с планирования. 

Планирование эксперимента — выбор плана эксперимента, 

удовлетворяющего поставленным требованиям. 

К требованиям, предъявляемым при планировании активного 

эксперимента, можно отнести степень точности и надежности 

результатов, полученных после проведения эксперимента, сроки и 

средства, имеющиеся в распоряжении исследователя, и т.д. 

Целью активного эксперимента может быть либо определение 

функции отклика в виде 

η𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖) + 𝜀𝛿, (1.3) 

либо поиск такого сочетания уровней управляемых факторов 𝑥𝑖, при 

котором достигается оптимальное (экстремальное – минимальное или 

максимальное) значение функции отклика. В последнем случае 

эксперимент носит название поискового (экстремального) эксперимента. 

По условиям проведения различают лабораторный и промышленный 

эксперименты. 

Лабораторный эксперимент. В лаборатории меньше влияний 

случайных погрешностей, обеспечивается большая точность условий 

проведения опытов, в большинстве случаев осуществляется и более 

тщательная подготовка (выше «культура эксперимента»). Как правило, в 

лабораторных условиях экспериментатор может воспроизвести опыт 

значительно лучше, чем в промышленности, это означает, что при прочих 

равных условиях для установления некоторого факта на заводе 

потребуется выполнить значительно больше опытов, чем в лаборатории. 

Другое важное отличие – это большая возможность варьировать 

(изменять) уровни факторов. Например, когда в лаборатории исследуется 

химическая реакция, температуру по желанию можно изменить в широких 

пределах, а в металлургических печах, напротив, если ее и можно менять, 

то в значительно более узком диапазоне и с большей осторожностью. 

Промышленный эксперимент. В промышленных условиях 

обеспечить условия лабораторного эксперимента значительно труднее. 

Усложняются измерения и сбор информации, значительно большее 



9 

влияние на объект исследования и измерительные приборы оказывают 

различного рода помехи (резко возрастает число неконтролируемых 

факторов), поэтому в промышленном эксперименте особенно необходимо 

использовать специальные статистические методы обработки результатов. 

Кроме того, на реальном действующем производстве всегда желательно 

по возможно меньшему числу измерений получить наиболее достоверные 

результаты. 
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2. Оптимизация литейных процессов методами планирования 

экспериментов 

 

2.1. Полный факторный эксперимент 

 

Многие исследования, проводимые в физике, химии и литейном 

производстве, сводятся к решению экстремальных задач, направленных на 

отыскание оптимальных условий протекания процессов или на 

оптимальный выбор состава многокомпонентных систем. Например, 

одной из типичных задач литейного производства является выбор 

соотношения легирующих компонентов для получения сплава с 

максимальным значением какой-либо интересующей исследователя 

характеристики – ударной вязкости, коррозионной устойчивости и других. 

С аналогичными многофакторными экстремальными задачами 

приходится сталкиваться при получении сверхчистых металлов, 

изготовлении сложного оборудования или при выборе оптимальных 

условий протекания процессов. 

Существуют два различных подхода к решению задач подобного 

рода. Можно потребовать, чтобы решению экстремальных задач 

предшествовало всестороннее исследование как механизма процесса, так 

и свойств вещества. Основываясь на результатах такого исследования, 

можно создать теорию процесса, с помощью которой будут решаться все 

экстремальные задачи. Опыт показывает, что подход такого рода 

сравнительно редко применяется при решении технических задач. Как 

правило, системы, подлежащие оптимизации, оказываются столь 

сложными, что не поддаются теоретическому изучению в разумные сроки. 

В большинстве случаев экстремальные задачи решаются 

экспериментально, при неполном знании механизма явлений. 

Математическая теория экстремальных экспериментов позволяет 

выбирать оптимальную стратегию исследования при неполном знании 

процесса, получать его математическую модель.  

Системы такого рода можно представить в виде «черного ящика». 

Она будет иметь входы (независимые переменные, факторы) 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘(например, состав сплава, режимы литья) и выходы (зависимые 

переменные, отклики, параметры оптимизации, функции цели) 𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑞 

(например, свойства сплава). Каждому набору уровней входов отвечают 

определенные значения выходов. Например, сплав фиксированного состава, 

полученный и обработанный по определенной схеме и режимам имеет 

некоторый комплекс свойств. Сплав другого состава, обработанный по 

другим режимам, имеет и другие свойства. Точно ответить на вопрос, 

почему при изменении состава и режимов обработки изменились свойства 

нельзя (механизм явления либо плохо, либо совсем неизвестен, ящик 
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черный), но важен лишь сам факт изменения свойств. Если теперь 

предположить, что между выходами и входами системы существует связь, 

то задача сводится к постановке желательно минимально возможного числа 

экспериментов (выбору некоторого числа наборов уровней входов), 

фиксации выходов, а затем к построению и анализу математических 

моделей, связывающих выходы с входами. 

В случаях, когда заранее трудно предсказать математическое 

уравнение процесса, функцию представляют в виде степенного ряда, т.е. 

функция отклика (параметр процесса, подлежащий оптимизации), будет 

иметь вид 

η = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘 ). (2.1) 

Ее можно записать в виде полинома той или иной степени: 

η = β0 +∑β𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑β𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 +∑β𝑖𝑖𝑥𝑖
2 +⋯ ,

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖≠𝑗

 
(2.2) 

где β0, β𝑖, β𝑖𝑗, β𝑖𝑖 – теоретические коэффициенты регрессии. 

По результатам проведенных опытов можно определить выборочные 

коэффициенты регрессии 𝑏0, 𝑏𝑖, 𝑏𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑖, которые являются лишь оценками 

для теоретических коэффициентов регрессии. 

Математическая модель, полученная на основе опыта, будет 

выглядеть следующим образом: 

𝑦 = 𝑏0 +∑𝑏𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

+∑𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 +∑𝑏𝑖𝑖𝑥𝑖
2 +⋯ ,

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖≠𝑗

 
(2.3) 

где 𝑦 – значение выхода, предсказанное уравнением, т.е. выборочные 

оценки для η; 𝑏0, 𝑏𝑖, 𝑏𝑖𝑗, 𝑏𝑖𝑖 – вычисленные коэффициенты регрессии; 𝑥𝑖 – 

факторы, влияющие на y. 

Предположим, что исследуется процесс с двумя независимыми 

переменными 𝑥1 и 𝑥2, каждая из которых изменяется на двух уровнях: 

верхнем (+1) и нижнем (-1). Все возможные комбинации для двух факторов, 

варьируемых на двух уровнях, будут исчерпаны, если поставить 4 опыта 

(табл. 2.1). 

Табл. 2.1 

Номер 

опыта 

Кодированное значение переменных Параметр  

оптимизации y 𝑥1 𝑥2 

1 +1 +1 𝑦1 

2 -1 +1 𝑦2 

3 +1 -1 𝑦3 

4 -1 -1 𝑦4 

Геометрическая интерпретация полного факторного эксперимента 

2
2
 представлена на рис. 2.1. 
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Рис. 2.1 

В 1-м опыте оба фактора находятся на верхнем уровне; во 2-м 

фактор х1 - на нижнем, а фактор х2 - на верхнем и так далее. Такие 

таблицы обычно называют матрицами планирования экспериментов. 

В общем случае эксперимент, в котором реализуются все 

возможные сочетания уровней факторов, называют полным факторным. 

Если число уровней каждого фактора равно двум, то число опытов 

полного факторного эксперимента N составляет N = 2
k
, где k - число 

факторов, 2 - число уровней. 

Существует несколько способов построения матриц полного 

факторного эксперимента. Один из наиболее простых заключается в 

следующем: при любом k необходимо повторить дважды матрицу 

планирования, для случая k — 1 сначала при значении k-го фактора на 

верхнем уровне, а затем на нижнем. Последовательное достраивание 

матриц полного факторного эксперимента при увеличении k от 2 до 5 

показано в табл. 2.2.  

Для простоты записи единицы в табл. 4.2 опущены, оставлены 

только знаки. Первые отчеркнутые четыре опыта представляют собой 

матрицу 2
2
 (см. также табл. 2.1). Далее они еще раз повторены, и в столбце 

х3 для первой матрицы 2
2
 проставлены четыре знака «+», для второй — 

четыре знака «-». Таким образом, отчеркнутые восемь опытов 

представляют собой уже матрицу планирования 2
3
.  

Геометрическая интерпретация полного факторного эксперимента 

2
3
 представлена на рис. 2.2. 
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Рис. 2.2 

Затем в табл. 2.2 процедура повторяется до построения матрицы 2
5
. 

 

Табл. 2.2 
 

План № 

опыта 
𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 

1 2 3 4 5 6 7 

2
5
 

2
4
 

2
3
 

2
2
 

1 + + + + + 

2 - + + + + 

3 + - + + + 

4 - - + + + 

 5 + + - + + 

 6 - + - + + 

 7 + - - + + 

 8 - - - + + 

  9 + + + - + 

  10 - + + - + 

  11 + - + - + 

  12 - - + - + 

  13 + + - - + 

  14 - + - - + 

  15 + - - - + 

  16 - - - - + 

   17 + + + + - 

   18 - + + + - 
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Окончание табл. 2.2 

1 2 3 4 5 6 7 

    19 + - + + - 

   20 - - + + - 

   21 + + - + - 

   22 - + - + - 

   23 + - - + - 

   24 - - - + - 

   25 + + + - - 

   26 - + + - - 

   27 + - + - - 

   28 - - + - - 

   29 + + - - - 

   30 - + - - - 

   31 + - - - - 

   32 - - - - - 

 

Отметим следующие два важных свойства рассмотренных планов. 

Во-первых, они симметричны относительно центра эксперимента, т. е. 

сумма элементов любого столбца матрицы планирования равна нулю: 

∑ 𝑥𝑖𝑢 = 0;  
𝑁
𝑢=1  𝑖 = 1, 2, … , 𝑘. (2.4) 

Во-вторых, эти планы нормированы: 

∑ 𝑥𝑖𝑢
2 = 𝑁;  𝑁

𝑢=1  𝑖 = 1, 2, … , 𝑘; (2.5) 

то есть сумма квадратов любого столбца равна числу опытов. 

Рассмотрим теперь вид математической модели, которую можно 

построить после реализации опытов полного факторного эксперимента. 

Запишем еще раз матрицу полного факторного эксперимента 2
2
 

(табл. 2.3). 

Табл. 2.3 

Номер опыта Кодированное значение переменных Параметр 

оптимизации 

(y) 
𝑥0 𝑥1 𝑥2 𝑥1𝑥2 

1 2 3 4 5 6 

1 +1 -1 -1 +1 𝑦1 

2 +1 +1 -1 -1 𝑦2 

3 +1 -1 +1 -1 𝑦3 

4 +1 +1 +1 +1 𝑦4 

Столбец 6 содержит результаты опытов. Линейная модель может 

быть представлена в виде 

𝑦 = 𝑏0 +∑𝑏𝑖

𝑘

𝑖=1

𝑥𝑖 . 
(2.6) 
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Запишем общий вид полинома второй степени от k факторов: 

𝑦 = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑖
𝑘
𝑖=1 𝑥𝑖 + ∑ 𝑏𝑖𝑗

𝑘
𝑖≠𝑗 𝑥𝑖𝑥𝑗 + ∑ 𝑏𝑖𝑖

𝑘
𝑖=1 𝑥𝑖

2 +⋯. (2.7) 

Будем рассматривать модели, может быть и нелинейные по 

факторам, но всегда линейные по неизвестным коэффициентам. 

Для вычисления коэффициентов модели (2.6) обычно используют 

метод наименьших квадратов. Полученные с его помощью оценки 

коэффициентов обладают некоторыми оптимальными в статистическом 

смысле свойствами: состоятельностью, несмещенностью, 

эффективностью и достаточностью. Оценка коэффициента состоятельна, 

если при увеличении объема выборки она приближается к истинному 

значению коэффициента; несмещенная, если математическое ожидание ее 

равно оцениваемому значению коэффициента; эффективна, если оценка 

характеризуется минимальной дисперсией; достаточна — если включает 

максимум информации о коэффициенте. 

При использовании метода наименьших квадратов минимизируется 

следующая функция: 

Φ =∑(𝑦𝑢 − 𝑦𝑢̂)
2

𝑁

𝑢=1

= min, 
(2.8) 

где 𝑦𝑢, 𝑦𝑢̂ – соответственно экспериментальные и рассчитанные по 

уравнению (2.6) значения y в u-м опыте; N – общее число опытов. 

Перепишем уравнение (4.5), введя в него фиктивную переменную 

х0, принимающую во всех опытах значение +1 (столбец 2 в табл. 2.3). 

𝑦 = 𝑏0𝑥0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2. (2.9) 

Тогда (2.8) можно записать как 

Φ =∑(𝑦𝑢 − 𝑏0𝑥0𝑢 − 𝑏1𝑥1𝑢 − 𝑏2𝑥2𝑢)
2

𝑁

𝑢=1

= min. (2.10) 

Минимум функции (2.10) находят приравниванием к нулю частных 

производных: 

𝜕Φ

𝜕𝑏0
= 0; 

𝜕Φ

𝜕𝑏1
= 0; 

𝜕Φ

𝜕𝑏2
= 0. 

 

После дифференцирования и простейших преобразований получим 

так называемую систему нормальных уравнений метода наименьших 

квадратов: 
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{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑏0∑𝑥0𝑢

2 + 𝑏1∑𝑥0𝑢𝑥1𝑢

𝑁

𝑢=1

+𝑏2∑𝑥0𝑢𝑥2𝑢

𝑁

𝑢=1

=∑𝑥0𝑢𝑦𝑢;

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

𝑏0∑𝑥0𝑢𝑥1𝑢 + 𝑏1∑𝑥1𝑢
2

𝑁

𝑢=1

+𝑏2∑𝑥1𝑢𝑥2𝑢

𝑁

𝑢=1

=∑𝑥1𝑢𝑦𝑢;

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

𝑏0∑𝑥0𝑢𝑥2𝑢 + 𝑏1∑𝑥1𝑢𝑥2𝑢

𝑁

𝑢=1

+𝑏2∑𝑥1𝑢
2

𝑁

𝑢=1

=∑𝑥2𝑢𝑦𝑢.

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

 (2.11) 

Решение системы дает оценки неизвестных коэффициентов модели (2.9). 

Составим систему (2.11) для случая полного факторного 

эксперимента, записанного в табл. 2.2. Оказывается, что некоторые члены 

уравнений, входящие в систему, равны нулю. Действительно, легко 

видеть, что: 

∑ 𝑥0𝑢𝑥1𝑢 = 0;
𝑁
𝑢=1 ∑ 𝑥0𝑢𝑥2𝑢 = 0;

𝑁
𝑢=1 ∑ 𝑥1𝑢𝑥2𝑢 = 0

𝑁
𝑢=1 .  

В общем случае в рассматриваемых планах сумма почленных 

произведений любых двух разных столбцов матрицы планирования равна 

нулю, то есть 

∑ 𝑥𝑖𝑢𝑥𝑗𝑢 = 0;  𝑁
𝑢=1  𝑖 ≠ 𝑗. (2.12) 

Уравнение (2.12) – условие ортогональности. 

В результате использования такого ортогонального плана система 

(2.11) принимает вид: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑏0∑𝑥0𝑢

2 =∑𝑥0𝑢𝑦𝑢;

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

𝑏1∑𝑥1𝑢
2 =∑𝑥1𝑢𝑦𝑢;

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

𝑏2∑𝑥2𝑢
2 =∑𝑥2𝑢𝑦𝑢.

𝑁

𝑢=1

𝑁

𝑢=1

 (2.13) 

Для расчета коэффициентов bi не нужно решать эту систему. 

Каждый коэффициент определяется независимо от другого из своего 

уравнения системы: 

𝑏0 =
∑ 𝑥0𝑢𝑦𝑢
𝑁
𝑢=1

∑ 𝑥0𝑢
2𝑁

𝑢=1

; 𝑏1 =
∑ 𝑥1𝑢𝑦𝑢
𝑁
𝑢=1

∑ 𝑥1𝑢
2𝑁

𝑢=1

; 𝑏2 =
∑ 𝑥2𝑢𝑦𝑢
𝑁
𝑢=1

∑ 𝑥2𝑢
2𝑁

𝑢=1

; 
 

или в общем виде: 

𝑏𝑖 =
∑ 𝑥𝑖𝑢𝑦𝑢
𝑁
𝑢=1

∑ 𝑥𝑖𝑢
2𝑁

𝑢=1
;  𝑖 = 0,1, 2, … , 𝑘, 

(2.14) 

где i – номер фактора. 

Так как выполняется условие нормировки (2.5), то есть для любого 
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столбца табл. 4.3 ∑ 𝑥𝑖𝑢
2𝑁

𝑢=1 = 𝑁, формулу (2.14) можно переписать в виде 

𝑏𝑖 =
∑ 𝑥𝑖𝑢𝑦𝑢
𝑁
𝑢=1

𝑁
;  𝑖 = 0,1, 2, … , 𝑘. 

(2.15) 

Модели типа (2.6) характеризуют зависимость случайной величины 

зависимой переменной (у) от неслучайных значений независимых (𝑥𝑖). В 

таких ситуациях уравнение типа (2.6) называют уравнением регрессии, 

его коэффициенты — коэффициентами регрессии, а метод построения и 

анализа уравнений — регрессионным анализом. 

При использовании регрессионного анализа — одного из методов 

математической статистики, требуется выполнение следующих исходных 

предпосылок: 

1) зависимая переменная (отклик) — случайная величина с 

нормальным законом распределения; 

2) дисперсия в определении этой переменной не зависит от ее 

абсолютной величины; 

3) факторы измеряются с пренебрежимо малой ошибкой по 

сравнению с ошибкой в определении отклика. 

Поскольку коэффициенты регрессии рассчитывают по формуле, 

например (2.14), из результатов опытов, являющихся случайными 

величинами, то и сами коэффициенты являются случайными. 

Итак, определены все коэффициенты линейной модели (2.6). 

Рассчитанные коэффициенты в данном случае указывают на силу влияния 

факторов. Чем больше численная величина коэффициента, тем большее 

влияние оказывает фактор. С увеличением фактора величина отклика 

увеличивается, если коэффициент имеет знак плюс, и уменьшается, если 

коэффициент имеет знак минус. Величина коэффициента соответствует 

вкладу данного фактора в величину отклика при переходе фактора с 

основного уровня на верхний или нижний. Эти коэффициенты 𝑏𝑖 
называют линейными (главными или основными) эффектами фактора. 

Поскольку коэффициенты оценены независимо друг от друга, величина 

любого эффекта не зависит от того, какие величины имеют другие 

эффекты. 

 

2.2. Дробный факторный эксперимент  

2.2.1. Постановка задачи 

 

Количество опытов в полном факторном эксперименте значительно 

превосходит число определяемых коэффициентов линейной модели. 

Другими словами, полный факторный эксперимент обладает большой 

избыточностью опытов. Целесообразно сократить их число за счет той 

информации, которая не очень существенна при построении линейных 

моделей. При этом нужно стремиться к тому, чтобы матрица 
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планирования не лишилась своих оптимальных свойств.  

Рассмотрим простейшую матрицу полного факторного 

эксперимента (ПФЭ) N=2
2
. В таблице 2.4 парное взаимодействие x1x2 

приравняли к x3.   

 
Табл. 2.4. Полный факторный эксперимент с учетом эффекта взаимодействия 

Номер 

опыта 
x0 x1 x2 (x3) x1x2 y 

1  +  +  +  +  y1  

2  +  -  +  -  y2  

3  +  +  -  -  y3  

4  +  -  -  +  y4  

 

Пользуясь таким планированием, можно вычислить четыре 

коэффициента и представить результаты эксперимента в виде неполного 

квадратного уравнения:  

𝑦 = 𝑏0 + 𝑏0𝑥0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏12𝑥1𝑥2. (2.16) 

Если имеются основания считать, что в выбранных интервалах 

варьирования процесс может быть описан линейной моделью, то 

достаточно определить три коэффициента: b0, b1 и b2. Остается одна 

степень свободы. Употребим ее для минимизации числа опытов. При 

линейном приближении 𝑏12→0 и вектор-столбец х1х2 можно использовать 

для нового фактора х3. Поставим этот фактор в скобках над 

взаимодействием х1х2 и посмотрим, каковы будут оценки коэффициентов. 

Здесь уже не будет тех раздельных оценок, которые мы имели в полном 

факторном эксперименте 2k. Оценки смешаются следующим образом:  

𝑏1 → β1 + β23;     𝑏2 → β2 + β13;     𝑏3 → β3 + β12. (2.17) 

Так как мы приняли постулат о линейности модели, то все парные 

взаимодействия незначимы. Следовательно, можно минимизировать 

число опытов: вместо восьми опытов для изучения трех факторов можно 

поставить четыре. При этом матрица планирования не теряет своих 

оптимальных свойств (ортогональность, ротатабельность и т. п.).   

Найденное правило можно сформулировать так: чтобы сократить 

число опытов, нужно новому фактору присвоить вектор-столбец матрицы, 

принадлежащий взаимодействию, которым можно пренебречь.  

Тогда значение нового фактора в условиях опытов определяется 

знаками этого столбца.  

Мы рассмотрели самый простой случай: матрицу из четырех 

опытов для трехфакторного планирования. С увеличением числа факторов 

вопрос о минимизации числа опытов превращается в более сложную 
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задачу. Рассмотрим ее детально.  

 

2.2.2. Дробные реплики ПФЭ 

 

Поставив четыре опыта для оценки влияния трех факторов, мы 

воспользовались половиной полного факторного эксперимента 2
3
, или 

«полурепликой». Если бы мы х3 приравняли к -х1х2, то получили бы 

вторую половину матрицы 2
3
. В этом случае  

𝑏1 → β1 − β23; 𝑏2 → β2 − β13; 𝑏3 → β3 − β12. (2.18) 

При реализации обеих полуреплик можно получить раздельные 

оценки для линейных эффектов и эффектов взаимодействия, как и в 

полном факторном эксперименте 2
3
.  

Объединение этих двух полуреплик и есть полный факторный 

эксперимент 2
3
.  

Матрица из восьми опытов для четырехфакторного планирования 

будет полурепликой от полного факторного эксперимента 2
4
, а для 

пятифакторного планирования - четверть-репликой от 2
5
. В последнем 

случае два линейных эффекта приравниваются к эффектам 

взаимодействия. Для обозначения дробных реплик, в которых р линейных 

эффектов приравнены к эффектам взаимодействия, удобно пользоваться 

условным обозначением 2
k-p 

. Так, полуреплика от 2
6
 запишется в виде 2

6-1
,
 

а четверть-реплика от 2
5
 - в виде 2

5-2
.  

 
Табл. 2.5. Условные обозначения дробных реплик и число опытов 

Число 

факторов 

Дробная реплика Условное обозначение Число опытов 

ПФЭ ДФЭ 

3 1/2-реплика от 2
3
 2

3-1
 8 4 

4 1/2-реплика от 2
4
 2

4-1
 16 8 

5 1/4-реплика от 2
5
 2

5-2
 32 8 

6 1/8-реплика от 2
6
 2

6-3
 64 8 

7 1/16-реплика от 2
7
 2

7-4
 128 8 

5 1/2-реплика от 2
5
 2

5-1
 32 16 

6 1/4-реплика от 2
6
 2

6-2
 64 16 

7 1/8-реплика от 2
7
 2

7-3
 128 16 

8 1/16-реплика от 2
8
 2

8-4
 256 16 

9 1/32-реплика от 2
9
 2

9-5
 512 16 

10 1/64-реплика от 2
10

 2
10-6

 1024 16 

11 1/128-реплика от 2
11

 2
11-7

 2048 16 

 

Дробный план типа 2
k-р 

содержит в 2
р
 раз меньше опытов, чем план 

ПФЭ. План дробного факторного эксперимента (ДФЭ) строится 

следующим образом. Для количества факторов (k–р) составляют план 

ПФЭ по правилам, описанным ранее. Элементы столбцов для остальных р 
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факторов получают перемножением соответствующих элементов 

столбцов предыдущих факторов, причем для каждого из р факторов 

комбинация факторов – сомножителей должна быть своей.  

  

2.2.3. Генерирующие соотношения  

 

Рассмотрим конкретный пример.  

Пусть число факторов k=6. План ПФЭ при таком значении «k» 

содержал бы N=2
6
=64 опыта. Построим план ДФЭ типа 2

k-3
=2

6-3
, то есть 

1/8 – реплику от ПФЭ. Для трех факторов (6-3=3) составим план ПФЭ из 8 

опытов, а столбцы остальных факторов получим с помощью следующих  

соотношений, который называются генерирующими соотношениями:  

x4 = x1·x2·x3;        x5 = x1·x2;            x6 = x2·x3. (2.19) 

Эти соотношения показывают, элементы каких столбцов надо 

перемножить, чтобы получить элементы факторов x4, x5, x6.  

Получим план (табл. 2.6), в котором столбец x2·x3 включен только 

для последующих пояснений. Полученный план содержит лишь 8 опытов 

вместо 64 в плане ПФЭ. Однако этот план обладает худшей разрешающей 

способностью в отношении разделения влияния отдельных факторов и их 

парных и тройных взаимодействий на y. Это объясняется тем, что, 

например, фактор x6 в эксперименте изменяется от опыта к опыту точно 

так же, как и фактор x2·x3 (табл. 2.6). Поэтому нельзя утверждать, что 

изменение y в эксперименте объясняется изменением x6 или изменением 

x2·x3. При вычислении коэффициентов регрессии b6 и b23 получатся 

одинаковые значения, и нельзя сказать, что именно вычислено: b6 или b23. 

Это означает, что найденные коэффициенты регрессии будут оценками 

совместных эффектов:  

b4 → β4+ β123,  b5 → β5+ β12,  b6 → β6+ β23. (2.20) 

Здесь символом β обозначены теоретические значения 

коэффициентов регрессии.  

 
Табл. 2.6. Дробный план для шести переменных типа 2

k-3
=2

6-3 
 

Номера 

опыта 

x1 x2 x3 x4=x1·x2 x3 x5= x1·x2 x6= x2· x3 x2·x3 y 

1 + + + + + + + y1 

2 - + + - - + + y2 

3 + - + - - - - y3 

4 - - + + + - - y4 

5 + + - + + - - y5 

6 - + - - - - - y6 

7 + - - - - + + y7 

8 - - - + + + + y8 

 

Таким образом, дробный план не позволяет оценить коэффициенты 
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bi при линейных членах многочлена в «чистом виде» и определить 

«чистое» влияние факторов xi. Поэтому дробные планы следует применять 

в тех случаях, когда есть уверенность, что парные, тройные и т.п. эффекты 

равны нулю. В этом случае в выражениях (2.2) коэффициенты β123, β12, β23 

были бы равны нулю, и коэффициенты b4, b5, b6 были бы оценками 

соответственно β4, β5, β6.  

Для расчета коэффициентов линейной математической модели 

пользуются теми же формулами, что и для расчета коэффициентов 

регрессии ПФЭ. Например, для расчета коэффициента b4 матрицы, 

представленной в табл. 2.6, выражение будет иметь вид 

𝑏4 =
𝑦1−𝑦2 − 𝑦3 + 𝑦4−𝑦5 + 𝑦6+𝑦7 − 𝑦8

8
. 

(2.21) 

Знаки перед yj определяются знаками вектор-столбца x4.  

Параметры xi, в технических и прикладных научных исследованиях, 

как правило, изменяются обычно в небольших пределах, и 

математические модели функционирования этих объектов достаточно 

точно могут быть описаны многочленами второй степени. Это значит, что  

коэффициенты типа 𝑏𝑖𝑖𝑖 и 𝑏𝑖𝑗𝑞 почти всегда можно считать равными нулю. 

Это справедливо и в отношении коэффициентов при четверных и более 

взаимодействиях факторов. Данное утверждение иллюстрируется на 

рис. 2.3, где кривая 1 определяет неизвестную нам зависимость 

характеристики некоторого объекта от его параметра x.  

 
Рис. 2.3. Аппроксимация части зависимости параболой 

Эта зависимость при широком интервале изменения x довольно 

сложная и не может быть точно описана квадратным уравнением. Для 

более точного описания требуются уравнения более высокой степени. 

Однако, в реальных объектах, входные параметры обычно могут 

изменяться или их целесообразно изменять в значительно более узких 

пределах согласно различным техническим условиям или разумному 
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смыслу. Если в данном случае x может изменяться в пределах от x(-) до 

x(+), то отрезок y(x), соответствующий этому интервалу, можно 

достаточно точно описать уравнением второй степени (кривая 2 рис. 2.3). 

Конечно, за пределами интервала истинная и полученная зависимости 

далеко разойдутся, но за пределами интервала эти зависимости нас не 

интересуют. 

Следует отметить, что исследователя, как правило, интересует 

математическая модель объекта лишь в достаточно малом объеме 

факторного пространства.  

Если план ДФЭ дает возможность оценить линейные эффекты 

совместно с тройным или более высокого порядка эффектами, то такой 

план обладает достаточно высокой разрешающей способностью, так как 

тройные и эффекты более высокого порядка можно считать равным нулю. 

Парные эффекты в основном не равны нулю, так как математическая 

модель практически любого объекта исследования нелинейная и поэтому 

требует описания уравнением второй степени. Следовательно, 

генерирующие соотношения типа xi = xj xq применять нежелательно. 

Поэтому при k=3, как правило, планируют полный, а не дробный план. 

При k=4 можно построить лишь полуреплику от ПФЭ типа 2
4-1 

с 

генерирующим соотношением х4 = ± х1 х2 х3. Но чем больше k, тем больше 

имеется возможностей для построения дробных планов с разной степенью 

дробности. Например, при k=14 можно построить полуреплику от ПФЭ 

типа 2
14-1 

и четвертьреплику типа 2
14-2 

в различных вариантах, планы типа 

2
14-3 

,  2
14-4  

, 2
14-5 

, 2
14-6 

, 2
14-7 

и другие. В последнем случае план содержит 

N=2
14-7

=128 опытов против N=2
14

=16376 опытов в полном факторном 

эксперименте.  

При решении задач идентификации следует составлять такие 

планы, чтобы они позволяли получить оценки не только линейных, но и 

парных эффектов. Это необходимо для правильного описания 

поверхности цели уравнением второй степени.  

В заключение следует сказать, что ДФЭ – эффективный инструмент 

для сокращения числа опытов, но применять его следует в обоснованных 

случаях и с соблюдением некоторой осторожности.  

 

2.3. Рандомизация опытов в плане эксперимента  

 

После того как план эксперимента составлен, его необходимо 

реализовать. При этом последовательность выполнения опытов не должна 

соответствовать нумерации их в плане. Опыты необходимо «перемешать» 

так, чтобы обеспечивалась случайная последовательность их выполнения. 

Это необходимо для исключения влияния на результаты эксперимента 

изменения во времени неконтролируемых факторов, не включенных в 
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число независимых переменных.  

Пусть исследуется некоторый технологический процесс с 

параметрами х1, х2, х3, влияющими на выходную характеристику y. 

Составим план эксперимента типа 2
3
 (табл. 2.7).  

 
Табл. 2.7  

№ опыта 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

1 + + + + 

2 - + + + 

3 + - + + 

4 - - + + 

5 + + - + 

6 - + - + 

7 + - - + 

8 - - - + 

 

Кроме факторов х1, х2, х3, на технологический процесс могут влиять 

другие факторы, известные или неизвестные исследователю, которые он 

не может контролировать или может контролировать, но не может 

поддерживать стабильными на неизменном уровне. Эти факторы 

самопроизвольно могут изменяться во времени, и если опыты выполнять в 

последовательности, соответствующей их нумерации в таблице, то, при 

большой длительности эксперимента, дрейфующие во времени 

неучтенные факторы могут значительно изменяться по величине и 

существенно исказить результаты эксперимента. То есть кроме 

запланированного изменения факторов х1, х2, х3 происходит 

незапланированное изменение фактора х4. Так как факторы х3, х4 в 

эксперименте изменяются одинаково (табл. 2.7), то нельзя оценивать 

«чистое» влияние фактора х3. Коэффициент b3 получается результатом 

совместной оценки β3+β4. Неучтенных факторов, уровни которых 

дрейфуют во времени вверх или вниз, может быть много, поэтому 

b3 → β3+∑𝑖>3 β𝑖.  
Для того чтобы исключить влияние неконтролируемого временного 

дрейфа неучтенных факторов на результаты эксперимента, необходимо 

план сделать ортогональным относительно этого дрейфа, т.е. необходимо, 

чтобы первые, последние и центральные в таблице опыты с равной 

вероятностью оказались выполненными в первую и в последнюю очередь 

во времени. Для выполнения этого условия необходимо случайным 

образом назначить очередность выполнения опытов, обеспечивая при 

этом равную вероятность для всех номеров опытов.  

При работе на компьютере в большинстве прикладных программ и 

оболочек генератор случайных чисел задается оператором рандомизации. 

Например, в Excel – генератор случайных чисел имеет вид функции 
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СЛЧИС().  

Процедура случайного перемешивания опытов в отношении 

последовательности их выполнения называется рандомизацией опытов.  

Рандомизация обязательно должна выполняться при исследовании 

различных технологических процессов, а также испытании устройств, на 

работу которых могут оказывать влияние дрейфующие неконтролируемые 

факторы. При проведении эксперимента на ЭВМ или при испытании 

технических устройств, в которых не проявляются процессы старения или 

износа деталей материала за время эксперимента (проявляющиеся, 

например, в увеличении вибрации или уровня шума), и при отсутствии 

влияния внешней среды, рандомизацию опытов делать не обязательно. 
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3. Проведение эксперимента и статистическая обработка  

его результатов 

 

После выбора плана переходят непосредственно к эксперименту. 

Чтобы исключить влияние систематических ошибок, вызванных 

внешними условиями (например, неточным контролем температуры, 

изменением типа сырья, участием разных людей в проведении 

эксперимента и др.), рекомендуется опыты, заданные планом 

эксперимента, проводить рандомизировано во времени. 

При организации эксперимента следует учитывать необходимость 

иметь оценку дисперсии опыта Sy
2, которую оценивают в процессе 

эксперимента, что возможно только при повторе (дублировании) опытов. 

Под дублированием понимается не серия измерений в одном опыте 

(«несколько образцов на точку»), а полное повторение опыта: 

приготовление сплава заново, новое проведение всех технологических 

операций его обработки и т. д. В зависимости от характера дублирования 

возможно несколько способов оценки дисперсии. 

Если все опыты, заданные планом, выполняют по одному разу, а 

один из них (чаще в центре плана) дублируют несколько раз, то 

дисперсию опыта рассчитывают по формуле 

𝑆𝑦𝑢
2 =

∑ (𝑦𝑢𝑔 − 𝑦𝑢̅̅ ̅)
2𝑛𝑢

𝑔=1

𝑓𝑢
,  

(3.1) 

где 𝑦𝑢𝑔 – результат g-го повторения u-го опыта; 𝑦𝑢̅̅ ̅ – среднее 

арифметическое значение всех 𝑛𝑢 дублей u-го опыта; 𝑓𝑢 – число степеней 

свободы при определении u-й построчной дисперсии Syu
2 ; fu = nu − 1. 

Заметим, что перед вычислением 𝑦𝑢̅̅ ̅ имеет смысл исключить 

возможные промахи (грубые результаты в сериях повторных опытов) с 

помощью соответствующих статистических критериев, например Граббса. 

Затем определяют среднюю дисперсию опыта из выражения: 

𝑆𝑦
2 =

∑ 𝑓𝑢Syu
2𝑁

𝑢=1

∑ 𝑓𝑢
𝑁
𝑢=1

.  
(3.2) 

Эту же дисперсию можно подсчитать и другим способом: 

𝑆𝑦
2 =

(𝑛1 − 1)∑ (𝑦1𝑔 − 𝑦1̅̅̅)
2𝑛1

𝑔=1

(𝑛1 − 1)
+
(𝑛2 − 1)∑ (𝑦2𝑔 − 𝑦2̅̅ ̅)

2𝑛1
𝑔=1

(𝑛2 − 1)

(𝑛1 − 1) + (𝑛2 − 1) +⋯
.  

(3.3) 

Следовательно: 
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𝑆𝑦
2 =

∑ ∑ (𝑦𝑢𝑔 − 𝑦𝑢̅̅ ̅)
2𝑛𝑢

𝑔=1
𝑁
𝑢=1

∑ (𝑛𝑢 − 1)
𝑁
𝑢=1

.  

(3.4) 

В случае неравномерного дублирования: 

∑𝑓𝑢

𝑁

𝑢=1

= 𝑓1 =∑(𝑛𝑢 − 1)

𝑁

𝑢=1

.  
(3.5) 

В случае равномерного дублирования опытов 𝑛𝑢 = 𝑛, поэтому (3.4) 

после преобразования 

𝑆𝑦
2 =

(𝑛 − 1)∑ 𝑆𝑦𝑢
2𝑁

𝑢=1

𝑁(𝑛 − 1)
,  

 

принимает вид 

𝑆𝑦
2 =

∑ 𝑆𝑦𝑢
2𝑁

𝑢=1

𝑁
,  

(3.6) 

или 

𝑆𝑦
2 =

∑ ∑ (𝑦𝑢𝑔 − 𝑦𝑢̅̅ ̅)
2𝑛

𝑔=1
𝑁
𝑢=1

𝑁(𝑛 − 1)
.   

(3.7) 

Знаменатель (3.7) – число степеней свободы при определении 

дисперсии 𝑆𝑦
2 в случае равномерного дублирования: 

𝑓1 = 𝑁(𝑛 − 1).  (3.8) 

Прежде чем пользоваться (3.2), (3.3), (3.6), (3.7), необходимо 

проверить неоднородность ряда дисперсий. 

Закончив эксперимент, по формулам (2.14) или (2.15) в случае 

ортогонального планирования, рассчитывают коэффициенты регрессии. 

После расчета коэффициентов проверяют гипотезу об их 

статистической значимости. 

Следует сказать, что процедура проверки статистических гипотез в 

общем случае формально предусматривает сравнение некоторого 

критерия, рассчитанного по экспериментальным данным, с его табличным 

значением при выбранном заранее уровне значимости  или, что то же 

самое, доверительной вероятности 1 -  (если вероятности — в долях 

единицы). Уровень значимости  по сути дела определяет наибольшую 

вероятность отвергнуть правильную гипотезу, т.е. наибольшую 

вероятность предположения о том, что экспериментальный результат 

ошибочен. Например, если уровень значимости выбирают равным 0,05 

(что очень часто делается в технических задачах), то это означает, что 

допускается 5% вероятности неверного решения и доверительная 95% 

вероятность верного. 

Если найденное по экспериментальным данным значение критерия 
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попадает в область, соответствующую уровню значимости, то 

проверяемая гипотеза неверна и ее следует отвергнуть, совершив ошибку с 

вероятностью . Если же экспериментальное значение критерия попадает в 

область, соответствующую вероятности 1 - , то проверяемую гипотезу 

принимают, совершив ошибку, связанную уже с альтернативной гипотезой. 

Для проверки гипотезы о статистической значимости 

коэффициентов регрессии прежде всего рассчитывают дисперсию оценок 

коэффициентов 𝑏𝑖. Если число дублей одинаково и равно n, дисперсию 

оценок коэффициентов рассчитывают по формуле 

𝑆𝑏𝑖
2 =

𝑆𝑦
2

𝑛∑ 𝑥𝑖𝑢
2𝑁

𝑢=1

,  
(3.9) 

если выполняется условие нормировки, то 

𝑆𝑏𝑖
2 =

𝑆𝑦
2

𝑛𝑁
.  

(3.10) 

Дисперсию 
𝑆𝑦
2

𝑛
 часто называют дисперсией среднего и обозначают 𝑆𝑦̅

2. 

При ортогональном планировании значимость коэффициентов 

можно осуществлять сравнением абсолютной величины коэффициента с 

его доверительным интервалом, рассчитываемым по формуле 

∆𝑏𝑖= 𝑡α;𝑓1𝑆𝑏𝑖 ,  (3.11) 

где t — критерий Стьюдента, берется из таблиц (прил. 1) в зависимости от 

уровня значимости  и числа степеней свободы f1 при определении 

дисперсии опыта 𝑆𝑦
2; 𝑆𝑏𝑖 — среднеквадратичная ошибка в определении 

коэффициента регрессии. 

Коэффициент считается статистически значимым, когда его 

абсолютная величина больше доверительного интервала или равна ему, то 

есть 

|𝑏𝑖| ≥ ∆𝑏𝑖 ,  (3.12) 

или 

|𝑏𝑖| ≥ 𝑡α;𝑓1𝑆𝑏𝑖 .  (3.13) 

Смысл последнего неравенства заключается в том, что абсолютная 

величина коэффициента должна быть в t раз больше, чем ошибка его 

определения. 

Также значимость коэффициентов можно проверять по t-критерию, 

рассчитывая его по формуле 

𝑡расч =
|𝑏𝑖|

𝑆𝑏𝑖
.  

(3.14) 

Коэффициент значим, если 𝑡расч больше или равен 𝑡α;𝑓1
табл, то есть 
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𝑡расч ≥ 𝑡α;𝑓1
табл.  (3.15) 

Статистическая незначимость коэффициента интерпретируется как 

отсутствие влияния соответствующего эффекта. Если модель линейная и 

соответственно незначим линейный эффект, можно считать, что данный 

фактор в изученных интервалах его изменения на отклик не влияет. При 

ортогональном планировании статистически незначимые коэффициенты 

из модели могут быть исключены, при этом пересчет остальных 

коэффициентов не требуется. 

Следующим этапом обработки данных является проверка гипотезы 

об адекватности модели, т.е. поиск ответа на вопрос, можно ли 

использовать полученное уравнение или необходима более сложная 

модель. 

Гипотезу об адекватности чаще всего проверяют с помощью F-критерия 

(критерия Фишера). Его расчетное значение определяют по формуле 

𝐹𝑓2;𝑓1
расч

=
𝑆неад
2

𝑆𝑦
2
.  

(3.16) 

В знаменателе (3.16) – дисперсия опыта 𝑆𝑦
2, определенная с 𝑓1 – 

числом степеней свободы, в числителе – дисперсия неадекватности 𝑆неад
2 , 

определяемая по формуле 

 𝑆неад
2 =

∑ (𝑦𝑢расч−𝑦𝑢эксп)
2

N
u=1

𝑓2
=

SSнеад

𝑓2
,  

(3.17) 

где 𝑦𝑢расч и 𝑦𝑢эксп – значения отклика в u опыте соответственно 

рассчитанные по уравнению регрессии и определенные 

экспериментально; 𝑓2 – число степеней свободы, определяемое как 

𝑓2 = 𝑁 − 𝑘
,, (3.18) 

где 𝑘 , - число оставленных (значимых) коэффициентов уравнения 

регрессии (включая b0); N – число опытов плана. 

Таким образом, F - критерий, представляющий собой отношение 

дисперсии неадекватности и дисперсии опыта, по сути дела отвечает на 

вопрос, во сколько раз модель предсказывает хуже по сравнению с опытом. 

Гипотезу об адекватности уравнения принимают в том случае, когда 

рассчитанное значение F-критерия не превышает табличного (прил. 2) для 

выбранного уровня значимости, т.е. когда: 

𝐹расч ≤ 𝐹табл. (3.19) 

Следует отметить, что формула (3.17) справедлива лишь при 

отсутствии дублирования опытов в матрице планирования. При этом для 

расчета F-критерия используют дисперсию S
2

y, определенную по опытам, 

не входящим в план, например, дублируя опыты в центре плана. 

Если для определения 𝑆𝑦
2 повторяют опыты плана, то числитель 
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формулы (3.17), назовем его 𝑆𝑆неад, рассчитывают по-разному, в 

зависимости от способа дублирования. 

При равномерном дублировании: 

𝑆𝑆неад = n∑(𝑦𝑢расч − 𝑦𝑢эксп̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
2

N

u=1

. 
(3.20) 

Если дублируется только один опыт, например первый, то 

𝑆𝑆неад = n1 (𝑦1расч − 𝑦1эксп̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
2

+∑(𝑦𝑢расч − 𝑦𝑢эксп̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)
2

N

u=2

. 
(3.21) 

Решение любой задачи с помощью методов планирования 
последовательно проходит через неформализованные этапы и ряд 
формализованных. Примерами неформализованных являются этапы 
постановки задач, принятия решения при выборе зависимых и 
независимых переменных, выборе плана и стратегии эксперимента, при 
интерпретации полученных моделей и т.д. К формализованным этапам 
можно отнести процедуры составления выбранного плана эксперимента, 
расчета коэффициентов моделей, проверки статистических гипотез, 
реализации методик тех или иных способов оптимизации и тому 
подобное. 

Опыт применения методов планирования для решения самых разных 
задач, в том числе и технологии металлов, показал, что успех чаще всего 
определяется действиями все-таки на этапах неформализованных. Это важно 
иметь в виду, поскольку в приведенных примерах неформализованные 
этапы подробно не рассматриваются. Цель этих примеров, как и пособия 
вообще, — показать способы действий на формализованных этапах. 
Решения же на неформализованных этапах в каждом конкретном случае 
свои, они определяются сутью решаемой задачи. Описать их для всех 
случаев невозможно.  
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4. Полный факторный эксперимент с равномерным 

дублированием опытов 

 
Использование планов полного факторного эксперимента типа 2

к
 

проиллюстрируем следующим примером. 
Изучение зависимости некоторых литейных и механических свойств 

синтетического чугуна, предназначенного для литья в кокиль, от состава 
сплава по основным компонентам, условий перегрева и модифицирования. 

В качестве независимых переменных были выбраны: содержание в 
чугуне кремния (Х1), углерода (Х2); температуры перегрева (Х3) и 
модифицирования, она же заливки (Х4). Рассматривается построение 
модели только для жидкотекучести расплава, определявшейся по 
спиральной пробе (y). 

Локальную область определения факторов установили из априорных 
соображений. Было решено варьировать каждый из факторов на двух 
уровнях. Интервалы варьирования факторов и их значения в натуральном 
масштабе на основном, верхнем и нижнем уровнях указаны в табл. 4.1. 

Табл. 4.1 

Факторы X1 (Si, %) X2 (C, %) X3 (tпер, С) X4 (tмод, С) 

Основной уровень (𝑋𝑖0) 0,75 3,0 1575 1450 

Интервал варьирования (∆𝑋𝑖) 0,25 0,5 25 50 

Верхний уровень (𝑥𝑖 = 1) 1,0 3,5 1600 1500 

Нижний уровень (𝑥𝑖 = −1) 0,5 2,5 1550 1400 

 
Перейдем к кодированным значениям переменных (xi) в 

соответствии с формулами: 

𝑥𝑖 =
𝑋𝑖−𝑋𝑖0

∆𝑋𝑖
, 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖0 + ∆𝑋𝑖𝑥𝑖, 

(4.1) 

где ∆𝑋𝑖 =
𝑋𝑖max−𝑋𝑖min

2
 – интервал варьирования. 

𝑥1 =
𝑋1−0,75

0,25
, 𝑥2 =

𝑋2−3

0,5
, 𝑥3 =

𝑋3−1575

25
, 𝑥4 =

𝑋4−1450

50
. (4.2) 

Для получения возможно более полной информации об изучаемых 

зависимостях использовали полный факторный эксперимент 2
4
. План 

эксперимента в кодовом и натуральном масштабах записан в табл. 4.2. 

В соответствии с выбранным планом было выполнено 

рандомизированно во времени 16 опытов; порядок реализации указан в 

табл. 4.2. Каждый опыт повторяли три раза. 

Шихтой для приготовления чугунов служили отходы углеродистых 

сталей. Плавки вели в набивных тиглях с кислой футеровкой в 

высокочастотной индукционной печи; продолжительность каждой плавки 

примерно 1,5 ч; время перегрева не превышало 10 мин. Во всех случаях 

шихту науглероживали электродным порошком, загружавшимся вместе с 
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шихтой в холодную печь. Чугуны модифицировали в ковше 

силикокальцием (0,5% Si). 

Табл. 4.2 

Номер 

опыта 

Порядок 

реализации 

Кодовый  

масштаб 

Натуральный  

масштаб 

y  

(жидкотекучесть), 

мм 𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 

X
1
 (

S
i,

 %
) 

X
2
 (

C
, 

%
) 

X
3
 (

t п
ер

, 
С

) 

X
4
 (

t м
о

д
, 
С

) 

1 9 + + + + 1 3,5 1600 1500 970 

2 2 - + + + 0,5 3,5 1600 1500 800 

3 7 + - + + 1 2,5 1600 1500 640 

4 1 - - + + 0,5 2,5 1600 1500 550 

5 13 + + - + 1 3,5 1550 1500 890 

6 14 - + - + 0,5 3,5 1550 1500 750 

7 3 + - - + 1 2,5 1550 1500 600 

8 6 - - - + 0,5 2,5 1550 1500 500 

9 11 + + + - 1 3,5 1600 1400 420 

10 16 - + + - 0,5 3,5 1600 1400 680 

11 10 + - + - 1 2,5 1600 1400 380 

12 12 - - + - 0,5 2,5 1600 1400 340 

13 8 + + - - 1 3,5 1550 1400 390 

14 4 - + - - 0,5 3,5 1550 1400 620 

15 5 + - - - 1 2,5 1550 1400 300 

16 15 - - - - 0,5 2,5 1550 1400 320 

 

Результаты экспериментов (средние из трех опытов) приведены в 

последнем столбце табл. 4.2. 

1. Расчет дисперсии опыта  

В табл. 4.3 приведены результаты определения жидкотекучести во 

всех трижды повторенных 16 опытах. Для каждого опыта по формуле (3.1) 

рассчитана построчная дисперсия 𝑆𝑦𝑢
2 . Была проверена однородность ряда 

построчных дисперсий. По формуле (3.6) рассчитали дисперсию опыта 

 𝑆𝑦
2 = 184,4 и по формуле (3.8) число степеней свободы 

𝑓1 = 16(3 − 1) = 32. 

2. Расчет коэффициентов регрессии 

Построим модель вида: 

𝑦 = 𝑏0 + ∑ 𝑏𝑖𝑥𝑖 +

1≤𝑖≤4

∑ 𝑏𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗 +

1≤𝑖≤𝑗≤4

∑ 𝑏𝑖𝑗𝑙𝑥𝑖𝑥𝑗𝑥𝑙 +

1≤𝑖≤𝑗≤𝑙≤4

𝑏1234𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4. 
(4.3) 
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Табл. 4.3 

Номер 

опыта 

u 

Номер 

дубля 

g 

Жидкотеку

честь, мм 

(y) 

𝑦̅ 𝑆𝑦𝑢
2  Номер 

опыта 

u 

Номер 

дубля 

g 

Жидкотеку

честь, мм 

(y) 

𝑦̅ 𝑆𝑦𝑢
2  

1 1 

2 

3 

990 

960 

960 

970 

 

300 9 1 

2 

3 

410 

420 

430 

420 100 

2 1 

2 

3 

785 

810 

805 

800 

 

175 10 1 

2 

3 

655 

695 

690 

680 475 

3 1 

2 

3 

640 

650 

630 

640 100 11 1 

2 

3 

385 

390 

365 

380 175 

4 1 

2 

3 

565 

545 

540 

550 175 12 1 

2 

3 

350 

340 

330 

340 100 

5 1 

2 

3 

895 

875 

880 

885 175 13 1 

2 

3 

405 

375 

390 

390 225 

6 1 

2 

3 

765 

745 

740 

750 175 14 1 

2 

3 

635 

615 

610 

620 175 

7 1 

2 

3 

610 

590 

600 

600 100 15 1 

2 

3 

290 

315 

295 

300 175 

8 1 

2 

3 

500 

515 

485 

500 225 16 1 

2 

3 

330 

320 

310 

320 100 

 

Для расчета коэффициентов модели в табл. 4.4 приведена 

расширенная матрица планирования и результаты опытов (средние из 

трех).  

Коэффициенты уравнения регрессии определены по формуле (2.15): 

𝑏0 = 571,9; 𝑏1 = 1,9; 𝑏2 = 118,1; 𝑏3 = 25,6; 𝑏4 = 140,6; 

𝑏12 = −24,4; 𝑏13 = 3,1; 𝑏14 = 60,6; 𝑏23 = 1,9; 𝑏24 = 21,9; 𝑏34 = 1,9; 

𝑏123 = −3,1; 𝑏124 = 39,4; 𝑏134 = −0,6; 𝑏134 = 3,1; 𝑏1234 = 8,1. 

3. Проверка статистической значимости коэффициентов  

Так как при проведении экспериментов проводили равномерное 

дублирование опытов, для определения дисперсии оценок коэффициентов 

использовали формулу (3.10): 𝑆𝑏𝑖
2 = 3,84. Соответственно 

среднеквадратичная ошибка 𝑆𝑏𝑖 = 1,96. 

Для уровня значимости =0,05, числе степеней свободы 𝑓1 = 32 из 

прил. 1 табличное значение t-критерия: 𝑡0,05;32 = 2,04, по формуле (3.11) 

определили доверительный интервал коэффициентов регрессии: 

 ∆𝑏𝑖= 2,04 ∙ 1,96=4,0. 
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Табл. 4.4 

номер 

опыта 
𝑥
0

 

𝑥
1

 

𝑥
2
 

𝑥
3
 

𝑥
4
 

𝑥
1
𝑥
2
 

𝑥
1
𝑥
3
 

𝑥
1
𝑥
4
 

𝑥
2
𝑥
3
 

𝑥
2
𝑥
4
 

𝑥
3
𝑥
4
 

𝑥
1
𝑥
2
𝑥
3
 

𝑥
1
𝑥
2
𝑥
4
 

𝑥
1
𝑥
3
𝑥
4
 

𝑥
2
𝑥
3
𝑥
4
 

𝑥
1
𝑥
2
𝑥
3
𝑥
4
 

y 

(ж
и

д
к
о
те

к
у
ч
ес

ть
) 

1 + + + + + + + + + + + + + + + + 970 

2 + - + + + - - - + + + - - - + - 800 

3 + + - + + - + + - - + - - + - - 640 

4 + - - + + + - - - - + + + - - + 550 

5 + + + - + + - + - + - - + - - - 885 

6 + - + - + - + - - + - + - + - + 750 

7 + + - - + - - + + - - + - - + + 600 

8 + - - - + + + - + - - - + + + - 500 

9 + + + + - + + - + - - + - - - + 420 

10 + - + + - - - + + - - - + + - - 680 

11 + + - + - - + - - + - - + - + - 380 

12 + - - + - + - + - + - + - + + + 340 

13 + + + - - + - - - - + - - + + - 390 

14 + - + - - - + + - - + + + - + + 620 

15 + + - - - - - - + + + + + + - + 300 

16 + - - - - + + + + + + - - - - - 320 

 

Коэффициенты, абсолютная величина которых равна 

доверительному интервалу или больше его, признаются статистически 

значимыми. В данном случае это 𝑏0, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4, 𝑏12, 𝑏14, 𝑏24, 𝑏124, 

𝑏1234.Статистически незначимые коэффициенты (в данном случае 𝑏1, 𝑏13, 

𝑏23, 𝑏34, 𝑏123, 𝑏134, 𝑏234) из модели исключают. 

После реализации полного факторного эксперимента 2
4 

получено 

следующее уравнение регрессии: 

𝑦 = 571,9 + 118,1𝑥2 + 25,6𝑥3 + 140,6𝑥4 − 24,4𝑥1𝑥2 +
+60,6𝑥1𝑥4 + 21,9𝑥2𝑥4 + 39,4𝑥1𝑥2𝑥4 + 8,1𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 . 

(4.4) 

4. Проверка адекватности модели  

Определим с помощью построенного уравнения (4.4) расчетные 

значения отклика. Напомним, что все xi в данное уравнение входят в 

кодовом масштабе. Поэтому, если, например, условия 4-го опыта (табл. 

4.4): 𝑥1 = −1; 𝑥2 = −1; 𝑥3 = +1; 𝑥4 = +1, то расчетное значение 

жидкотекучести в этом опыте:  

𝑦(4) = 571,9 − 118,1 + 25,6 + 140,6 − 24,4 − 60,6 − 21,9 + 39,4 + 8,1 = 561 мм. 

Подсчитанные таким образом значения жидкотекучести приведены в 

табл. 4.5.  
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Табл. 4.5 

номер 

опыта 

u 

𝑦𝑢эксп 𝑦𝑢расч |∆𝑦| ∆𝑦2 номер 

опыта 

u 

𝑦𝑢эксп 𝑦𝑢расч |∆𝑦| ∆𝑦2 

1 970 962 8 64 9 420 421 1 1 

2 800 795 5 25 10 680 686 6 36 

3 640 636 4 16 11 380 372 8 64 

4 550 561 11 121 12 340 350 10 100 

5 890 895 5 25 13 390 386 4 16 

6 750 759 9 81 14 620 618 2 4 

7 600 601 1 1 15 300 305 5 25 

8 500 493 7 49 16 320 314 6 36 

         664 

Данные табл. 4.5 использовались для определения дисперсии 

неадекватности. Так как дублирование опытов равномерное, для 

определения дисперсии неадекватности использовали (3.20): 𝑆𝑆неад = 3 ∙

664/7 = 284,6. Построенная модель (4.4) включает девять 

коэффициентов, поэтому по (3.18) число степеней свободы 

𝑓2 = 16 − 9 = 7. 

Гипотезу об адекватности модели (4.4) проверим по F-критерию. 

Его расчетное значение по формуле (3.16): 𝐹7;32
расч

=
284,6

184,4
= 1,54. 

При уровне значимости  = 0,05 табличное значение F-критерия 

(прил. 2) 𝐹0,05;7;32
табл = 2,34. 

Поскольку 𝐹расч < 𝐹табл, гипотеза об адекватности модели (4.4) при 

5%-м уровне значимости не отвергается. 

5. Анализ модели. 

Необходимо отметить, что все соображения о направлении и силе 

влияния изученных факторов на жидкотекучесть чугуна можно высказать 

только для выбранных в работе интервалов их изменения. В этих 

интервалах оказалось слабо заметным влияние на жидкотекучесть 

содержания кремния, соотношений между температурой перегрева и 

содержанием углерода, кремния и температурой модифицирования, а 

также всех тройных эффектов, в которые входила температура перегрева. 

Из всех изученных факторов температуру перегрева можно считать самой 

слабо влияющей. 

Относительную силу влияния остальных эффектов можно 

представить по диаграмме, где величина каждого коэффициента 

обозначена столбиком соответствующей высоты (рис. 4.1). Заштрихованы 

здесь столбики, для которых коэффициенты положительны, не 

заштрихованы - для коэффициентов отрицательных. 
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Из анализа рис. 4.1 видно, что наиболее сильно жидкотекучесть 

изученных чугунов зависит от температуры модифицирования (𝑥4) и 

содержания в чугуне углерода (𝑥2). Заметно влияют соотношения между 

количеством кремния и температурой модифицирования (𝑥1𝑥4) и тройное 

взаимодействие между содержанием кремния, углерода и температурой 

модифицирования (𝑥1𝑥2𝑥4), остальные эффекты слабы. 

Если задача формулируется как отыскание факторов, 

обеспечивающих в изучаемой области их изменения наиболее высокую 

жидкотекучесть чугуна, то это можно сделать с помощью рис. 4.1. Как 

следует из рис. 4.1, наиболее высокая жидкотекучесть в том случае, когда 

все факторы находятся на уровне +1. Такой опыт был реализован в 

матрице планирования (табл. 4.7, опыт 1). Синтетический чугун с 1,5 % Si 

(0,5 % Si введено при модифицировании) и 3,5 % С, перегретый до 

температуры 1600 С, а затем модифицированный и разлитый при 

температуре 1500 С, имел жидкотекучесть 970 мм. 

 

Рис. 4.1. Относительная сила влияния факторов и их взаимодействий  

(заштрихованная область для положительных коэффициентов,  

не заштрихованная – для отрицательных) 
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Приложения 

 

Приложение 1 

 
Табл. П.1.1. Критические значения t-критерия 

Число 

степеней 

свободы, 

f 

Уровни значимости,  Число 

степеней 

свободы, 

f 

Уровни значимости,  

0,1 0,05 0,01 0,1 0,05 0,01 

1 6,31 12,7 63,66 16 1,75 2,12 2,92 

2 2,92 4,30 9,93 17 1,74 2,11 2,90 

3 2,35 3,18 5,84 18 1,73 2,10 2,88 

4 2,13 2,78 4,60 19 1,73 2,09 2,86 

5 2,02 2,57 4,03 20 1,73 2,08 2,85 

6 1,94 2,45 3,71 21 1,72 2,08 2,83 

7 1,90 2,37 3,50 22 1,72 2,07 2,82 

8 1,86 2,31 3,36 23 1,71 2,07 2,81 

9 1,83 2,26 3,25 24 1,71 2,06 2,80 

10 1,81 2,23 3,17 25 1,71 2,06 2,79 

11 1,80 2,20 3,11 26 1,71 2,06 2,78 

12 1,78 2,18 3,06 27 1,70 2,05 2,77 

13 1,77 2,16 3,01 28 1,70 2,05 2,76 

14 1,76 2,15 2,98 29 1,70 2,05 2,76 

15 1,75 2,13 2,95 30 1,70 2,04 2,75 

     1,64 1,96 2,58 

 

  



37 

Приложение 2 

 
Табл. П.2.1. Значения F-критерия для уровней значимости 0,05 (верхняя  

строка) и 0,01 (нижняя строка) 

Число 

степеней 

свободы в 

знаменателе 

Число степеней свободы в числителе 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 161 200 216 225 230 234 237 239 241 

 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 

2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,36 19,37 19,38 

 98,49 99,01 99,17 99,25 99,30 99,33 99,94 99,36 99,38 

3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,88 8,84 8,81 

 34,12 30,81 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,29 27,34 

4 7,71 6,59 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 

 21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,51 14,98 14,80 14,66 

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,78 

 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,45 10,27 10,15 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 

 13,74 10,92 9,98 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,98 3,87 3,79 3,73 3,68 

 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,71 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 

 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,19 6,03 5,91 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 

 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,62 5,47 5,35 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 

 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,21 5,06 4,95 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,70 2,64 2,59 

 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,52 2,45 2,40 

 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,71 3,56 3,45 

30 4,16 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,34 2,27 2,21 

 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,06 

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 

 7,17 5,06 4,20 3,72 3.41 3,18 3,02 2,88 2,78 

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,30 2,19 2,10 2,08 1,97 

 6,90 4,82 3,98 3,51 3,20 2,99 2,82 2,69 2,59 

 3,84 2,99 2,60 2,37 2,21 2,09 2,01 1,94 1,88 

 6,64 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,64 2,51 2,41 
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окончание табл. П.2.1 

Число степеней свободы в числителе 

10 11 12 14 16 20 24 30 50 100  

242 243 244 245 246 248 249 250 252 253 254 

6056 6082 6106 6142 6169 6208 6234 6258 6303 6334 6366 

19,39 19,40 19,41 19,42 19,43 19,44 19,45 19,46 19,47 19,49 19,50 

99,40 99,41 99,42 99,43 99,44 99,55 99,46 99,48 99,48 99,48 99,50 

8,87 8,76 8,74 8,71 8,69 8,66 8,64 8,62 8,58 8,56 8,53 

27,23 27,13 27,05 26,92 26,83 26,69 26,60 26,50 26,27 26,23 26,12 

5,96 5,93 5,91 5,87 5,84 5,80 5,77 5,74 5,70 5,66 5,63 

14,54 14,45 14,37 14,24 14,15 14,02 13,93 13,83 13,69 13,57 13,46 

4,74 4,70 4,68 4,64 4,60 4,56 4,53 4,50 4,46 4,40 4,36 

10,05 9,96 9,89 9,70 9,68 9,55 9,47 9,38 9,24 9,13 9,02 

4,06 4,03 4,00 3,96 3,92 3,87 3,84 3,81 3,75 3,71 3,67 

7,87 7,79 7,72 7,60 7,52 7,39 7,31 7,23 7,09 6,99 6,88 

3,63 3,60 3,57 3,52 3,49 3,44 3,41 3,38 3,32 3,28 3,23 

6,62 6,54 6,47 6,35 6,27 6,15 6,07 5,98 5,85 5,75 5,65 

3,34 3,31 3,28 3,23 3,20 3,15 3,12 3,08 3,03 2,98 2,93 

5,82 5,74 5,67 6,65 5,48 5,36 5,28 5,20 5,06 4,96 4,86 

3,13 3,10 3,07 3,02 2,98 2,93 2,90 2,86 2,80 2,76 2,71 

5,26 5,18 5,11 5,00 4,98 4,80 4,73 4,64 4,51 4,41 4,31 

2,97 2,94 2,91 2,86 2,82 2,77 2,74 2,70 2,64 2,59 2,54 

4,85 4,78 4,71 4,60 4,52 4,41 4,33 4,25 4,12 4,01 3,91 

2,55 2,51 2,48 2,43 2,39 2,33 2,29 2,25 2,18 2,12 2,07 

3,80 3,73 3,67 3,56 3,48 3,36 3,29 3,20 3,07 2,97 2,87 

2,35 2,31 2,29 2,23 2,18 2,12 2,08 2,04 1,96 1,90 1,84 

3,37 3,30 3,23 3,13 3,05 2,94 2,86 2,77 2,63 2,53 2,42 

2,16 2,12 2,09 2,04 1,99 .1,93 1,89 1,84 1,76 1,69 1,62 

2,98 2,90 2,84 2,74 2,66 2,55 2,47 2,38 2,24 2,13 2,01 

2,02 1,98 1,95 1,90 1,85 1,78 1,74 1,69 1,60 1,52 1,44 

2,70 2,62 2,56 2,46 2,39 2,26 2,18 2,10 1,94 1,82 1,68 

1,92 1,88 1,85 1,79 1,75 1,68 1,63 1,57 1,48 1,39 1,29 

2,51 2,43 2,36 2,26 2,19 2,06 1,98 1,89 1,73 1,59 1,43 

1,83 1,79 1,75 1,69 1,64 1,57 1,52 1,46 1,35 1,24 1,00 

2,32 2,24 2,18 2,07 1,99 1,87 1,79 1,79 1,52 1,36 1,00 
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Контрольные вопросы 

 

1. Что такое эксперимент? Какова его роль в инженерной практике? 

2. Какие общие черты имеют научные методы исследований для изучения 

закономерностей различных процессов и явлений в промышленности? 

3. Приведите классификации видов экспериментальных исследований, 

исходя из цели проведения эксперимента и формы представления 

результатов, а также в зависимости от условий его реализации. 

4. В чем заключаются принципиальные отличия активного эксперимента 

от пассивного? 

5. Поясните преимущества и недостатки лабораторного и промышленного 

экспериментов. 

6. В чем отличие количественного и качественного экспериментов? 

7. Дайте определения следующим терминам: опыт, фактор, уровень 

фактора, отклик, функция отклика, план и планирование эксперимента. 

8. Каковы процедуры метода наименьших квадратов?  

9. Какие планы экспериментов существуют и какими свойствами они 

обладают?  

10. Ортогональные планы и формулы для расчета коэффициентов 

регрессии.  

11. Какими свойствами обладает эксперимент 2
k
?  

12. Как проводится эксперимент 2
к
?  

13. Свойства генерирующих соотношений.  

14. Как с помощью генерирующих соотношений построить ДФЭ 2
k-l

?  
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