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ПРЕДИСЛОВИЕ 

  
Данный сборник задач предназначен для студентов первого курса 

всех специальностей. Задачи распределены по четырем главам: «Кинема-
тика», «Динамика материальной точки», «Динамика твердого тела» и 
«Молекулярная физика и теплота». В соответствии со сложившейся прак-
тикой распределения нагрузки, объем задачника рассчитан на 36 часов 
аудиторных занятий и соответствующее количество часов внеаудиторной 
работы.  Поэтому в сборнике не представлены некоторые темы из числа 
тех, которые обычно фигурируют в рабочих программах для студентов 
первого курса технических вузов. В частности, отсутствуют задачи по те-
мам: «Статика», «Теория упругости» и ряду других тем. Задачи на тему 
«Всемирное тяготение» вошли как составная часть в п. 2.1 «Законы Нью-
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тона. Силы», а также, в п. 2.2 «Работа. Энергия. Закон сохранения энер-
гии». Задачи на темы «Момент импульса» и «Момент силы» включены 
отдельным параграфом в главу «Динамика твердого тела».  

При составлении этого сборника мы, наряду с оригинальными за-
дачами, широко использовали материалы таких известных сборников, как, 
например: Иродов И.Е. Задачи по общей физике; Савельев И.В. Сборник 
вопросов и задач по общей физике; Чертов А.Г., Воробьев А.А. Задачник 
по физике и ряд других. 

Для обозначения векторов момента силы, момента импульса и ус-
корения были использованы символы LM

rr
 , и ar  соответственно. Момент 

инерции обозначается символом J. В остальном мы придерживались сис-
темы обозначений, принятой в учебнике Савельева И.В. Курс общей фи-
зики. Т.1.  

Номера задач повышенной сложности отмечены «звездочками» 
(например, 1.11*). В конце каждой главы имеется раздел «Примеры реше-
ния задач». Номера задач, подробное решение которых представлено в 
этом разделе, отмечены буквой «П» (например, 2.22*П).  
 Выражаем искреннюю признательность доценту А.И.Кононову за 
ряд ценных замечаний и предложений, а также лаборанту Н.С.Рыбкиной 
за помощь в оформлении макета. 
 
Краткий список астрономических величин и физических констант 

 
Астрономические 
величины 

 

Значения Физические кон-
станты 

Значения 

Радиус Земли RЗ 6,37ּ106м Гравитационная 
постоянная G 

6,67ּ10-11 
Нּм2/кг2 

Масса Земли MЗ 5,98ּ1024кг Стандартное уско-
рение свободного 
падения g 

9,807м/с2 

Масса Солнца Mс 1,99ּ1030кг Постоянная Аво-
гадро NA 

6,02ּ1023 
моль-1 
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Среднее расстояние 
от Земли до Солнца 
rс 

1,495ּ1011м Постоянная Больц-
мана kБ 

1,38ּ10-23 
Дж/К 

Средний радиус лун-
ной орбиты rл 

3,84ּ108м Молярная газовая 
постоянная R 

8,31 
Дж/(мольּК) 

Масса Луны Mл 7,35ּ1022кг Стандартный объём 
моля газа V0 

22,4 
л/моль 

 
 

1. КИНЕМАТИКА 
 

1.1.Кинематика материальной точки 
 
Основные определения 
9 Уравнение движения материальной точки 

( ) ( ) ( ) ( ) zyx tztytxtr eee
rrrr

++= ,   (1.1а) 

 где ( )trr  − ее радиус-вектор, x, y, z – проекции радиус-вектора на  
декартовы оси координат. Единичные векторы этих осей (орты) обозначе-
ны как yx e,e

rr
 и ze
r

. 
9 Средние векторы скорости и ускорения материальной точки соот-

ветственно:  
,trV ΔΔ=

rr
    (1.1б) 

tVa ΔΔ=
rr

,    (1.1в) 
где rrΔ  – перемещение (приращение радиус-вектора). 
9 Скорость и ускорение материальной точки: 

( ) ,dtrdtV rr
=     (1.1г) 

( ) .dtVdta
rr

=     (1.1д)  
9 Проекции ускорения на касательную и нормаль к траектории: 

dtdVa =τ ,     (1.1е) 

ρ= 2Van ,     (1.1ж) 
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где VV
r

=  – модуль скорости точки, ρ – радиус кривизны траектории. 

9 Путь, пройденный точкой (длина траектории), 

.
2

1
12 ∫= Vdts      (1.1з) 

9 Если 1V
r
и 2V
r
− скорости двух точек, то скорость второй точки от-

носительно первой 
.1221 VVV

rrr
−=      (1.1и) 

 
1.1.   Вектор A

r
 изменил своё направление на обратное. Найти 

AAA ΔΔΔ ,  ,
rr

. 

1.2.   Каким условиям должны удовлетворять векторы BA
rr

 и , 
для того чтобы выполнялись соотношения: 

а) 0=+ BA
rr

;   б) ABA =+
rr

;   в) 22 BABA +=+
rr

; 

г) 22 BABA −=+
rr

;   д) BABA +=+
rr

;   е) BABA −=+
rr

? 

1.3.   Задан вектор yxA e7e4
rrr

+= . Найти его проекцию на ось l, 
лежащую в плоскости (x,y). Известно, что направление этой оси образует 
угол Ο=α 30  с осью x. 

1.4.   Написать выражение для косинуса угла α  между вектора-
ми A

r
 и B

r
с компонентами .,, и ,, zyxzyx BBBAAA  

1.5.   Пусть rr ─ радиус-вектор частицы, движущейся в плоско-
сти xy. Что можно сказать о ее траектории, если: а) rr меняется только по 
модулю, не меняя направление на противоположное; б) rr меняется только 
по модулю и может менять направление на противоположное; 
в) rr меняется только по  направлению; г) меняется только проекция rr на 
ось x? 

1.6.    Частица 1 движется со скоростью ,e1 xAV
rr

=  частица 2 – 

со скоростью yBV e2
rr

=  (A и B – константы). Найти скорость второй час-

тицы относительно первой 1,2V
r

 и модуль этой скорости. 
1.7.   Скорость пловца относительно воды равна 2 м/с и он дер-

жит курс перпендикулярно берегам. Найти: а) величину скорости пловца 
относительно берега; б) угол между линией берега и вектором этой скоро-
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сти; в) расстояние вдоль берега, на которое течение снесёт пловца, пере-
плывающего реку.  Скорость течения воды в реке 1,5 м/с. Ширина реки 60 
м.  

1.8.   Моторная лодка развивает относительно воды скорость 
V = 5 м/с. Вода течет с одинаковой по всей ширине реки скоростью 
U = 0,5 м/с. Ширина реки АБ, как и  расстояние между сваями В и Г равны 
l =1 км (рис.1.1). а) Под каким углом α относительно отрезка АБ лодка 
должна держать курс, чтобы двигаться вдоль этого отрезка? б) Какое вре-
мя будет затрачено на прохождение пути от т.А до т.Б и обратно? в) То же 
для пути от т.В до т.Г и обратно 

1.9.   Начальная скорость частицы zyxV e5e3e11
rrrr

++= (м/с), 

конечная zyxV e6e4e22
rrrr

++= (м/с). Найти: а) приращение скорости; 
б) модуль приращения скорости; в) приращение модуля скорости. 

1.10.   Частица ударяется о стенку и упруго отражается от нее так, 
что угол падения α равен углу отражения β (рис. 1.2). Найти 

,V
r

Δ ,VΔ xVΔ  и yVΔ , если V
r
− это скорость частицы перед ударом.  

1.11.   Уравнение движения частицы, находящейся на оси x, имеет 
вид ,3CtBtAx ++=  где A=1 м, B = 4 м/с, C = − 0,5 м/с3. Найти: 

 а) проекцию мгновенной скорости частицы V
r

 и ее ускорения ar на ось x в 
момент времени t = 2с; б) проекцию перемещения; в) среднее значение 
проекций скорости и г) ускорения за время [ ]c20 −∈t . 

1.12.   Радиус-вектор частицы определяется выражением 

zyx ttr e7e4e3 22 rrrr
++=  (м). Вычислить: а) путь S, пройденный частицей 

за время [ ]c100 −∈t , б) модуль перемещения rrΔ . 
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1.13П. Радиус-вектор частицы, движущейся в плоскости xy, опре-

деляется выражением yx ttr e3e2 rrr
−= (м). Определить для момента вре-

мени t =2с значения физических величин: а) скорости частицы V
r

 и моду-

ля скорости VV =
r

, б) ускорения ar  и модуля ускорения aa =
r

, в) угла α 

между векторами V
r
и ar , г) тангенциального τa и нормального na  уско-

рения, д) радиуса кривизны траектории. 
1.14.   Радиус-вектор частицы, движущейся в плоскости xy, опре-

деляется выражением: yx
ttr e

5
sin13e

5
cos3

rrr
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π= . Определить: 

а) уравнение траектории частицы и изобразить траекторию на плоскости 
xy, б) скорость V

r
частицы и ее модуль в произвольный момент времени, 

в) ускорение ar  и модуль ускорения в произвольный момент времени. 
1.15.   Двигаясь равномерно со скоростью 0V , частица прошла 

половину окружности радиусом R . Определить: а) модуль средней скоро-

сти частицы V
r

, б) модуль ее среднего ускорения ar , в) средний мо-

дуль ускорения a .  
1.16.   Частица движется равномерно по окружности радиусом R, 

делая за время τ один оборот. Найти величину средней скорости точки за 
промежуток времени: а) от 0 до τ/4,  б) от 0 до τ/2, в) от 0 до 3τ/4. 

1.17.* Первоначально покоившаяся частица прошла за 10=τ с 
полторы окружности радиусом R =5м с постоянным тангенциальным ус-
корением. Вычислить: а) средний модуль скорости, б) модуль средней 
скорости, в) модуль среднего ускорения. 

1.18*П.  Автобус (А) движется по шоссе со скоростью u (рис.1.3). 
Под каким углом α  к направлению БВ следует бежать человеку  
(точка Б), находящемуся на расстоянии L от шоссе, чтобы выбежать на 
дорогу впереди автобуса как можно дальше от него? При каком мини-
мальном расстоянии АВ человек успеет сделать это? Скорость человека  
V < u.  

1.19.   С башни высотой H =25 м горизонтально брошен камень со 
скоростью 0V =15 м/с. Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти:  
а) время полета t; б) расстояние s места падения камня от подножия баш-
ни; в) величину скорости камня V; г) угол α между вектором скорости и 
горизонтом в конце полета.  
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1.20.   Найти нормальное и тангенциальное ускорения камня из 
предыдущей задачи через одну секунду после начала полета. 

1.21.* Тело брошено со скоростью V0 под углом θ к горизонту. 
Чему равен радиус кривизны траектории тела: а) в начале движения; б) в 
верхней точке? Сопротивлением воздуха пренебречь. 

1.22.   Под каким углом к горизонту следует бросить тело, чтобы 
дальность его полета равнялась максимальной высоте траектории? Сопро-
тивлением воздуха пренебречь. 

1.23*П.  Два тела бросили одновременно из одной точки: одно вер-
тикально вверх, другое – под углом θ = 600 к горизонту. Начальная ско-
рость каждого тела 0V  = 25,0 м/с. Пренебрегая сопротивлением воздуха, 
найти расстояние между телами через t =1,70 с. 

1.24.* Две частицы движутся в поле тяжести Земли. В начальный 
момент частицы находились в одной точке и имели скорости 1V  = 3,00 м/с 
и 2V  = 4,00 м/с, направленные горизонтально и в противоположные сто-
роны. Найти расстояние между частицами в момент, когда векторы их 
скоростей взаимно перпендикулярны. Сопротивление воздуха не учиты-
вать. 

1.25.* Футболист забивает гол с расстояния L = 11 м от ворот, вы-
сота  которых H =2,5 м. Какую минимальную скорость Vмин необходимо 
сообщить мячу, чтобы он попал точно под перекладину? Под каким углом 
α к горизонту должен быть направлен вектор этой скорости? Сопротивле-
ние воздуха не учитывать. 

1.26.* Между целью и минометом, находящимися на одной высо-
те, расположена стена высотой H . Расстояние от миномета до стены рав-
но l, а от стены до цели L . Определить минимальную величину начальной 
скорости мины Vмин, необходимую для поражения цели. Под каким углом 
α к горизонту следует стрелять? Проанализировать зависимость решения 
от значения высоты стены. 

 
1.2. Кинематика твердого тела 

 
Основные определения 
9 Угловая скорость и угловое ускорение твердого тела 

dtdϕ=ω
rr

,    (1.2а) 

dtdω=β
rr

,    (1.2б) 
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 где ϕ
r

 − векторная координата угла поворота относительно неподвижной 
оси. Направление этого вектора совпадает с направлением оси вращения и 
определяется правилом правого винта. 
9 Зависимость ( )tϕ=ϕ  − уравнение плоского вращения. 
9 Связь между линейными и угловыми величинами 

[ ]rV rrr
ω= ,   ,2ran ω=    ra zβ=τ ,   (1.2в) 

 где zβ  – проекция углового ускорения на ось вращения, r – расстояние от 
этой оси. 
 

1.27.   Найти угловые скорости: а) суточного вращения Земли; 
б) часовой стрелки; в) минутной стрелки; г) искусственного спутника 
Земли, вращающегося по круговой орбите с периодом обращения 
T = 88 мин; д) линейную скорость движения этого спутника, если его ор-
бита расположена на расстоянии 200 км от поверхности Земли. 

1.28.   Найти линейную скорость вращения точек земной поверх-
ности на широте Пулковской обсерватории (60˚ северной широты). 

1.29.   Найти радиус вращающегося колеса, если известно, что 
линейная скорость V1 точки, лежащей на ободе, в 2,5 раза больше линей-
ной скорости V2 точки, лежащей на 5 см ближе к оси колеса. 

1.30.   Колесо, вращаясь равноускоренно, достигло угловой ско-
рости ω =20 рад/с через N = 10 оборотов после начала вращения. Найти 
угловое ускорение колеса. 

1.31.   Вал вращается равнозамедленно с угловым ускорением 3,0 
рад/с2. В начале торможения частота его вращения равнялась 180 оборотов 
в минуту. Найти: а) время остановки вала, б) число оборотов вала с начала 
торможения до остановки. 

1.32П. Угол поворота колеса вокруг закрепленной оси, проходя-
щей через его центр, как функция времени имеет вид ( ) 32 ttt +=ϕ (рад). 
Радиус колеса R = 0,1 м. Для точек, лежащих на его ободе, найти через 2 
секунды после начала движения следующие величины: а) угловую  
скорость; б) линейную скорость; в) угловое ускорение; г) тангенциальное 
ускорение; д) нормальное ускорение. 

1.33.   Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси z по за-
кону ,3BtAt −=ϕ где A = 6,0 рад/с, B = 2,0 рад/с3. Найти: а) средние зна-
чения проекций угловой скорости и углового ускорения на ось z за про-
межуток времени от  t = 0 до остановки; б) проекцию углового ускорения 
в момент остановки. 

1.34.   Цилиндр радиусом R катится без скольжения со скоростью 
V (рис 1.4). Найти: а) скорости точек 1, 2, 3, 4, расположенных на поверх-
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ности цилиндра, выразив их через орты координатных осей xe
r

 и ye
r

; 
б) ускорения этих точек.  

1.35.* Написать уравнения движения точки 1 из предыдущей за-
дачи в параметрическом виде: x = x(t), y = y(t). В момент времени t = 0 

точка 1 находилась в начале координат. Изобразить на плоскости xy  тра-
екторию этой точки. Чему равен радиус кривизны этой траектории в тех ее 
точках, где координата y принимает максимальное значение? 

1.36.   Железнодорожное колесо, радиус которого равен 1R , а ре-
борда 2R  (рис 1.5), катится без скольжения со скоростью V. Найти: 
а) угловую скорость колеса; б) проекцию скоростей точек 1 и 2 колеса на 
направление движения поезда. 

1.37П. Диск радиуса r катится а) по внутренней; б) по внешней 
стороне цилиндрической поверхности радиуса R без проскальзывания. 
Чему равна угловая скорость диска Ω, если угловая скорость вращения его 
оси равна ω? 

1.38.   Внутренняя обойма роликового подшипника вращается во-
круг своей оси с 
угловой скоро-
стью ω1 = ω, а 
внешняя обойма –
с угловой скоро-
стью ω2 = 4ω. Че-
му равна угловая 
скорость роликов 
подшипника, если 
радиус внутрен-
ней обоймы равен r, а радиус внешней обоймы R r5,1=  (рис.1.6)? 
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1.39*П.   Твердое тело вращается с угловой скоростью 
( ) yx BtAtt ee 2rrr

+=ω , где А = 0,5 рад/с2, В = 0,06 рад/с3. Найти модули: 

а) угловой скорости ω; б) углового ускорения β; в) угол α между вектора-
ми ω

r
 и β
r

 в момент времени t = 10 c.  
1.40.   Тело участвует в двух вращениях, происходящих со скоро-

стями xAt e2
1

rr
=ω  и yAt e2 2

2
rr

=ω  (A = 1,00 рад/с3). На какой угол φ  
повернется тело за первые 3,00 с? Вокруг какой оси произойдёт этот пово-
рот?  

1.41.   Шар вращается с угловой скоростью ω
r

 вокруг оси, кото-

рая поворачивается в плоскости x,y с угловой скоростью я
// e
rr

ω=ω   

(рис. 1.7). Найти: а) угловую скорость Ω
r

 и угловое ускорение β
r

 шара, а 

также модули этих векторов, б) угол α  между векторами  Ω
r
и  ω

r
, в) угол 

γ  между векторами Ω
r

 и β
r

. Считать, что в начальный момент вектор ω
r

 
направлен по оси x. 
 

1.3. Примеры решения задач 
 
Задача 1.13 

Вся информация о движении частицы содержится в уравнении ее 
движения. Оно приведено в условии задачи; с дру-
гой стороны, по определению (1.1а) 
( ) ( ) ( ) ( ) zyx tztytxtr eee

rrrr
++= . Сравнивая эти вы-

ражения, приходим к выводу, что зависимость ко-
ординат частицы от времени  

( ) 2ttx = , ( ) tty 3−= , ( ) 0=tz .  (*) 
1. Исключив из системы уравнений (*) пара-

метр t, получим уравнение траектории частицы 
( ) 92yyx = . Частица движется по параболической 

траектории в плоскости 0=z  в направлении, указанном стрелкой 
(рис.1.8). 

2. Зависимость скорости частицы от времени может быть найдена с 
помощью формулы (1.1г) как производная по времени от уравнения дви-
жения ( ) ( ) yxttrtV e3e2

rr&r
r

−== . Путем сравнения этого выражения с фор-
мулой, определяющей вектор скорости через его проекции 
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ZZYYXX VVVV eee
rrrr

++= , можно установить, что Vx = 2t м/с; Vy = -3 м/с; 

Vz = 0. В момент времени t = 2с скорость yxV e3e4
rrr

−= . Величина ско-

рости может быть выражена через ее проекции как 222
zyx VVVV ++= ; 

при  t = 2 с получаем V = 5 м/с. 
3. Аналогично можно найти ускорение частицы: 

( ) ( ) xtVta e2
r&rr

== (м/с2). Это постоянный вектор, направленный парал-
лельно оси x; его модуль a = 2 м/с2 (рис.1.8).  

4. Для нахождения угла α между векторами V
r
и ar  воспользуемся 

известной формулой для скалярного произведения векто-
ров: α= cosABBA

rr
. Из нее, в частности, следует, что скалярное произве-

дение 1ee =xx
rr

, а скалярное произведение 0ee =yx
rr

. Таким образом, 

( ) ttaV XYX 4e2e3e2 =−=
rrrrr

. С другой стороны, α= cosVaaVr
r

, поэтому 

Va
t

Va
aV 4cos ==α
rr

, в момент времени t = 2с 8,0
25
24cos =
⋅
⋅

=α . Соответст-

венно 6,0cos1sin 2 =α−=α . 
5. Наконец, найдем τa  и na  как проекции вектора ar  на касательное 

и перпендикулярное к траектории направление: 6,1cos =α=τ aa  м/с2, 
2,1sin =α= aan  м/с2 (рис. 1.8). Радиус кривизны траектории в заданной 

точке, в соответствии с формулой (1.1ж), выражается через скорость и 
нормальное ускорение частицы: 

8,20
2
≈=ρ

na
V

 м. 

 
Задача 1.18 

 Если бы у человека была цель 
выбежать на шоссе как можно раньше, 
ему следовало избрать кратчайшую траек-
торию БВ (рис.1.9). Однако это не опти-
мальная стратегия для того, чтобы обес-
печить максимальное расстояние между ним и автобусом. Оказывается, 
целесообразно выбрать курс с таким значением угла α ≠ 0 (отрезок БГ), 
чтобы некоторая потеря времени с лихвой компенсировалась дополни-
тельным запасом ВГ пути для автобуса. Покажем это, перейдя в систему 
отсчета, связанную с автобусом. В этой системе отсчета автобус неподви-
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жен, а человек бежит со скоростью uVV rrr
−=′ . Направление этой скоро-

сти зависит от того, какое направление V
r

 выберет для себя человек из 
всех возможных, отмеченных на рис.1.9 пунктирной окружностью. Для 
того, чтобы расстояние Г΄А было максимальным, скорость человека отно-
сительно автобуса V ′

r
должна быть направлена по касательной к этой ок-

ружности, как показано на рис.1.9. Следовательно, скорость V ′
r

 перпен-
дикулярна вектору V

r
, а также траектории человека (отрезку БГ). Таким 

образом, треугольник БГВ геометрически подобен треугольнику скоро-
стей uVV rrr

−′,, ; поэтому искомый угол α определяется равенством 
uV=αsin . 

 Рисунок 1.9 позволяет ответить и на второй вопрос задачи. Для то-
го, чтобы человек мог выбежать на шоссе перед автобусом, необходимо 
выполнение условия 

ВГАВ ′≥ .     (*) 
С другой стороны, поскольку треугольник ВГБ ′ тоже подобен вышеупо-
мянутому треугольнику скоростей и угол при его вершине Г′  равен α, для 

стороны ВГ′  имеем 
V

VuL
V
VLL

22
ctgαБВctgαВГ −

=
′

===′ . После 

подстановки этого выражения в неравенство (*) окончательно получим: 

V
VuL

22

АВ −
≥ . 

 
Задача 1.23 

Движение тел описывается уравнения-
ми:  

2

2

0101
tgtVrr
rrrr

++=  и 
2

2

0202
tgtVrr
rrrr

++= , 

где 01V
r

 и 02V
r

 − их начальные скорости, gr − ускорение свободного паде-
ния. По условию задачи 00201 VVV == . Выберем начало координат в точ-
ке старта так, чтобы 00 =rr  (рис.1.10). Тогда в проекциях на оси коорди-
нат уравнения движения тел имеют вид 

01 =x , 
2

2

01
gttVy −= ,    (*) 
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α= cos02 tVx , 
2

sin
2

02
gttVy −α= .   (**) 

Вычислим разности координат xΔ  и yΔ  двух тел: 
α=−=Δ cos012 tVxxx , ( )1sin012 −α=−=Δ tVyyy ; поскольку рас-

стояние между телами, по определению, равно 22
12 yxrrl Δ+Δ=−=
rr

, 

после несложных преобразований получаем ( )α−= sin120tVl . В мо-

мент времени t =1,70 с расстояние =l  22,0 м. 
 
Задача 1.32 

По определению (1.2а), проекция угловой скорости на ось враще-
ния ( ) ( ) 232 ttt +=ϕ=ω & ; она одинакова для всех материальных точек, 
составляющих твердое тело. Линейная скорость той или иной точки про-
порциональна ее расстоянию r от неподвижной оси вращения: rV ω= . 
Для точек, расположенных на ободе колеса, ( ) ( )RttV 232+= ; их нор-

мальное ускорение ( ) RtRan
222 32+=ω= .  

 Аналогично, с помощью формулы (1.2б) вычислим угловое ускоре-
ние всех точек твердого тела: ( ) ( ) ttt 6=ω=β & . Соответственно тангенци-
альное ускорение для точек, расположенных на ободе, tRRa 6=β=τ .  
 После подстановки в полученные выражения численных значений  
t = 2 с и R = 0,1 м получим: а) ( )2ω  =14 рад/с; б) ( ) 4,12 =V  м/с; 
в) ( ) =β 2 12 рад/с2; г) 2,1=τa  м/с2; д) 6,19=na  м/с2. 
 
Задача 1.37 

Рисунок 1.11 иллюстрирует случай «а», когда 
диск катится по внутренней стороне цилиндрической 
поверхности. По условию задачи, точка А, принадле-
жащая оси диска, вращается вокруг оси цилиндра 
(точка О) с угловой скоростью ω. Поскольку расстоя-
ние от точки А до оси цилиндра равно R - r, ее линей-
ная скорость по определению (см. выше решение зада-
чи 1.32) 

( )rRVA −ω= .     (*) 
По условию задачи диск катится без проскальзывания. Это зна-

чит, что та его точка, которая в данный момент соприкасается с непод-
вижной поверхностью (точка Б), также неподвижна. Следовательно, дви-
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жение диска можно рассматривать, как вращение вокруг неподвижной в 
данный момент времени оси, проходящей через точку Б.  Таким образом, 
уже вычисленную линейную скорость точки А можно вычислить еще од-
ним способом – через угловую скорость диска Ω и расстояние r от точки Б 
до точки А: 

rVA Ω= .     (**) 
Сравнение выражений (*) и (**) приводит к следующему резуль-

тату: 
r

rR −
ω=Ω . 

В случае «б» задача решается аналогично: расстояние от точки А 

до оси цилиндра, очевидно, равно R + r; поэтому 
r

rR +
ω=Ω . 

Задача 1.39 
Движение тела можно рассматривать как сложное движение – вра-

щение вокруг оси x с угловой скоростью Atx =ω  и, одновременно, во-

круг оси y с угловой скоростью 2Bty =ω . Эти проекции определяют на-

правление вектора угловой скорости ( ) yx BtAtt ee 2rrr
+=ω  

(и, соответственно, мгновенной оси вращения) в произвольный момент 

времени. Модуль угловой скорости ( ) 22222 tBAtt yx +=ω+ω=ω . 

 Вектор углового ускорения ( ) ( ) yx BtAtt e2e
rr&r

r
+=ω=β . Его направ-

ление в пространстве тоже изменяется, поскольку одна из его проекций 
( yβ ) зависит от времени: Ax =β , ( ) Btty 2=β . Модуль углового ускоре-

ния ( ) 22222 4 tBAt yx +=β+β=β . 

 Угол между векторами ω
r

 и β
r

 найдем с помощью формулы ска-

лярного произведения: 
( )( )222222

222

4

2cos
tBAtBA

tBA

++

+
=

ωβ
βω

=α
rr

. 

 Подстановка численных значений параметров A и B при t = 10 c да-
ет: ω =7,8 рад/с, β = 1,3 рад/с2, αcos = 0,96. 
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2. ДИНАМИКА МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ 
 

2.1. Законы Ньютона. Силы 
 
Основные определения 
9 Система отсчета инерциальна, если тела, на которые не действуют 

силы, движутся относительно нее равномерно и прямолинейно. 
9 Уравнение динамики для частицы постоянной массы m 

Frmаm
r

&&rr
== ,     (2.1а) 

где ∑= jFF
rr
− векторная сумма (равнодействующая) всех сил, при-

ложенных к точке. 
9 Импульс материальной точки VmP

rr
= ; изменение импульса рав-

но импульсу силы 
tFP Δ=Δ ср

rr
,    (2.1б) 

где срF
r

- среднее значение силы, приложенной к точке за время tΔ . 
9 Силы взаимодействия двух материальных точек 

2112 FF
rr

−= .    (2.1в) 
9 Сила гравитационного притяжения двух точечных масс (закон 

всемирного тяготения) 

3
12

1221
12

r
rmm

GF
rr

= ,    (2.1г) 

 где 12rr − радиус-вектор, проведенный из точки 1 в точку 2, а 12F
r

− си-
ла, действующая на частицу 1m . 
9 Если смещение незакрепленного конца пружины жесткостью k от 

положения равновесия равно x , то проекция силы упругой де-
формации на направление x: 

kxFx −= .    (2.1д) 
9 Проекция силы сухого трения на направление относительного 

скольжения двух тел 
=трF  − μN,    (2.1е) 

где μ – коэффициент трения между телами, N – величина силы их 
нормального упругого взаимодействия.  
9 В неинерциальной системе отсчета, ускорение которой аr , на по-

коящуюся материальную точку массы m действует псевдосила 
инерции 
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аmF rr
−=инерции .     (2.1ж) 

9 Обозначим радиус-вектор и скорость частицы массы m в системе 
отсчета, вращающейся вокруг начала координат с угловой скоро-
стьюω

r
, как rr и V ′

r
 соответственно. В этой неинерциальной сис-

теме отсчета на частицу действуют две псевдосилы: 
[ ][ ]ω××ω=

rrrr
rmFинерции  и [ ]ω×′=

rrr
VmF 2Кориолиса . (2.1з) 

 
2.1.   Две шайбы массами 1m и 2m , скользившие по гладкой го-

ризонтальной поверхности, столкнулись друг с другом. Среднее ускоре-
ние первой шайбы за время столкновения равно 1ar . Найти среднее уско-
рение 2ar  второй шайбы за то же время. 

2.2.   Материальная точка массой m = 2 кг движется под дейст-
вием некоторой силы F согласно уравнению x = A + Bt + Ct2 + Dt3, где 
C = 1 м/с2, D = – 0,2 м/с3. Найти значение проекции этой силы на ось x в 
моменты времени t1 = 1 с и t2 = 5 с. В какой момент времени сила равна 
нулю? 

2.3.   На дне лифта лежит тело массой m. Чему равна сила нор-

мальной упругой реакции N
r

, с которой лифт действует на тело, если он:  
а) равномерно движется вниз со скоростью V

r
; б) свободно падает;  

в) движется вверх с ускорением ar . Ускорение свободного падения gr  
считать известным. 

2.4.   Аэростат массой m = 250 кг начал опускаться с постоян-
ным ускорением a = 0,2 м/с2. Определить массу балласта Бm , который 
следует сбросить за борт, чтобы аэростат получил такое же ускорение, но 
направленное вверх. Сопротивлением воздуха пренебречь. 

2.5.    Грузы массами m1 и m2 соединены невесомой и нерастя-
жимой нитью через невесомый блок (рис. 2.1), который может вращаться  
вокруг неподвижной оси без трения. Найти величины: а) ускорений гру-
зов; б) импульса системы ( )tPP = , если начальная скорость грузов рав-
нялась нулю;  в) силы реакции F  в оси блока. 

2.6.   Через блок, прикрепленный к потолку кабины лифта, пере-
кинута нить к концам которой привязаны грузы с массами m1 и m2. Каби-
на начинает подниматься с ускорением 0ar . Пренебрегая массами нити, 
блока, а также трением, найти: а) ускорение груза m1 относительно каби-
ны; б) силу, с которой блок действует на потолок кабины. 
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2.7.   В системе, изображенной на рис. 2.2, массы тел равны m0, 
m1 и m2, трения нет, массы блоков и нитей пренебрежимо малы, нити не-
растяжимы. Найти ускорение 1a  тела m1.  

2.8.   Найти ускорения грузов массами m1 и m2 в системе, изо-
браженной на рис. 2.3. Блоки и нити невесомы, нити нерастяжимы. 

2.9.   К однородному стержню длиной L приложена сила F
r

, как 
показано на рис. 2.4. Определить силу механического напряжения (натя-
жения) Т, приложенную к поперечному сечению стержня на расстоянии x 
от правого торца. 

2.10.   Ракета, масса которой M = 6 т, поднимается вертикально 
вверх. Двигатель ракеты развивает силу тяги F = 500кН. Определить силу 
натяжения FН троса, свободно свисающего с ракеты, на расстоянии от 
точки прикрепления, равном 41  его длины. Масса троса m равна 10 кг. 

2.11.   Чему равна средняя сила взаимодействия  
пули массой m = 9 г и мишени, если время остановки пули 001,0=Δt с? 
Скорость пули непосредственно перед ударом V = 800 м/с. 

2.12.   После удара ракеткой направление скорости теннисного 
мяча массой m изменилось на 90˚, а величина удвоилась по сравнению с 
первоначальным  значением V . Как вычислить время соударения, если 
известно, что средняя сила взаимодействия мяча и ракетки была равна F?. 
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2.13*П.  Пушка массой M начинает свободно скользить вниз по 
гладкой наклонной плоскости, составляющей угол α с горизонтом. Когда 
пушка прошла путь l, был произведен выстрел, в результате которого сна-
ряд вылетел с импульсом P

r
 в горизонтальном направлении, а пушка ос-

тановилась. Пренебрегая массой снаряда по сравнению с массой пушки, 
найти продолжительность выстрела. 

2.14.*   На горизонтальной поверхности находится призма массой 
m1 с углом при основании α и на ней брусок  массой m2 (рис. 2.5). Пре-
небрегая трением, найти: а) ускорение призмы 1a ; б) под каким углом β к 
горизонту направлено ускорение бруска 2ar ? 

2.15.*   Частица массой m движется равномерно по окружности 

радиусом R со скоростью V. Найти: а) среднюю силу F
r

, действующую 

на частицу на пути, равном половине окружности и показать направление 

этой силы на рисунке; б) средний модуль этой силы F
r

. 

2.16.   Частица массой m  прошла 41  окружности радиусом R, 
двигаясь с постоянным по модулю тангенциальным ускорением τa  и ну-

левой начальной скоростью. Определить среднюю силу F
r

, действую-

щую на частицу, и показать ее на рисунке. 
2.17.   Уравнение движения частицы имеет вид 
( )yx ttr e20sine20cos4

rrr
π+π= . Найти силу F

r
, действующую на частицу, 

и описать характер ее движения. Масса частицы m =50 мг. 
2.18.    Решить предыдущую задачу, если уравнение движения 

частицы имеет вид yx ttr e8e20 2 rrr
+−= . 

2.19.   Груз массой m с прикрепленной к нему пружиной жестко-
стью k может двигаться без трения по горизонтальной плоскости. Другой 
конец пружины прикреплен к вертикальной оси. Будучи раскручен до уг-
ловой скорости ω, груз движется вокруг этой оси по окружности радиусом 
R. Какова длина недеформированной пружины? 

2.20.   Груз массой m, подвешенный на нити длиной l, привели во 
вращение так, что нить подвеса описывает в пространстве конус с углом 
при вершине 2α. Такая система называется «конический маятник». 
Найти: а) угловую скорость вращения данного конического маятника;  
б) величину силы натяжения нити T.  
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2.21.*   Муфта массой m может  свободно сколь-
зить вдоль гладкого стержня, изогнутого в форме полу-
кольца радиусом R (рис.2.6). Систему привели во вра-
щение с постоянной угловой скоростью ω вокруг верти-
кальной оси ОО ′ . Найти значение угла α, соответст-
вующее устойчивому равновесию муфты. 

2.22.*   В системе, изображенной на рис. 2.7, 
муфта массой m может скользить без трения вдоль 
стержня Г - образной формы, расположенного в гори-
зонтальной плоскости. Муфта и угол стержня (точка Б) соединены пружи-
ной жесткостью k. Система вращается с постоянной угловой скоростью ω 
вокруг вертикальной оси, проходящей через точ-
ку О. Найти относительное удлинение пружи-
ны lx . Как изменится результат, если направле-
ние вращения изменить на противоположное?  

2.23.   Масса планеты равна 5,98ּ1024кг; 
ее радиус 6,37ּ106м. Чему равно ускорение сво-
бодного падения: а) вблизи ее поверхности; б) на 
высоте h = 200 км?  

2.24.   Чему равно ускорение свободного 
падения g ′ вблизи поверхности шарообразного 
астероида, если средняя плотность его вещества 
равна средней плотности Земли, а его радиус в 1000 раз меньше радиуса 
Земли? 

2.25.   Некоторая планета массой M движется по окружности во-
круг Солнца со скоростью V = 34,9 км/с относительно него. Найти период 
обращения этой планеты вокруг Солнца. 

2.26.   Чему равен марсианский год мT  
(в земных сутках), если земной год 

21,365з =T суток, а радиус околосолнечной 
орбиты Марса ( мr ) в 1,4 раза больше радиуса 
орбиты Земли ( Зr )?  

2.27.   Тело покоится на горизонтальной поверхности. Коэффици-
ент трения между телом и поверхностью μ = 0,4. К телу приложили гори-
зонтальную силу  F =3 Н. Чему равна сила трения трF , действующая на 

тело, если масса тела равна: а) 1 кг; б) 100 г? Принять значение g =10 м/с2. 
2.28.   Автомобиль массой m движется с постоянной скоростью 

вверх по склону, угол при основании которого равен α. Найти модуль и 
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направление силы трения трF , действующей на автомобиль. Сопротивле-
нием воздуха пренебречь. 

2.29.   Брусок массой m лежит на доске. Если поднимать один ко-
нец доски, то при угле наклона α = 30° брусок начнет скользить. За какое 
время он соскользнет с доски длиной 1 м, если она образует с горизонтом 
угол β = 45°? 

2.30.   На наклонную плоскость, составляющую угол α с горизон-
том, поместили два бруска 
(рис.2.8). Массы брусков 
m1 и m2, коэффициенты 
трения µ1 и µ2, µ1 >µ2. 
Найти: а) силу взаимодей-
ствия между брусками в 
процессе движения; б) 
значения угла α, при кото-
рых не будет скольжения. 

2.31.*  Небольшому телу сообщили скорость, направленную вверх 
по наклонной плоскости, составляющей угол α = 15° с горизонтом. Найти 
коэффициент трения, если время подъема тела в η = 2 раза меньше, чем 
время спуска.  

2.32.*  С каким минимальным ускорением следует перемещать в 
горизонтальном направлении брусок A (рис.2.9), чтобы тела 1 и 2 не дви-
гались относительно него? Массы тел одинаковы, коэффициент трения 
между бруском и обоими телами равен µ. Массы блока и нити пренебре-
жимо малы, трения в блоке нет. 

2.33.*  Нить перекинута через невесомый, вращающийся без тре-
ния блок. На одном конце нити прикреплен груз массой M, а по другой 
свисающей части нити скользит муфта массой m с постоянным ускорени-
ем a′ относительно нити (рис.2.10). Найти величину силы трения F , дей-
ствующей на муфту со стороны нити. 

2.34*П.  Брусок массой m тянут за нить, как показано на рис. 2.11. 
При этом он дви-
жется с постоянной 
скоростью по гори-
зонтальной плос-
кости с коэффици-
ентом трения μ. 
Найти: а) угол α, 
при котором сила 
натяжения нити минимальна; б) чему она равна.  
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2.35.*   Небольшому телу, находящемуся у основания наклонной 
плоскости, составляющей угол α с горизонтом, сообщили начальную ско-
рость V0, направленную вверх вдоль плоскости (рис. 2.12). При каком зна-
чении угла α время движения тела до остановки будет наименьшим?  

2.36.* На гладком горизонтальном столе находятся бруски масса-
ми M = 2 кг и m = 1 кг, соединенные невесомой и нерастяжимой нитью 
через невесомый блок (рис. 2.13). Какую силу нужно приложить к нижне-
му бруску, чтобы он двигался с постоянным ускорением  a = 5 м/с2? Ко-
эффициент трения между брусками μ = 0,5.  

2.37.* Два тела массами m1 и m2, соединенные невесомой неде-
формированной 
пружиной жестко-
стью k, удержива-
ются на наклонной 
плоскости с углом 
при основании α 
(рис. 2.14). Коэффи-
циенты трения тел о плоскость равны μ1 и μ2 соответственно, причем 
μ1 < tgα, μ2 > tgα. Найти установившееся изменение длины пружины, 

если тела отпустить. Рассмотреть случаи: )
21

2211
крtgα tgαа

mm
mm

+
μ+μ

=<  

и )
21

2211
крtgα tgαб

mm
mm

+
μ+μ

=> (см. решение задачи 2.30). 

2.38.*  В установке, изображенной на рис. 2.15, массы блока и ни-
тей пренебрежимо малы, трения в блоке нет. Найти: а) ускорение, с кото-
рым опускается тело m0; б) силу натяжения нити, связывающей тела m1 и 
m2 , если коэффициент трения между этими телами и горизонтальной по-
верхностью равен μ.  

2.39*П.   В установке (рис.2.16) известны: угол α, коэффициент 
трения µ между 
телом m1 и 
плоскостью. 
Массы блока и 
нити пренебре-
жимо малы, 
трения в блоке 
нет, начальная 
скорость V0 = 0. 
Найти значения 
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отношения m2/m1, при которых: а) груз m2 опускается; б) поднимается. 
2.40.* На тело массой m, лежащее на гладкой горизонтальной 

плоскости, в момент t = 0 начала действовать сила, зависящая от времени 
F = kt, где k − положительная постоянная. Направление этой силы все 
время составляет угол α с горизонтом. Найти: а) скорость тела в момент 
отрыва от плоскости; б) путь, пройденный телом к этому моменту.  

2.41.* На гладкой горизонтальной плоскости покоится доска мас-
сой M, а на ней − брусок массой m. К бруску приложили горизонтальную 
силу, увеличивающуюся во времени t по закону F = kt, где 
 k − положительная постоянная. Найти: а) момент времени 0t , когда бру-
сок начнет скользить относительно доски; б) зависимость от t ускорения 
доски 1a  и бруска 2a , если коэффициент трения между доской и бруском 
равен μ. Изобразить эти зависимости графически. 

2.42.* На покоившуюся частицу массой m в момент t = 0 начала 
действовать сила, зависящая от времени по закону ( )ttbF −τ=

rr
, где 

b
r

 − постоянный вектор, τ − время, в течение которого действует данная 
сила. Найти: а) скорость частицы после окончания действия силы; б) путь, 
пройденный частицей за время действия силы. 

2.43*П.  Из вертолета, неподвижно висящего на некоторой высоте 
над поверхностью Земли, выпадает груз массой m = 100 кг. Считая, что 
сила сопротивления воздуха изменяется пропорционально скорости 

VkF
rr

−= , определить, через какой промежуток времени ускорение груза 
будет равно половине ускорения свободного 
падения. Коэффициент сопротивления равен 
k = 10 кг/с.  

2.44.* Снаряд массой m = 10 кг выпу-
щен из зенитного орудия вертикально вверх со 
скоростью V0 = 800 м/с. Считая силу сопротив-
ления воздуха пропорциональной скоро-
сти VkF

rr
−= , определить время подъема снаряда до высшей точки. Ко-

эффициент сопротивления k = 0,25 кг/с. 
2.45.* Платформа массой m0 начинает двигаться вправо под дей-

ствием постоянной силы F
r

(рис. 2.17). Из неподвижного бункера в нее 
высыпается песок, скорость погрузки которого постоянна и равна μ кг/с. 
Найти зависимость от времени: а) скорости и б) ускорения платформы в 
процессе погрузки. Трением качения колес платформы пренебречь. 

2.46.* Винтовку навели на вертикальную черту мишени, находя-
щейся точно в северном направлении и выстрелили. Пренебрегая сопро-
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тивлением воздуха, найти на сколько и в какую сторону пуля, попав в ми-
шень, отклонится от черты. Выстрел произведен на широте 60˚. Скорость 
пули 900 м/с и расстояние от мишени 1 км. 

2.47.*  Горизонтальный диск вращают с угловой скоростью ω во-
круг вертикальной оси, проходящей через его центр. По одному из диа-
метров движется тело массой m c постоянной скоростью V ′  относительно 
диска. Найти силу, с которой диск действует на это тело в момент, когда 
оно находится на расстоянии r от оси вращения. 

 
2.2. Работа. Энергия. Закон сохранения энергии 

 
Основные определения 
9 Если перемещение частицы равно rdr , то работа силы F

r
, прило-

женной к частице, определяется как скалярное произведение 
rdFdA rr

= . При перемещении частицы из точки 1 траектории в 
точку 2 

∫=
2

1
12 rdFA rr

; мощность силы VF
dt
dAN

rr
== .  (2.2а) 

9 Работа консервативной силы определяется только положением час-
тицы в начале и в конце траектории: 

( ) ( )2

2

1
112 rUrUrdFA rrrr
−== ∫ ,   (2.2б) 

где ( )rU r
 – потенциальная энергия частицы. 

9 На частицу, находящуюся в поле потенциальной энергии 
( )zyxU ,, , действует консервативная сила 

( )zyxF ,,
r

= ( )zyxU ,,grad−  = − ( zyx z
U

y
U

x
U eee

rrr

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

) (2.2в) 

9 Потенциальная энергия гравитационного взаимодействия тела 
массы m с телом массы M 

( )
r

GmMrU −= ,    (2.2г) 

где r – расстояние между центрами масс тел.  
9 Потенциальная энергия деформированной пружины 

( ) ( )22xkxU = .   (2.2д) 
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Здесь x − абсолютная деформация (растяжение или сжатие) пружины, 
а k − ее жесткость. 
9 Полная работа всех диссипативных сил, действующих в механи-

ческой системе, отрицательна:  
0<′A .     (2.2е) 

9  Кинетическая энергия системы, состоящей из N частиц, 

i

i
N

i

ii
N

i m
PVm

T
22

2

1

2

1
∑∑
==

== .  (2.2ж) 

9 Изменение кинетической энергии системы частиц равно работе 
всех сил, действующих в системе и на систему: 

∑=− jATT 12 .   (2.2з) 
9 Собственной механической энергией системы частиц называется 

алгебраическая сумма  кинетической и потенциальной энергии 
парного взаимодействия между частицами системы:  

∑
≠

+=
ji

jiUTE ,5,0 .   (2.2и) 

9 Изменение собственной механической энергии системы частиц 
AAEEE ′+=−=Δ внешн12 ,   (2.2к) 

где внешнA  − работа всех внешних по отношению к системе сил, A′− 
работа внутренних диссипативных сил. 
9  Для замкнутой системы 

AE ′=Δ ;    (2.2л) 
если диссипативные силы в замкнутой системе отсутствуют, механи-
ческая энергия системы сохраняется ( 0≡ΔE ). 

 
2.48.   Брусок массой m тянут за нить с постоянной силой F

r
, на-

правленной под углом α к горизонту, как показано на рис. 2.18. При 

этом брусок перемещается по  горизонтальной плоскости. Чему равна 
работа: а) силы F; б) силы трения; в) силы тяжести на прямолинейном 
участке пути S? Коэффициент трения μ считать известным.  
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2.49.* Тело массой m и длиной l лежит на стыке двух поверхно-
стей с коэффициентами трения μ1 и μ2 (рис.2.19). Какую минималь-
ную работу надо совершить при помощи горизонтальной силы, чтобы 
протащить волоком тело с первой поверхности на вторую? 

2.50.   Чему равна мощность силы натяжения нити T и силы тяже-
сти, действующих на груз массой m в задаче 2.20 о коническом маят-
нике? 

2.51.   Зависимость скорости частицы массой m от времени имеет 
вид: zyx CBtAtV eee2 rrrr

++= , где А , В и С − постоянные. Найти 
мощность силы, действующей на частицу, как функцию времени. 

2.52.   Материальная точка массой m = 2 кг двигалась под дейст-
вием некоторой силы согласно уравнению x = A + Bt + Ct2 + Dt3, где 
A = 10 м, B = – 2 м/с, C = 1 м/с2,D = –0,2 м/с3. Найти мощность N, за-
трачиваемую на движение точки в моменты времени t1 = 2 с и t2 = 5 с. 

2.53.   Частицу массой m перемещают по замкнутой траектории, 
представляющей собой прямоугольник высотой a и шириной b . Чему 
равна работа силы тяжести на этом пути? Консервативна ли эта сила? 

2.54.   Траекторией шайбы массой m, перемещаемой по горизон-
тальной поверхности, является окружность радиусом R. Чему равна 
работа силы трения на этом пути, если коэффициент трения между 
шайбой и поверхностью равен μ? Является ли сила трения консерва-
тивной? В процессе перемещения шайбы к ней прикладывают силу, 
которая всегда направлена параллельно поверхности скольжения. 

2.55.   Доказать, что сила упругой деформации пружины (2.1д) 
является консервативной. Чему равна потенциальная энергия дефор-
мированной пружины? 

2.56.   Потенциальная энергия частицы имеет вид 
( )xyyxBU −= , где B – постоянная величина. Найти: а) силу 

( )zyxF ,,
r

, действующую на частицу; б) работу А
F
, совершаемую над 

частицей силами поля при перемещении частицы из точки с коорди-
натами (1,1,1) в точку с координатами (2,2,3). 

2.57*П  Потенциальная энергия частицы, находящейся в централь-
но-симметричном силовом поле, имеет вид 23 rbraU −= , где a и 
b положительные константы, r длина радиус-вектора частицы. Найти: 
а) силу ( )rF

r
, действующую на частицу; б) значение r = r0 , соответ-

ствующее положению устойчивого равновесия частицы. 
2.58*.   То же для случая, когда поле имеет вид rbraU −= 2 . 
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2.59.   Скорость частицы массой m  изменилась от начального 
значения V1 до конечного  V2 = 0. Чему равна работа всех сил, дейст-
вующих на частицу? 

2.60.   Пуля массой m, летевшая горизонтально со скоростью V1, 
пробивает тонкую доску. На вылете из доски скорость пули равна 
V2 = 15,0 V  . Найти работу силы трения между пулей и доской.  

2.61.*    Локомотив массой m начинает двигаться со станции так, 
что его скорость меняется по зако-
ну SV α= , где α – положительная по-
стоянная, S – путь, проделанный локомоти-
вом с начала движения. Найти суммарную 
работу всех сил, действующих на локомо-
тив, за первые t секунд после начала дви-
жения. 

2.62.   Сила, действующая на снаряд 
массой m в стволе орудия, зависит от пройденного снарядом пути l, 
как показано на рис. 2.20. Какова скорость вылета снаряда из ствола? 

2.63.   Тело массой m = 1 кг брошено вверх с начальной скоро-
стью V1 = 10 м/с. Высота подъема тела оказалась равной 4м. Чему 
равна работа силы сопротивления воздуха? Принять значение пара-
метра g = 10 м/с2. 

2.64.*   Какую минимальную скорость необходимо сообщить сна-
ряду, чтобы он мог, преодолев земное притяжение, удалиться на бес-
конечно большое расстояние от Земли?  

2.65.*   В системе отсчета, связанной с Землей кинетическая энер-
гия спутника Земли, находящегося на круговой орбите, равна 5 ГДж. 
Чему равна его: а) потенциальная; б) полная механическая энергия?  

2.66.*   После очередной корректировки орбиты космической 
станции, она находилась на высоте h = 200 км от поверхности Земли. 
Через некоторое время, когда количество витков, совершенных стан-
цией достигло значения N = 1000, радиус ее орбиты уменьшился на 
Δh =100м. Чему была равна средняя сила сопротивления остаточной 
атмосферы на этих высотах? Масса станции m = 105 кг. При расчете 
учесть неравенство hh <<Δ . 

2.67.*   Чему равно относительное изменение скорости станции 

V
VΔ

 в предыдущей задаче? 

2.68.*   Под действием очень легкого толчка тело, первоначально 
покоившееся на наклонной плоскости, сползает с нее с постоянной 
скоростью. Начальная высота тела над основанием плоскости равна h. 
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Определить: а) работу силы трения за время спуска тела; б) работу ре-
зультирующей всех сил, приложенных к телу, за это время; в) какую 
работу A необходимо совершить, чтобы так же медленно втащить те-
ло  на прежнюю высоту? 

2.69*П.  Небольшое тело массой m медленно втащили на горку, 
действуя силой F

r
, которая в каждой точке направлена по касательной 

к траектории. Найти работу этой силы, если высота горки h, длина ее 
основания l и коэффициент трения μ.  

2.70.   Груз массой m медленно втаскивают по наклонной плоско-
сти на высоту h, затратив на это работу A. На этой высоте груз срыва-
ется и скользит обратно. Какую скорость он будет иметь у основания? 

2.71.*    Два бруска с массами m1 и m2, соединенные недеформи-
руемой легкой пружиной, лежат на горизонтальной поверхности. Ко-
эффициент трения между каждым бруском и поверхностью равен μ. 
Какую минимальную постоянную силу нужно приложить в горизон-
тальном направлении к бруску массой m1, чтобы другой брусок сдви-
нулся с места?  

2.72.   От груза, висящего на пружине жесткостью k, отрывается 
часть массой m. На какую максимальную высоту h поднимется после 
этого оставшаяся часть груза? 

2.73.*   Небольшой шарик массой m, подвешенный на нити, отвели 
в сторону так, чтобы нить образовала прямой угол с вертикалью, и за-
тем отпустили. Найти: а) модуль полного ускорения шарика a , б) си-

лу натяжения нити F в зависимости от θ – угла отклонения нити от 
вертикали; в) силу натяжения нити F1 в момент, когда вертикальная 
составляющая скорости шарика максимальна; г) угол θ между нитью 
и вертикалью в момент, когда вектор полного ускорения шарика на-
правлен горизонтально. 

2.74*П.   Шарик, подвешенный на нити, качается в вертикальной 
плоскости так, что его ускорения в крайнем и нижнем положениях 
равны по модулю друг другу. Найти угол θ отклонения нити в край-
нем положении. 
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2.75.*    Небольшая шайба Ш соскальзывает без начальной скоро-
сти с вершины гладкой горки высотой H, имеющей горизонтальный 
трамплин (рис.2.21). При какой высоте h трамплина шайба пролетит 
наибольшее расстояние S? Чему оно равно? 

2.76.*    Небольшое тело A начинает скользить с высоты h по на-
клонному желобу, переходящему в полуокружность радиуса h/2 
(рис.2.22). Пренебрегая трением, найти скорость тела в наивысшей 

точке его траектории (после отрыва от желоба). 
2.77.*   Система состоит из двух одинаковых кубиков, каждый 

массой m, между которыми находится сжатая невесомая пружина же-
сткостью k (рис.2.23). Кубики связаны нитью, которую в некоторый 
момент пережигают. При каких значениях начальной деформации 
пружины x нижний кубик оторвется от  стола после пережигания ни-
ти? 

2.78.   По плоскости с углом наклона α = 45° соскальзывает шай-
ба и в конце спуска абсолютно упруго ударяется о стенку, перпенди-
кулярную наклонной плоскости (рис.2.24). Определить, на какую вы-
соту h поднимется шайба по плоскости после отражения от стенки, 
если первоначально шайба была на вы-
соте H = 6 м? Коэффициент трения шай-
бы о плоскость μ = 0,2. 

2.79.*   Небольшая шайба массой 
m = 5 г начинает скользить, если ее по-
ложить на шероховатую поверхность 
полусферы на высоте h1 = 60 см от гори-
зонтального основания полусферы 
(рис.2.25). Продолжая скользить, шайба 
отрывается от полусферы на высоте h2 = 25 см. Найти работу сил тре-
ния, действующих на шайбу при ее соскальзывании. 

2.80.  * Шайба массой m скользит без начальной скорости с вер-
шины гладкой полусферы радиусом R. На какой высоте от горизон-



 31

тального основания полусферы она оторвется от поверхности? Каков 

ответ, если начальная скорость шайбы 
30

RgV = ? 

2.81.*    В системе (рис.2.26) масса каждого бруска m = 0.5 кг, же-
сткость пружины k = 40 Н/м, коэффициент трения между бруском и 
плоскостью μ = 0,2. Массы блока и пружины пренебрежимо малы. 
Система пришла в движение с нулевой начальной скоростью при не-
деформированной пружине. Найти максимальную скорость брусков. 

2.82*П.  В системе, изображенной на рис. 2.27, величина начальной 
деформация пружины x0 = 10 см. После освобождения  пружины груз 
совершает затухающие колебания. Определить: а) число максN  полу-
колебаний груза до остановки; б) деформацию пружины после пре-
кращения колебаний. Масса груза m = 50 г, 
жесткость пружины k = 30 Н/м, коэффици-
ент трения между грузом и горизонтальной 
поверхностью μ = 72 . Ускорение свобод-
ного падения g =9,8 м/с2. 

2.83.*   В установке, изображенной на рис. 2.27, масса груза  
m = 100 г, жесткость пружины k =30 Н/м, коэффициент трения между 
грузом и горизонтальной поверхностью μ =0,5. Вначале пружина не 
деформирована. С какой скоростью V нужно толкнуть груз в направ-
лении оси x, чтобы груз, совершив N = 4 
полуколебания, вернулся в исходное по-
ложение? Принять значение g =10,0 м/с2.  

2.84.*   Тонкую цепочку длиной l с 
очень мелкими гладкими звеньями удер-
живают за  левый край (точка А) в глад-
кой горизонтальной трубе так, что часть 
ее длины h свободно свешивается, каса-
ясь поверхности стола (рис. 2.28). В некоторый момент цепочку от-
пустили. С какой скоростью точка А выскочит из трубы? Считать це-
почку однородной по длине. 

2.85.*   Тонкая гладкая цепочка, имеющая длину l =1 м и массу  
m =10 г, лежит на шероховатом горизонтальном столе. Цепочка вытя-
нута в прямую линию, перпендикулярную к краю стола. Конец цепоч-
ки свешивается с края стола. Когда длина свешивающейся части со-
ставляет η = 0,275 длины l, цепочка начинает соскальзывать со стола 
вниз. Считая цепочку однородной по длине, найти: 
а) коэффициент трения μ  между цепочкой и столом; б) работу А сил 
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трения между цепочкой и столом за время соскальзывания; 
 в) скорость V цепочки в конце соскальзывания. 
 

2.3. Импульс. Закон сохранения импульса 
 

Основные определения 
9 Радиус-вектор центра масс системы n материальных точек масса-
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где jF
r

 − внешние силы. 
9 Импульс системы материальных точек 
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9 Если 0=∑ jF
r

 (система замкнута), то импульс системы остается 
постоянным: 
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9 Уравнение движения тела переменной массы 

u
dt
dmFam rrr

+= ,     (2.3е) 

где ∑= jFF
rr

, ur − скорость присоединяемого (отделяемого) веще-
ства относительно тела. 
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2.86.   Уравнение движения частицы массой m = 2 кг, находящей-

ся на оси x, имеет вид ,2CtBtAx ++= где A = 1 м, B = 4 м/с, 
C= − 2м/с2. Определить: а) зависимость проекции импульса частицы 
от времени ( )tPx  на ось x; б) изменение проекции импульса xPΔ  за 
первые 2 секунды движения. 

2.87.   Частица массой m ударяется о стенку со скоростьюV
r

 и уп-
руго отражается от нее так, что угол падения α равен углу отражения β 

(рис. 2.29). Найти P
r

Δ , ,PΔ ,xPΔ  yPΔ .  

2.88.   Частица массой m движется равномерно по окружности ра-
диусом R , делая за время τ один 
оборот. Найти модуль изменения 
импульса частицы P

r
Δ  за время: 

а)
4
τ

; б) 
2
τ

. 

2.89.   Найти радиус-
вектор центра масс системы двух 
частиц, изображенной на 
рис. 2.30. 

2.90.   Чему равна величина скорости центра масс CV  системы 

частиц из предыдущей задачи, если: а) xVV e421
rrr

== м/с; б) xV e41
rr

= м/с, 

yV e5,12
rr

= м/с; в) xV e41
rr

= м/с, xV e22
rr

−= м/с. 

2.91.   Граната, летевшая со скоростью V = 12,0 м/с, разорвалась 
на две части с массами 5,01 =m кг и 0,12 =m кг. Скорость большего ос-
колка 2V = 68,0 м/с и направлена так же, как скорость гранаты до взрыва. 
Найти направление и величину скорости меньшего осколка. 

2.92.   Решить предыдущую задачу в предположении, что ско-
рость большего осколка перпендикулярна скорости гранаты до взрыва. 

2.93.*   На частицу массой m = 10 г действует сила, величина кото-
рой зависит от времени как ( ) 203,0 ttF = , Н, а направление остается не-

изменным. Вычислить модуль приращения скорости V
r

Δ  частицы за ин-

тервал времени от t1 =2 c до t2 =3 c. 
2.94.*   Тело массой m = 100 г столкнулось с неподвижной стен-

кой. Скорость тела перед столкновением была равна =1V 5,0 м/с; она бы-
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ла направлена перпендикулярно стенке. Известно, что время столкновения 
=Δt 0,01 с, а зависимость силы взаимодействия тела со стенкой от време-

ни имеет вид ( ) ( )tttF −⋅= 01,01048 6 , Н. Определить величину скорости 
тела 2V после удара. 

2.95.   К свободному аэростату массой M привязана легкая вере-
вочная лестница, на середине которой находится человек массой 
m = 0,11M. В каком направлении и с какой скоростью будет перемещать-
ся аэростат, если человек начнет подниматься по лестнице вверх с посто-
янной скоростью V относительно лестницы? Сопротивлением воздуха 
пренебречь. 

2.96.   Сани с песком общей массой M =10 кг скользят со скоро-
стью V1 = 1,00 м/с по горизонтальной обледенелой поверхности. Навстре-
чу саням летит груз массой m = 3 кг со скоростью V2 = 7,00 м/с. В каком 
направлении и с какой скоростью будут скользить сани после застревания 
груза в песке? Трением между санями и поверхностью пренебречь. 

2.97.*   Можно ли использовать закон сохранения импульса в пре-
дыдущей задаче, если известно, что коэффициент трения между санями и 
поверхностью μ = 0,5? Время t застревания груза в песке равно: 
а) 0,01 с; б) 0,1 с. 

2.98*П.  Две лодки идут параллельными курсами навстречу друг 
другу с одинаковыми по величине скоростями V. Когда лодки поравня-
лись, с каждой из них на встречную были одновременно переброшены 
одинаковые грузы массами m. а) Чему равна скорость лодок U после этой 
операции, если масса каждой лодки без груза M? б) Каким будет ответ, 
если грузы перебрасывают не одновременно, а по очереди? Сопротивле-
нием воды пренебречь. 

2.99.   Вагон массой 1m  с автоматической сцепкой, движущийся 
со скоростью V1, догоняет вагон массой 2m , движущийся в том же на-
правлении со скоростью V2. Двигаясь дальше вместе, вагоны сцепляются с 
неподвижным третьим вагоном массой 3m . Пренебрегая трением, найти 
скорость U образовавшегося поезда. 

2.100.   Плот массой M с находящимся на нем человеком массой m 
покоится на поверхности пруда. Человек начинает движение и в течение 
времени  перемещается относительно плота на расстояние l .Пренебрегая 
сопротивлением воды, найти модуль перемещения L плота относительно 
берега. 

2.101.   На железнодорожной платформе, движущейся по инерции 
со скоростью V = 3 км/ч, укреплено орудие. Масса платформы с орудием 
равна M =10 т. Ствол орудия направлен в сторону движения платформы. 
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Снаряд массой m =10 кг << M вылетает из ствола под углом α = 60˚ к го-
ризонту. Определить скорость снаряда U относительно Земли, если после 
выстрела скорость платформы уменьшилась в два раза. 

2.102.*  Когда колеса пушки, находящейся на горизонтальной по-
верхности, закреплены, скорость снаряда сразу после выстрела  

=0V 180,0 м/с. Чему равна скорость: а) снаряда, б) пушки сразу после вы-
стрела, если колёса пушки освобождены? Отношение массы пушки к мас-
се снаряда 50=mM . Считать, что в обоих 
случаях снаряд вылетает под углом α = 45˚ к 
горизонту.  

2.103*П.  Ствол пушки, установленной 
на железнодорожной платформе, укреплен  под 
углом α к горизонту (рис.2.31). Под каким уг-
лом β к горизонту вылетает снаряд, если перед 
выстрелом платформа покоилась? Масса платформы с пушкой M, масса 
снаряда m. 

2.104.   Конькобежец массой M, стоя на коньках на льду, бросает в 
горизонтальном направлении кусок льда массой m со скоростью V отно-
сительно дорожки. На какое расстояние S откатится при этом конькобе-
жец, если коэффициент трения коньков о лед равен μ ?  

2.105.   Снаряд, вылетевший из орудия, разрывается в верхней точ-
ке траектории на расстоянии l по горизонтали от орудия на два одинако-
вых осколка. Один из осколков полетел в обратном направлении со скоро-
стью движения снаряда до разрыва. Пренебрегая сопротивлением воздуха, 
определить, на каком расстоянии L от орудия упадет второй осколок. 

2.106.   Мяч, летящий над волейбольной сеткой со скоростью 1V , 
отбивается рукой волейболиста в противоположном направлении со ско-
ростью 12 VV > . Найти модуль приращения импульса мяча P

r
Δ , если 

приращение кинетической энергии составило .TΔ  
2.107.   Тело массой m = 3кг движется со скоростью V = 2м/с и 

ударяется о неподвижное тело такой же массы. Считая удар центральным 
и неупругим, определить количество теплоты Q, выделившееся при ударе. 

2.108.   Движущееся тело массой 1m  испытывает центральное уп-
ругое соударение с покоящимся телом массой 2m , в результате чего ско-
рость первого тела уменьшилась в 2 раза, причем ее направление не изме-
нилось. Чему равно отношение 21 mm ? 
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2.109*.   Частица массой 1m  испытала упругое столкновение с по-
коившейся частицей массой 12 12mm = .

 
Какую относительную часть ки-

нетической энергии TTΔ  потеряла налетающая частица, если: а) она 
отскочила под прямым углом к своему первоначальному направлению 
движения; б) столкновение было центральным? 

2.110*П.   После упругого столкновения тела массой 1m с поко-

ившимся телом массой 2m они разлетелись симметрично относительно 
первоначального направления движения тела. Угол разлета θ = 60˚. Чему 
равно отношение 21 mm ? 

2.111*.   Частица 1, имевшая скорость V = 10,00 м/с, испытала цен-
тральное столкновение с покоившейся частицей 2. Массы частиц одинако-
вы. В результате столкновения кинетическая энергия системы уменьши-
лась на 1%. Найти модуль и направление скорости частицы 1 после столк-
новения. 

2.112*.   Две небольшие муфты с массами m1 = 0,1 кг и m2 = 0,2 кг 
движутся навстречу друг другу по гладкому горизонтальному проводу, 
изогнутому в виде окружности, с постоянными по величине нормальными 
ускорениями 1a  =3,0 м/с2 и 2a  = 9,0 м/с2 соответственно (рис.2.32). Чему 
равно нормальное ускорение составной муфты, образовавшейся после аб-
солютно неупругого столкновения? 

2.113*.   Частица массой m испытала столкновение с покоившейся 
частицей массой M , в результате чего частица m отклонилась на угол 90˚, 
а частица M получила скорость, направленную под углом 30˚ к первона-
чальному направлению скорости частицы m. На сколько процентов изме-
нилась кинетическая энергия этой системы после столкновения, если от-
ношение M/ m = 5,0?  

2.114*.    Шайба 1, скользившая по шероховатой горизонтальной 
поверхности, испытала столкновение с покоившейся шайбой 2. В резуль-
тате шайба 1 отскочила под прямым углом к своему первоначальному на-
правлению и прошла до остановки путь  S1 =1,5м, а шайба 2 – путь  
S2 = 4,0м, Чему была равна скорость шайбы 1 перед столкновением, если 
отношение масс 12 mm =1,5? Коэффициент трения μ = 0,17. 

2.115.*    Два тела массами m1 и m2 подвешены на гибких, нерастя-
жимых и невесомых нитях длиной l каждая, как показано на рисунке 2.33. 
Тело m1 отклонили на угол α и отпустили. Считая соударение тел абсо-
лютно неупругим, а время соударения пренебрежимо малым, определить 
высоту h, на которую поднимутся тела после удара.  
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2.116.*    Допустим, что в предыдущей задаче происходит абсолют-
но упругое соударение. Чему в этом случае равна скорость второго тела 
сразу после удара? 

2.117.*   Пуля массой m =15 г, летящая горизонтально со скоростью 
V = 500 м/с, попадает в маятник массой M = 6 кг с двумя нитями подвеса и 
застревает в нем (рис.2.34). Длина нитей подвеса (l =1 м) достаточно вели-
ка, чтобы  можно было пренебречь отклонением маятника за время за-
стревания. Такой маятник называется баллистическим. Определить высо-
ту h, на которую поднимется маятник, откачнувшись после удара. 

2.118.*   Пуля массой m =15 г, летящая горизонтально, попадает в 
баллистический маятник массой M = 1,5 кг и застревает в нём. Маятник в 
результате этого отклонился на угол α = 30˚. 
Определить: а) скорость пули перед ударом; 
б) относительную долю тепловых потерь 

TQ  в процессе торможения пули. 
2.119.*   Муфта массой m, скользящая 

по гладкой горизонтальной струне, сталки-
вается с неподвижной муфтой массой M, к 
которой подвешен груз такой же массы  
(рис. 2.35). Длина нити подвеса равна l. Определить скорость муфты m до 
столкновения, если известно, что максимальная высота подъема груза в 
последующем движении 2lh = . Считать 
столкновение муфт: а) абсолютно неупругим;  
б) абсолютно упругим. 

2.120.*   На гладкой горизонтальной по-
верхности находятся два бруска с массами 1m  и

 
2m , соединённые невесомой пружиной жестко-

стью k. Левый брусок расположен вплотную к стенке (рис. 2.36). Брусок 2 
переместили влево на небольшое расстояние x и отпустили. Найти: а) ско-
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рость центра масс системы после отрыва бруска 1 от стенки; б) макси-
мальную деформацию пружины в последующем движении. 

2.121.*   Бруски массами 1m  и
 2m , соединенные недеформирован-

ной и невесомой пружиной жесткостью k, покоятся на гладкой горизон-
тальной поверхности. Бруску 2m  сообщили скорость V

r
в направлении 

первого бруска. Найти: а) максимальную деформацию пружины; б) мак-
симальную скорость бруска 1m  в последующем движении. 

2.122.*   Небольшому грузу массой m = 600 г, лежащему на длинной 
доске массой M = 1 кг, толчком сообщили скорость V0 = 4 м/с, направлен-
ную вдоль доски. До этого толчка доска покоилась на гладкой горизон-
тальной  плоскости. Найти работу сил трения между грузом и доской к 
моменту, когда груз перестанет скользить по доске.  

2.123.*   В покоящийся клин массой M попадает горизонтально ле-
тящий шарик массой m и, после абсолютно упругого удара о поверхность 
клина, отскакивает вертикально вверх. На какую высоту h он поднимется, 
если горизонтальная скорость клина после удара равна V? Трением пре-
небречь. 

2.124.*   На гладкой горизонтальной плоскости находится тело мас-
сой M и на нем небольшая шайба массой m. Шайбе сообщили в горизон-
тальной плоскости скорость V (рис. 2.37). На какую высоту (по сравнению 
с первоначальным уровнем) она поднимется после отрыва от тела M? 
Трения между шайбой и телом нет. 

2.125.*   Невесомая пружина жесткостью k и длиной l, снабженная 
невесомой чашкой, укреплена в вертикальном положении на столе, как 
показано на рис. 2.38 . Шарик m свободно падает на нее с высоты h без 
начальной скорости. Найти максимальный импульс шарика при его дви-
жении вниз. 

2.126*П.  В начальный момент ракета массой M имела скорость 

0V . В конце каждой секунды из ракеты выбрасывается порция газа массой 
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m. Скорость u истечения газа относительно ракеты постоянна. Пренебре-
гая действием силы тяжести, определить скорость ракеты через n секунд. 

2.127.*   Ракета движется в отсутствии внешних сил, выпуская не-
прерывную струю газа с постоянной относительно ракеты скоростью ur . 
Найти скорость ракеты V

r
в момент, когда ее масса равна m, если в на-

чальный момент она имела массу 0m и ее начальная скорость была равна 
нулю. 

2.128.*   Найти закон изменения массы ракеты со временем, если 
ракета движется в отсутствии внешних сил с постоянным ускорением a , 
скорость истечения газа относительно ракеты постоянна и равна u, а ее 
масса в начальный момент равна 0m . 

2.129.*   Ракета поднимается без начальной скорости вертикально 
вверх в однородном поле сил тяжести. Начальная масса ракеты с топли-
вом равна 0m . Скорость газовой струи относительно ракеты постоянна и 
равна u. Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти величину скорости 
ракеты в зависимости от ее массы m  и времени подъема t . 

 
2.4. Примеры решения задач 

 
Задача 2.13 

1. Вычислим импульс системы пушка - снаряд непосредственно пе-
ред выстрелом (рис. 2.39,а). Поскольку сила трения между пушкой и гор-
кой отсутствует, а сила нормальной упругой реак-
ции N

r
 перпендикулярна перемещению пушки (рис. 

2.39,б), кинетическая энергия системы к этому мо-
менту определяется только работой силы тяжести: 

α== sin22 MglMghMV . Из этого следует, что 
величина импульса системы перед выстрелом: 

α== sin21 glMMVP ; его направление совпа-
дает с направлением оси (рис. 2.39,а). 

2. Так как пушка останавливается, импульс 
системы после выстрела 2P

r
 равен импульсу снаряда P

r
 и направлен под 

углом α к оси x ( рис. 2.39,б). 
3. В соответствии с определением (2.1б) на с. 17 данного издания из-

менение импульса системы равно импульсу внешних по отношению к 
системе сил: 

( )τ+=− NgmPP
rrrr

12 , где τ − продолжительность взрыва. 
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В  проекции на ось x, учитывая, что вектор N
r
перпендикулярен этой оси, 

получим: ατ=α−α sinsin2cos MgglMP . Отсюда следует, что 

α
α−α

=τ
sin

sin2cos
Mg

gLMP
. 

 
Задача 2.34 
Помимо силы F

r
 на тело действуют силы тяжести ( )gmr

, нормаль-

ной упругой реакции ( )N
r

 и трения ( )трF
r

, как это показано на рис. 2.40. 
Поскольку тело движется с постоянной скоростью, его ускорение равно 
нулю. Поэтому II закон Ньютона имеет вид тр0 FFNgm

rrrv +++= . Най-

дем проекции этого уравнения на оси x и у: 
Ox:   трcos0 FF −α=     (*) 

  Oy:   mgFN −α+= sin0    (**) 
Из уравнения (**) выразим силу реакции опоры N  и, используя опреде-
ление силы сухого трения (формула 
(2.1е) на с. 17), получим: 
 )sin(тр α−μ=μ= FmgNF  (***) 
Совместное решение системы уравнений 
(*), (**) и (***) позволяет сделать вывод: 
если тело движется с постоянной скоро-
стью, то величина силы натяжения нити 
в зависимости от угла α  равна 

( )αμ+αμ= sincosmgF . Для того чтобы эта сила приняла минималь-
ное значение из всех возможных, необходимо определить значение мα , 
при котором  знаменатель полученного выражения максимален. Необхо-
димое условие для этого – равенство нулю первой производной по α : 

( ) =αμ+α
α

sincos
d
d 0sincos =α−αμ . Таким образом, μ=мtgα . 

Воспользовавшись известным тождеством α+=α 2tg11cos , решение 
можно представить в виде 

2
м 11cos μ+=α ; ( ) 2

ммин 1 μ+μ=α= mgFF . 
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 Задача 2.39 
Направление силы трения трF

r
 

противоположно направлению скорости 

1V
r

 груза 1m ; в свою очередь, поскольку 
начальная скорость 00 =V , направления 
скорости грузов и их ускорений совпада-
ют в любой момент времени ( )taV 11

rr
= . 

Поэтому в обоих возможных вариантах 
движения, изображенных на рис. 2.41,а и 
2.41,б соответственно, векторы трF

r
 и 1ar  

антипараллельны. 
1. Рассмотрим первый случай: 

груз 1m  поднимается, а 2m опускается 
(рис.2.41,а). Второй закон Ньютона для грузов 1m  и 2m в векторной фор-
ме имеет вид соответственно 

тр1111 FTNgmam
rrrrr

+++=   и  2222 Tgmam
rrr

+= .  (*) 
При записи уравнений (*) в проекции на соответствующие оси учтем не-
растяжимость нити, следовательно, равновеликость ускорений 

aaa == 21 , а также невесомость нити и блока, из чего следует, что 
TTT == 21 . В результате получаем: 

Оx1: тр11 sin FgmTam −α−= ; 
Оy1: α= cos1gmN  (следовательно, αμ=μ= cosF 1тр gmN ); 

Оy2: Tgmam −= 22 . 
Совместное решение полученной системы относительно a  дает  

21

112 cossin
mm

mmm
ga

+
αμ−α−

= .   (**) 

Величина ускорения должна быть неотрицательной ( 0≥a ). Отсюда и из 
выражения (**) следует, что отношение масс грузов 12 mm , при которых 
груз 2m  опускается, удовлетворяет условию αμ+α≥ cossin12 mm . 

2. Аналогично можно показать, что 2-й случай (груз 2m поднимается, 
рис.2.41,б) реализуется при значениях отношения 

αμ−α≤ cossin12 mm . 
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Если отношение 12 mm  принимает какое-либо значение в про-
межуточном интервале αμ−α cossin ≤≤ 12 mm αμ+α cossin , грузы 
остаются в покое.  
 
Задача 2.43 

В этой задаче мы сталкиваемся с ситуацией, когда 
на тело действует сила, зависящая от скорости тела (вязкое 
трение). В результате как скорость V , так и ускорение те-
ла dtdVa =  являются величинами, зависящими от вре-
мени. Для определения этих зависимостей используем  
II закон Ньютона, который в проекции ось y (рис. 2.42) 
принимает вид 

kVmgdtdVm −= .    (*) 
Мы получили уравнение, в которое входит как величина скорости, так и ее 
первая производная по времени (ускорение). В соответствии с общеприня-
той терминологией, подобные соотношения называются дифференциаль-
ными уравнениями первого порядка. В уравнении (*) можно разделить 
переменные V и t : ( ) dtkVmgmdV =− .Теперь, чтобы получить зави-
симость ( )tV  в явном виде, остается проинтегрировать правую и левую 

части полученного уравнения: ∫∫ =
−

dt
kVmg

mdV
, в результате чего полу-

чить: 

( ) tCkVmg
k
m

+=−− ln .   (**) 

Здесь С – константа интегрирования; ее следует выбрать так, чтобы в мо-
мент 0=t  скорость V груза была равна нулю (по условию, груз падал без 
начальной скорости). Подстановка 0=t  и 0=V  в (**) показывает, что 

mg
k
mС ln−= . С учетом этого формула (**) приводится к виду 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

m
kt

k
mgtV exp1 .   (***) 

 Зависимость ускорения тела от времени определяется как производная от 

функции ( )tV  по времени: ( ) ( ) m
kt

gdttdVta
−

== e . Как видим, это экс-
поненциально убывающая функция времени. В момент, когда ускорение 

принимает значение 2g , множитель 21e =
− m

kt
. 



 43

Таким образом, искомый момент времени: 2ln
k
mt = = 6,9 с. 

 Анализ формулы (***) показывает, что скорость груза при наличии 
вязкого трения ( kVF −=c ) не возрастает неограниченно с течением вре-
мени, а стремится к конечному пределу ( ) kmgtVV

t
==

∞→
limмакс . 

 
Задача 2.57 

1. Если известна координатная зависимость по-
тенциальной энергии частицы, то координатная зави-
симость силы ( )zyxF ,,

r
, действующей на частицу,  

определяется как ( ) ( )zyxUzyxF ,,grad,, −=
r

.  Эта 
символическая запись означает, что проекции силы на 
оси координат zyx ,, равны соответственно 

x
UFx ∂
∂

−= ,
y
UFy ∂
∂

−=  и
z
UFz ∂
∂

−= . Вообще, про-

екция консервативной силы на произвольное направление Le
r

 вычисляется 
через частную производную по этому направлению: 

L
UFL ∂
∂

−= .     (*) 

 
В нашем случае, потенциальная энергия частицы 

( ) 23 rbrarUU −== . 
Она зависит только от модуля ее радиус-вектора r  (рис.2.43,а). Соответ-
ственно имеется проекция силы  

34 23 rbraU
dr
dFr −=−= .  (**) 

Эта зависимость изображена на рис.2.43,б. 
2. Как и следовало ожидать, проекция ( ) 0>rFr в том интервале зна-

чений r , где функция ( )rU  убывает и наоборот. Равновесное расстояние 
частицы от начала координат определяется условием 0)( 0 =rFr . Приме-
нив это условие к выражению (**), получим: bar 230 = . Отметим, что на 
равновесном расстоянии функция ( )rU  принимает минимальное значение 
(рис.2.43,а), следовательно, точка 0r  соответствует устойчивому положе-
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нию равновесия. Величина ( ) 2

3
2

0
3

00 27
4

a
brbrarU =−= , обозначенная 

на рис.2.43, а как свЕ , имеет  смысл энергии связи частицы в данном си-
ловом поле; иными словами, свЕ − это минимальная энергия, которую 
необходимо затратить для того, чтобы удалить частицу от равновесного 
положения 0r  на бесконечное расстояние.  

3. Вектор силы через свою единственную ненулевую проекцию оп-
ределяется как ( ) rrFrF e

rr
= , где r

r
r

rr
=e − орт радиус- вектора.  

 
Задача 2.69 

1. Поскольку на тело действуют 4 силы (они изображены на  
рис. 2.44,а − кроме ,F

r
это сила нормальной реакции ,N

r
 тяжести gmr

, а 

также сила трения трF
r

), теорема об изменении кинетической энергии тела 
Т принимает вид 

трAAAAT mgFN +++=Δ ,     (*)  

где mgFN AAA ,,  и трA − работы указанных сил.  
По условию задачи груз на всем пути перемеща-
ют медленно. Для нас это значит, что изменение 
кинетической энергии 0=ΔT . Далее, сила N

r
 

всегда перпендикулярна траектории тела; поэто-
му ее работа NA также равна нулю. Работа силы 
тяжести при подъеме тела на высоту h  определя-
ется как mghAmg −= . Следовательно, формула 
(*) преобразуется к виду 

трAmghAF −= ,    (**) 

где FA − искомая работа силы F
r

. 
2. Ссылаясь на проделанный выше анализ задачи 2.39, примем без 

доказательства, что величина силы α= cos1gmN ; таким образом, 
αμ=μ= cosтр mgNF . Работа силы трения на элементарном участке пе-

ремещения sdr (рис.2.44,б) mgdldsmgdsFdA μ−=αμ−=−= cosтртр . 
Следовательно, работа силы трения на всем пути равна 
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mglmgdlA
l

μ−=μ−= ∫
0

тр . Подставив полученный результат в (**), окон-

чательно получим )( lhmgAF μ+= . 
 
Задача 2.74. 

На рис. 2.45,а и 2.45,б изображена меха-
ническая система в моменты, когда груз нахо-
дится в крайнем и нижнем положении.  

1. В крайнем положении скорость груза 
равна нулю, следовательно, его ускорение ( 1ar ) в 
этот момент не имеет нормальной составляющей 
и направлено по касательной к траектории (па-
раллельно оси 1x  на рис. 2.45,а). В проекции на 
эту ось имеем: θ= sin1 mgma , откуда θ= sin1 ga . 

2.  В нижнем положении обе силы, действующие на груз, направлены 
вертикально (рис. 2.45,б), следовательно, ускорение груза имеет только 
нормальную составляющую lVaa n

2
2 == . Так как по условию задачи 

21 aa = , получаем 

θ= sin2 glV .     (*) 

3. Поскольку сила натяжения нити T
r
перпендикулярна траектории 

груза, работа этой силы на участке 1-2 равна нулю. Поэтому изменение 
кинетической энергии груза на указанном участке траектории определяет-
ся только работой силы тяжести:  

)cos1(22 θ−== mglmghmV .    (**) 
Решая совместно уравнения (*) и (**), найдем угол отклонения, соответст-
вующий условиям задачи: 

5,0arctg2=θ . 
 

 Задача 2.82 
Обозначим исходное расстояние груза от начала координат симво-

лом 00 xs = . Груз начнет движение в том случае, если величина силы 
упругой деформации, действующая на него со стороны пружины, превы-
шает величину силы трения скольжения: mgks μ>0 . Это условие можно 

представить в виде ε=
μ

>
k
mgs0 . Подстановка численных значений па-
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раметров показывает, что в задаче это условие выполняется: 47,0≅ε  см., 
в то время как 0s =10 см.  

В последующем движении сила трения совершает отрицательную 
работу, поскольку всегда направлена противоположно скорости груза. Та-
ким образом, груз совершает затухающие колебания. Как и для всякого 
одномерного колебания, можно указать координаты Nxxx K,, 21  так на-
зываемых точек поворота, в которых скорость и кинетическая энергия 
груза равны нулю. Расстояния этих точек от начала координат NN xs = . 
В этих обозначениях число N является номером очередного полуколеба-
ния, то есть, участка пути между точками поворота с номерами N – 1 и N. 
Координаты 1−Nx  и Nx  каждого полуколебания (кроме, возможно, по-
следнего) противоположны по знаку. Поэтому длина пути груза на всех (с 
той же оговоркой) участках между двумя остановками равна сумме рас-
стояний NN ss +−1 . 

Для вычисления значений Ns привлечем закон сохранения и пре-
вращения энергии в виде AE ′=Δ (см. п.2.2, Основные определения, фор-
мула 2.2л). Применительно к первому полуколебанию, с учетом (2.2д) по-

лучим: ( )10тр

2
1

2
0

22
ssmgA

ksks
+μ=−=− . После несложных преобразо-

ваний, используя принятые обозначения, получаем: ε−= 201 ss . Анало-
гично вычисляется значение ε−=ε−= 42 012 sss  и так далее. Каждое 
очередное значение Ns  меньше предыдущего на величину 2 ε ; следова-
тельно, ε−= NssN 20 . 

Колебания будут продолжаться по крайней мере до тех пор, пока 
020 ≥ε−= NssN ; из этого следует, что число наблюдаемых в экспери-

менте полуколебаний должно быть не меньшим, чем целая часть дроби  
ε20s . Обозначим это число символом N~ . В нашем случае 

7,10
47,02

10
2

0 =
⋅

=
ε

s
, следовательно 10~

=N . Для того, чтобы ответить на 

вопрос: является ли полученное число 10~
=N  искомым числом полуко-

лебаний максN ?, необходимо провести дополнительное исследование. 
Результат зависит от того, в какой интервал значений попадает величина 

Ns ~ . Рассмотрим возможные варианты: 
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А) Если ε≤< Ns ~0 , груз остается неподвижным, так как сила уп-
ругой деформации пружины в этой точке поворота уже не превышает си-
лы трения скольжения ( mgksN μ≤~ ). В этом случае NN ~

макс = , а вели-

чина остаточной деформации пружины равна Ns ~ . 

Б) Если ε<<ε 2~Ns , состоится ещё одно полуколебание; при 

этом очередное значение ε−== + 2~1~ NNN sss  окажется отрицательным. 

Смысл этого результата состоит в том, что груз на пути от Nx ~  до 1~
+Nx не 

пересекает координату равновесия 0=x , поэтому длина пути груза на 
этом участке равна  не сумме, а разности расстояний 1~~

+− NN ss . В случае 

реализации варианта Б 1~
макс += NN , а величина остаточной деформации 

пружины равна 1~
+Ns . 

В условиях задачи реализуется именно вариант Б, так как 
ε>=⋅−== см67,047,0201010~ ssN . 

 Таким образом, 1~
макс += NN =11, а величина остаточной дефор-

мации пружины 27,011 ≅s см. 
 
Задача 2.98 

 Анализ задачи осложняется тем обстоятельством, что грузам в про-
цессе обмена сообщают дополнительную скорость ⊥V

r
 в направлении, 

перпендикулярном исходному на-
правлению движения. В результате 
каждая лодка дважды получает им-
пульс, по порядку величины равный 

⊥⊥ = VmP
rr

. В первый раз это проис-
ходит, когда лодка выбрасывает 
«свой» груз, во второй раз − когда 
принимает «чужой». В итоге 
направление скорости лодок, 
например, той, что изображена на 
рис. 2.46,а, отклоняется от 
первоначального. Для того чтобы 
этим отклонением можно было 
пренебречь, необходимо выполнение нение условия 

↑↑⊥ << MUmV2 ,    (*) 
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где ↑↑U − проекция  скорости лодкиU
r
после обмена грузами на первона-

чальное направление скорости данной лодки (рис. 2.46,а). Далее мы будем 
предполагать, что вышеприведенное неравенство (*) заведомо выполняет-
ся; соответственно, величина скорости лодки ↑↑≅UU . 

1. Каждую из лодок  вместе с грузом, брошенным к ней из «чужой» 
лодки, можно рассматривать как замкнутую систему (рис.2.46,а). Напра-
вим ось x параллельно вектору V

r
скорости лодки, избавившейся от своего 

груза. Тогда скорость груза, брошенного в эту лодку, равна ⊥+− VV
rr

. За-
кон сохранения импульса в проекции на ось x 

 ( ) ↑↑+=− UmMmVMV ,   (**) 

где, в соответствии с неравенством (*), UUU X ≅=↑↑ . Таким образом, 

( )
mM
mMVUU

+
−

=≅ ↑↑ . Разумеется, такой же результат получается и для 

другой лодки. 
2. Рассмотрим вариант (б), когда лодки меняются грузами по очере-

ди. В этом случае закон сохранения импульса для системы: лодка с грузом 
плюс «чужой» груз (рис. 2.46,б) принимает вид  

( ) ( ) ↑↑+=−+ UmMmVVmM 2 .   (***) 

На втором этапе обмена проекция скорости ↑↑U  этой лодки, очевидно, не 
меняется. Полагая, что неравенство (*) остается в силе, получим: 

mM
MVUU

2+
=≅ ↑↑ . Легко убедиться, что такой же результат получается, 

если в качестве замкнутой системы рассмотреть вторую (пустую) лодку 
вместе с грузом, получаемым ею. 

 Ответ: а) 
( )

mM
mMVUU

+
−

=≅ ↑↑ ; б) 
mM

MVUU
2+

=≅ ↑↑ . 

Задача 2.103 
1. Ствол вместе с платформой 

движется в сторону, противополож-
ную направлению выстрела 
(рис.2.47), и благодаря этому увели-
чивает угол вылета снаряда. Для оп-
ределения этого угла используем 
обозначения: yV - вертикальная про-
екция скорости снаряда в момент 
вылета из ствола, xV  и xU – горизонтальные проекции скоростей снаряда 
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и платформы. Тангенс искомого углаβ  определяется как отношение про-

екций скорости снаряда: 
x

y

V
V

=βtg  (см. рис.2.47,а). 

2. В системе отсчета, связанной с платформой (рис.2.47,б), ствол 
пушки неподвижен. Поэтому в этой системе, то есть, с точки зрения на-
блюдателя, находящегося на платформе, угол вылета снаряда равен углу 

наклона стволаα , а 
xx

y

x

y

UV
V

V
V

−
=

′

′
=αtg , где xV ′  и yV ′  − проекции ско-

рости снаряда относительно платформы.  Здесь учтено, что вертикальная 
проекция скорости снаряда в обеих системах отсчета имеет одинаковое 
значение ( yV ′ = yV ), в то время как горизонтальные проекции связаны со-

отношением Галилея xV ′  = xV  − xU . Таким образом, отношение  

x

xx

V
UV −

=
α
β

tg
tg

.     (*) 

 С другой стороны, учитывая, что перед выстрелом платформа по-
коилась и что  проекция импульса системы «снаряд – платформа» на ось x 
должна и после выстрела оставаться равной нулю, име-
ем: xx MUmV +=0 . С учетом этого соотношение (*) приводится к виду 

M
mM +

=
tgα
tgβ

 или, окончательно, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+
=β tgarctg

M
mM

. 

 
Задача 2.110 

Выберем оси координат, как показано на рис. 2.48,а и 2.48,б. На 
рис. 2.48,а вектор 0V

r
– скорость первого тела перед столкновением; на 

рис. 2.48,б 1V
r
и 2V
r

– скорости первого и второго тела после столкновения. 
Закон сохранения импульса применительно к данной замкнутой системе 
тел имеет вид 221101 VmVmVm

rrr
+= . В проекциях на оси координат x и y 

получаем: 
Ox :  2cos2cos 221101 θ+θ= VmVmVm ; 
Oy :  2sin2sin0 2211 θ−θ= VmVm . 

Данную пару уравнений, учитывая известные тригонометрические тожде-
ства 12cos2sin 22 =θ+θ  и θ=θ−θ cos2sin2cos 22 , можно при-
вести к виду: 

θ++= cos2 2121
2

2
2
2

2
1

2
1

2
0

2
1 VVmmVmVmVm ;  (*) 
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2211 VmVm = .   (**) 
Поскольку столкновение тел абсолютно упругое, механическая энергия 
системы остается постоянной. Это дает основание 
дополнить систему уравнений (*), (**) законом со-
хранения энергии в виде 

222

2
22

2
11

2
01 VmVmVm

+= .    (***) 

Путем последовательного исключения из системы 
уравнений неизвестных величин 1V  и 2V  получим 

окончательно 2cos21
2

1 =θ+=
m
m

. 

Задача 2.126 
После выброса каждой порции газа скорость ракеты увеличивает-

ся. Обозначим индексом k , пробегающим значения ( )n,,1,0 K , номер 
очередного выброса (после k -й секунды). Введем, также, обозначения: 

kV  – скорость ракеты и kmMM k −=  – ее масса после k -го выброса. 
Для того чтобы установить соотношение между скоростью kV  и преды-
дущей скоростью 1−kV , запишем закон сохранения импульса системы  
«ракета – k -я порция газа» в проекции на направление движения ракеты: 

( )[ ] ( ) ( )kkk VumVkmMVmkM +−+−=−− −11 . 

Из полученного выражения следует, что ( )mkM
umVV kk 11 −−

+= − .В ча-

стности, после подстановки 1=k  получаем: 
M
umVV += 01 ; аналогично 

mM
um

M
umV

mM
umVV

−
++=

−
+= 012  и так далее. Путем индукции для 

nV  получаем ( )∑
= −−

+=
n

k
n mkM

umVV
1

0 1
1

. 
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3. ДИНАМИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 
 

3.1. Момент импульса. Момент силы 
 

Основные определения 
9 Моментом импульса частицы относительно произвольной точки 

О называется вектор =L
r

[ Pr
rr

], где VmP
rr

= − импульс частицы, а rr − ее 
радиус-вектор, проведенный из точки О. 
9 Момент импульса системы, состоящей из N частиц, 

[ ] [ ]∑ ∑
= =

==
N

i

N

i
iiiii mVrPrL

1 1

rrrvr
.    (3.1а) 

9 Момент силы F
r
относительно точки О 

[ ]FrM
rrr

= ,    (3.1б) 
где rr − вектор, соединяющий точку О и точку приложения силы. Проек-
ция ZM  момента силы на ось z, проходящую через точку О, называется 
моментом силы относительно оси. 
9 Момент пары сил ( F

r
 и - F

r
) не зависит от выбора точки О; его 

модуль: 
bFM = ,    (3.1в) 

гдеb − плечо данной пары сил. 
9 Закон сохранения момента импульса: момент импульса системы 

частиц остается постоянным, если суммарный момент внешних сил по 
отношению к системе частиц равен нулю. (Здесь моменты сил и импульса 
вычисляются относительно одной и той же точки.) 

 
3.1.   Частица массой m движется вдоль оси x со скоростью V. 

Чему равен момент импульса частицы относительно точки с координата-
ми (0,b,0)? Как он направлен, если b>0? 

3.2.   В тот момент, когда частица массой m = 1 г имеет коорди-
наты (2,2,0) м, ее скорость yV e250

rr
= , м/с. Чему равен момент импульса 

частицы L
r

 относительно точки с координатами: 
а) (0,0,0); б) (2,0,0) м;в) (2,2,2) м ? 

3.3.   Частица массой m движется по ок-
ружности радиусом R, расположенной в плоско-
сти (x, y), с постоянной по величине скоростью V 
(рис. 3.1). Чему равно изменение момента им-
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пульса L
r

Δ  частицы относительно точки А за время пе-
ремещения частицы из точки 1 с координатами (0,-R, 0) 
в точку 2 с координатами (0,R,0)? Рассмотреть случаи: 
а) расстояние от точки А до начала координат r > R; 
б) r < R. 

3.4.   Сила, приложенная к частице, имеет вид 

yxF e4,3e1,2
rrr

+= , Н. Чему равен момент этой силы 
относительно начала координат, если точка приложения 
силы имеет координаты (4,2 м, 6,8 м,0)?  

3.5.   Чему равен момент силы притяжения Луны к Земле в гео-
центрической системе отсчета (относительно центра Земли)?  

3.6.   Расстояние от дверной ручки до верти-
кальной оси z, вокруг которой может свободно вра-
щаться дверь (рис. 3.2), равно a. Определить момент 

zM : а) силы F1, направленной параллельно оси z (см. 
рис. 3.2); б) силы F2 , перпендикулярной оси z и на-
правленной под углом α по отношению к ней. 

3.7.   Вычислить момент импульса Луны в 
геоцентрической системе отсчета, считая, что ее орбита 
– окружность радиуса лr . Вращением Луны вокруг соб-
ственной оси пренебречь. 

3.8*П.  Спутник массой m движется в поле тяго-
тения Земли по эллиптической орбите (рис.3.3). Мини-
мальное и максимальное расстояния от спутника до по-
верхности Земли (перигей и апогей) равны 1h  и 2h . 
Чему равны значения скоростей спутника в перигее (V1) и апогее (V2)? 
Считать Землю шаром радиуса ЗR , влиянием других небесных тел и со-
противлением атмосферы пренебречь. 

3.9.*   Небольшая шайба скользит без трения по внутренней по-
верхности конуса (рис.3.4). Известны высоты 1h  
и 2h  в точках наименьшего и наибольшего подъ-
ема. Найти скорости шарика 1V  и 2V в этих точ-
ках.  

3.10.*   На гладкой горизонтальной плоскости движется небольшое 
тело массой m, привязанное к нерастяжимой нити, другой конец которой 
медленно втягивают в отверстие (рис.3.5). Найти силу натяжения нити F в 
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зависимости от расстояния r тела до отверстия, если при 0rr =  угловая 
скорость тела была равна 0ω . 

 
3.2. Момент инерции 

 
Основные определения 
9 Моментом инерции системы, состоящей из N частиц, относительно 

произвольной оси называется скалярная сумма вида 

∑
=

=
N

i
ii RmJ

1

2 ,     (3.2а) 

где R – расстояния частиц до оси. 
9 Момент инерции сплошного тела 

dmrJ
V
∫= 2

.    (3.2б) 

Здесь r – расстояние участка тела массой dm от оси; интегрирование 
ведется по всему объему тела. 
9 Теорема Штейнера 

2MbJJ C += ,    (3.2в) 
где CJ  - момент инерции относительно оси, проходящей через центр 
масс тела массы M, а J  − момент инерции того же тела относительно 
параллельной оси, отстоящей от центра масс на расстоянии b. 
9 Момент инерции относительно произвольной оси, проходящей че-

рез центр масс тела: 
γ+β+α= 222 coscoscos ZYXC JJJJ ,  (3.2г) 

где α, β, γ – углы между данной осью и главными осями (X, Y, Z)  
тела; XJ , YJ , ZJ  – главные моменты инерции. 

 
3.11.   Два шарика массами m =10 г и 2 m  за-

креплены на тонком невесомом стержне длиной 
l = 40 см. Для каждого из двух вариантов закрепле-
ния, показанных на рис. 3.6, вычислить момент инер-
ции J системы относительно оси z, перпендикулярной 
стержню и проходящей через ее свободный конец. 
Размерами шариков пренебречь. 

3.12.   Три шарика массой m =10 г каждый закреплены в верши-
нах равностороннего треугольника со стороной l = 20 см. Определить мо-
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мент инерции J системы относительно оси: а) перпендикулярной плоско-
сти треугольника и проходящей через его центр масс; б) лежащей в плос-
кости треугольника и проходящей через его центр масс и одну из вершин 
треугольника. Размерами шариков и массой 
соединяющих стержней пренебречь. 

3.13.   Определить момент инерции J 
тонкого однородного стержня длиной 
l = 30 см и массой m = 100 г относительно: 
а) оси, перпендикулярной стержню и прохо-
дящей через его центр; б) оси, проходящей 
через его центр и составляющей угол  α = 30˚ со стержнем; в) оси, перпен-
дикулярной стержню и проходящей через точку, принадлежащую стерж-
ню и отстоящую от его края на 1/3 длины. 

3.14П.  Вычислить момент инерции J проволочного прямоуголь-
ника со сторонами a = 12 см и b = 16 см относительно оси, лежащей в 
плоскости прямоугольника и проходящей через середины малых сторон. 
Масса равномерно распределена по длине проволоки с линейной плотно-
стью τ = 0,1 кг/м.  

3.15.   На рис. 3.7 изображена тонкая проволочная рамка квадрат-
ной формы со стороной l. Найти момент инерции J этой рамки относи-
тельно: а) оси 1, лежащей в плоскости квадрата и проходящей через его 
центр параллельно двум сторонам; б) оси 2, перпендикулярной плоскости 
рамки и проходящей через ее центр; в) оси 3, совпадающей с одной из 
диагоналей квадрата. Массу рамки m считать известной. 

3.16.   Определить момент инерции тонкой проволочной рамки 
массой m  согнутой в форме равностороннего треугольника со стороной l 
относительно оси: а) совпадающей с одной из биссектрис; б) перпендику-
лярной плоскости рамки и проходящей через ее 
центр. 

3.17.*   Вычислить главные моменты инерции 
однородного прямоугольного параллелепипеда мас-
сой m  со сторонами a, b и c. 

3.18.*  Определить момент инерции J тонкого 
однородного обруча радиусом R и массой m  относительно оси: а) совпа-
дающей с одним из диаметров обруча; б) перпендикулярной плоскости 
обруча и касающейся одной из его точек. 

3.19.*  Вычислить момент инерции J: а) однородного тонкого дис-
ка массой m  и радиусом R относительно оси, перпендикулярной плоско-
сти кольца и проходящей через его центр; б) однородного сплошного ко-
нуса массой m  и радиусом основания R относительно оси, совпадающей с 
высотой конуса. 
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3.20.*  Чему равен момент инерции тонкой однородной шайбы, 
изображенной на рис. 3.8, относительно оси, перпендикулярной плоскости 
шайбы и проходящей через её центр? Масса шайбы равна m , её внешний 
и внутренний радиусы равны R и r соответственно.  
 

3.3. Неподвижные оси вращения 
 

Основные определения 
9 Если твердое тело вращается вокруг закрепленной оси z с угловой 

скоростью ze
rr

ω=ω , проекция момента импульса тела на ось z: 
ω= JLz     (3.3а)  

Здесь J – момент инерции тела относительно оси z.  
9 В случае, когда ось вращения совпадает с одной из главных осей 

инерции твердого тела, момент импульса тела 
ω=
rr

JL     (3.3б) 
9 Уравнение динамики твердого тела в проекции на закрепленную 

ось 

z
Z

z J
dt
dJ

dt
dL

M β=
ω

== ,   (3.3в) 

где zM  – результирующий момент всех действующих на тело сил от-
носительно оси z. 
9 Изменение проекции момента импульса на ось z за время tΔ  

tMJL zz Δ=ωΔ=Δ ,   (3.3г) 

 где zM  – средний за время tΔ момент сил относительно оси z. 
9 Кинетическая энергия твердого тела, вращающегося вокруг закреп-

ленной оси, 

2

2ω
=

JT .    (3.3д) 

9 Работа момента силы M
r
при повороте тела на угол φ 

∫ ∫
ϕ ϕ

ϕ=ϕ=
0 0

dMdMA z
rr

.   (3.3е) 

9 Мгновенная мощность, развиваемая моментом силы 
ω=ω= zMMN

rrr
.     (3.3ж) 
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3.21.   Маховик в форме сплошного диска, момент инерции кото-
рого J = 150 кг·м2, вращается с частотой n = 240 об/мин. Через t = 1 мин 
после выключения двигателя маховик останавливается. Определить: а) 
момент M  сил торможения; б) число оборотов маховика от начала тор-
можения до остановки. 

3.22.   Вентилятор вращается с частотой n = 600 об/мин. После 
выключения он начинает вращаться равнозамедленно и, сделав N = 50 
оборотов, останавливается. Известно, что работа A сил торможения равна 
31,4 Дж. Определить: а) момент M сил торможения; б) момент инерции J 
вращающейся части вентилятора. 

3.23.   Маховик в форме сплошного диска, момент инерции кото-
рого J = 1,5 кг·м2, вращаясь равнозамедленно, за время t = 1 мин умень-
шил частоту своего вращения с n0 = 240 об/мин до n1 = 120 об/мин. Опре-
делить: а) угловое ускорение β маховика; б) момент M сил торможения; 
в) работу торможения A.  

3.24.   Двум одинаковым маховикам, закрепленным на неподвиж-
ных осях, сообщили одинаковую угловую скорость ω = 20π рад/с и пре-
доставили их самим себе. Под действием сил трения первый маховик ос-
тановился через одну минуту, а второй сделал до полной остановки N = 
360 оборотов. У какого маховика тормозящий момент был больше и во 
сколько раз? 

3.25.   К ободу однородного сплошного диска радиусом R = 0,5 м 
приложена постоянная касательная сила F = 100 Н. При вращении диска 
вокруг неподвижной оси, на которой он закреплен, на него действует мо-
мент сил трения трМ =2 Н·м. Определить массу диска, если известно, что 
его угловое ускорение постоянно и равно 16 рад/с2. 

3.26.   Блок радиусом R закреплен на неподвижной оси О; его мо-
мент инерции относительно 
этой оси равен J. В случае, 
изображенном на рис. 3.9,а, он 
приводится во вращение гру-
зом массой m = 2 кг, а во вто-
ром случае (рис. 3.9,б) – посто-
янной силой F = 19,6 Н. Срав-
нить угловые ускорения блока 
β1 и β2. 

3.27.   На блок радиусом R = 50 см намотан невесомый и нерастя-
жимый шнур, к которому привязан груз массой m = 10 кг. Найти момент 
инерции блока, если известно, что груз опускается с ускорением 2,8 м/с2. 
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3.28.   На блок радиусом R = 20 см и моментом инерции 
J = 0,1 кг·м2 намотан невесомый и нерастяжимый шнур, к которому при-
вязан груз массой m = 0,5 кг. В начале движения высота груза над полом 
равна h = 1 м. Найти: а) время t падения груза; б) кинетическую энергию T  
груза; в) момент импульса L блока относительно т.О во время удара о пол.  

3.29П.  Через блок цилиндрической формы  массой m = 1кг пере-
кинут шнур, к концам которого прикреплены 
грузы массами 1m = 1 кг и 2m = 2 кг (рис.3.10). 
Найти: а) ускорение грузов; б) силы натяжения 
шнура 1F  и 2F . Считать шнур невесомым и 
нерастяжимым. Проскальзывание шнура отно-
сительно блока и трение в оси блока отсутст-
вуют. 

3.30.   Невесомый стержень длиной l  с двумя грузами, массами 
m каждый, закреплен на оси z  так, что центр масс от-
стоит от этой оси на расстоянии b (рис.3.11). Чему рав-
на суммарная величина силы реакции F в подшипниках 
П, если угловая скорость вращения стержня равна ω? 
Силой тяжести грузов пренебречь. 

3.31.   Центр масс системы, состоящей из неве-
сомого стержня длиной l  и двух грузов массами m ка-
ждый, расположен на оси вращения z . Стержень за-
креплен так, что угол между ним и осью вращения равен α (рис.3.12). Уг-
ловая скорость вращения стержня равна ω. Чему равна величина момента 
сил реакции M  в подшипниках П? При каком значении α 
момент сил реакции в подшипниках максимален? 

3.32.   На ступенчатом блоке (рис.3.13) закрепле-
ны и намотаны в противоположном направлении две ни-
ти. Одну нить тянут с постоянной силой F

r
, а к другой 

нити прикреплен груз массой m. Значения R1, R2 и момен-
та инерции блока J известны. Трения нет. Найти угловое ускорение блока. 

3.33.   В системе (рис.3.14) известны массы грузов m1 и m2, коэф-
фициент трения μ между телом m1 и столом, а также m – масса блока, ко-
торый можно считать однородным диском. Скольжение нити по блоку 
отсутствует. Пренебрегая массой нити и трением в 
оси блока найти перемещение Δx тела m1 за первые 
t секунд после начала движения. 

3.34.   В установке, изображенной на  
рис. 3.15, угол наклона плоскости к горизонту равен 
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30˚, массы тел m1 =1,5 кг, m2 =1 кг. Считая блок однородным сплошным 
цилиндром массой m =0,5 кг, определить: а) ускорение грузов; б) силы 
натяжения нити 1F  и 2F . Коэффициент трения между наклонной плоско-
стью и лежащим на ней грузом μ =0,1. 

3.35.   Однородный стержень длиной l может без трения вращать-
ся вокруг горизонтальной оси О, проходящей через его верхний конец 
(рис.3.16). Стержень отклонили на угол 0α  и отпустили. Найти скорость 
нижнего конца стержня как функцию угла α. 

3.36.*  Однородный невесомый стержень длиной l может свобод-
но вращаться во всех направлениях относительно шарнира, прикреплен-
ного к потолку. На стержне закреплены два одинаковых груза массой m на 
расстояниях 2l  и l  от шарнира (рис.3.17). Стержень привели во враще-
ние относительно вертикальной оси так, что он описывает в пространстве 
конус с углом при вершине α. Определить угловую скорость ω вращения 
стержня. Проанализировать полученный результат. 

3.37.   Уравнение движения маховика с моментом инерции 
J =20 кг·м2, закрепленного на оси z, имеет вид ( ) 33 ttt −=ϕ , рад. Чему 
равен момент внешних сил zM , 
действующих на маховик, в мо-
мент времени t = 2 с? 

3.38.*  На первоначально 
покоившийся маховик, момент 
инерции J которого равен 2 
кг·м2, начинает действовать мо-

мент сил ( )
6

sin10 ttM z
π

= , Н·м. 

Определить: а) момент импульса маховика через t = 6 секунд после начала 
движения; б) число N оборотов маховика за это время.  

3.39.*  Вертикально расположенный однородный стержень массой 
m1 и длиной l  может без трения вращаться вокруг своего верхнего конца в 
вертикальной плоскости. В нижний конец стержня попала, застряв, гори-
зонтально летевшая пуля массой m2 << m1. В результате этого стержень 
отклонился на угол α. Найти: а) скорость пули перед ударом; б) прираще-
ние импульса системы «пуля – стержень». В чем состоит причина измене-
ния этого импульса? в) На какое расстояние x от верхнего конца стержня 
должна попасть пуля, чтобы импульс системы не изменился в процессе 
удара? 
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3.40.*  Человек массой m1 стоит на краю горизонтального одно-
родного диска массой m2 и радиусом R, который может свободно вра-
щаться вокруг неподвижной вертикальной оси, проходящей через его 
центр. В некоторый момент человек начал двигаться по краю диска, со-
вершил полный оборот относительно диска и остановился. Пренебрегая 
размерами человека, найти угол поворота диска к моменту остановки че-
ловека. 

3.41.*  Два горизонтальных диска свободно вращаются вокруг 
вертикальной оси, проходящей через их центры. Моменты инерции дис-
ков относительно этой оси равны 1J  и 2J , а угловые скорости − 1ω и 2ω . 
После падения верхнего диска на нижний оба диска благо-
даря трению между ними начали через некоторое время 
вращаться как единое целое. Найти: а) установившуюся уг-
ловую скорость вращения дисков; б) работу, которую со-
вершили при этом силы трения. 

3.42.*  Однородный цилиндр радиусом R раскрути-
ли вокруг его оси О до угловой скорости 0ω и затем помес-
тили в угол (рис.3.18). Коэффициент трения между цилиндром и стенками 
равен μ. Определить: а) время t остановки цилиндра; б) число N оборотов, 
совершенных цилиндром до остановки. 
 

3.4. Качение. Свободные оси вращения. Гироскопы 
 

Основные определения 
9 Уравнения динамики твердого тела массой m : 

F
dt
Vd

m C
r

r

= ,  M
dt
Ld r
r

= ,   (3.4а) 

где −CV
r

скорость  центра масс тела, L
r
− момент его импульса, а F

r
 

иM
r
− суммарная внешняя сила и суммарный момент внешних сил соот-

ветственно 
9 В случае «плоского» движения твердого тела массой m, у которого 

скорость центра масс CV
r

, а угловая скорость вращения равна ω, кинети-
ческая энергия тела 

22

22
CmVJT +

ω
= .    (3.4б) 

9 Угловая скорость прецессии гироскопа Ω
r

, его момент импульса L
r

 
и момент внешних сил M

r
связаны соотношением 
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[ ] ML
rrr

=Ω .    (3.4в) 
 

3.43.*  Тонкий однородный стержень массой m = 1 кг движется 
поступательно с ускорением a = 2 м/с2 под действием двух сил 1F

r
 и 2F

r
 

(рис.3.19). Расстояние между точками приложения этих сил b = 20 см. 
Кроме того, известно, что 0,52 =F  Н. Найти длину стержня. 

3.44.*  Однородный шар массой m = 4 кг движется поступательно 
по поверхности стола под действием постоянной силы F

r
, как показано на 

рис. 3.20. Угол α = 30˚, коэффициент трения 
μ = 0,2. Найти: а) величину 
силы F; б) ускорение  
шара a. 

3.45.*  Однород-
ный цилиндр радиусом R и 
массой m лежит на глад-
кой горизонтальной поверхности. На боковую поверхность цилиндра 
плотно намотана нить, к свободному концу К которой приложили посто-
янную силу F

r
(рис.3.21). После начала движения цилиндра точка К пере-

местилась на расстояние l. Найти угловую скорость цилиндра к этому мо-
менту. 

3.46.*  Катушка с плотно намотанным на нее гибким проводом 
движется без скольжения на горизонтальном столе (рис.3.22). Найти: 

а) проекцию xa  ускорения оси катушки, если ее тянут за конец провода с 

силой F
r

; б) силу трения между катушкой и поверхностью стола. Иссле-
довать зависимость полученных результатов от значения угла α. Масса 
катушки m, момент инерции J = 2mRγ , радиусы R и r и величина силы F 
заданы.  

3.47.*  В системе, изображенной на рис. 3.23, масса подвешенного 
к нити груза равна 1m = 0,5 кг, масса тележки 2m = 2 кг, масса каждого из 
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ее четырех колес 3m = 0,4 кг. Колеса катятся по столу без скольжения, 
трение качения отсутствует, массы нити и блока пренебрежимо малы. Оп-
ределить ускорение тележки. Колеса считать сплошными однородными 
дисками. 

3.48.   По горизонтальному столу может катиться без скольжения 
сплошной однородный цилиндр массой 1m ; масса подвешенного к нити 
груза равна 2m (рис.3.24). Пренебрегая массами нити и блока, найти: 

а) ускорение 2a груза 2m ; б) величину и направление силы трения 

трF
r

между цилиндром и сто-
лом. 

3.49.   На цилиндр на-
мотана тонкая гибкая нерастя-
жимая лента (рис.3.25), массой 
которой по сравнению с массой 
цилиндра m можно пренебречь. 
Свободный конец ленты прикреплен к потолку. Определить линейное ус-
корение a оси цилиндра, если цилиндр: а) сплошной однородный; б) по-
лый тонкостенный. 

3.50.*  С каким ускорением будет опускаться катушка массой 0m , 
изображенная на рисунке 3.26, если масса подвешенного к ней груза рав-
на m? Момент инерции катушки относительно ее оси круговой симметрии 
равен J; все нити намотаны в одну сторону – так, что моменты всех сил 
натяжения относительно оси катушки направлены одинаково. Радиус осе-
вого валика равен r. 

3.51.*  Система состоит из двух одинаковых одно-
родных цилиндров, на которые симметрично намотаны две 
невесомые и нерастяжимые нити (рис.3.27). Найти ускоре-
ние оси нижнего цилиндра в процессе движения. 

3.52.   Для демонстрации законов сохранения 
применяется маятник Максвелла (рис.3.28). Он представ-
ляет собой однородный диск радиусом R и массой m, насаженный на ци-
линдрическую ось радиусом r. Пренебрегая силами сопротивления и мо-
ментом инерции оси, определить:а) ускорение a поступательного движе-
ния маятника; б) силу натяжения нитей. Нити намотаны в одну сторону. 

3.53П.  По наклонной плоскости, составляющей с горизонтом угол 
α = 30˚, скатывается без скольжения сплошной однородный цилиндр ра-
диусом R = 10 см и массой m = 300 г. Найти: а) ускорение a центра ци-
линдра; б) величину силы трения сцепления цилиндра с плоскостью. 
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3.54.   Найти ускорение a центра масс: а) однородного шара; 
б) обруча, скатывающихся без скольжения по наклонной плоскости, обра-
зующей угол α с горизонтом.  

3.55.*  На гладкой горизонтальной поверхности лежит однород-
ный стержень массой m = 5,0 кг и длиной l = 90 см. По одному из концов 
стержня в горизонтальном направлении, перпендикулярном стержню, 
произвели удар, импульс силы которого 0,3=ΔtF  Н·с. Определить: 
а) расстояние xΔ , на которое переместится центр стержня за время своего 
полного оборота; б) кинетическую энергию стержня после удара. 

3.56.*  Однородный стержень, падавший в горизонтальном поло-
жении с высоты h, упруго ударился одним концом о край массивной пли-
ты. Найти скорость CV  центра стержня 
сразу после удара.  

3.57.*  Вертикально располо-
женный обруч радиусом R бросают 
вперед со скоростью VVC =  и сооб-
щают ему одновременно угловую ско-
рость ω. Найти установившуюся ско-
рость V ′  колеса после того, как закончится его скольжение по горизон-
тальной поверхности. Проанализировать полученный результат. 

3.58.*  С автомобиля, движущегося со скоростью V, соскочило ко-
лесо и покатилось по земле. Наблюдение показало, что колесо описало по 
земле окружность радиусом R. Определить угол наклона φ оси колеса к 
горизонту. Всю массу колеса считать сосредоточенной на ободе. Извест-
но, что R много больше радиуса колеса. 

3.59*П.  Мяч массой m = 0,2 кг испытал упругое соударение с боко-
вой гладкой поверхностью волчка, обладавшего моментом импульса 

40== ZLL  Дж·с. Скорость мяча до удара V = 20 м/с; она была направ-
лена, как показано на рис. 3.29, против оси y. Удар произошел на высоте  
l =20 см. Какое положение приняла ось волчка после удара? Волчок не 
скользит по поверхности стола. 

3.60.*  Волчок массой m = 0,5 кг, ось которого наклонена под уг-
лом θ = 30˚ к вертикали, прецессирует под действием силы тяжести 
(рис.3.30). Момент инерции волчка относительно его оси симметрии  
J = 2 г·м2, угловая скорость вращения вокруг этой оси ω = 350 рад/с, рас-
стояние от точки опоры до центра масс волчка l =10 см. Найти:  
а) угловую скорость Ω прецессии волчка; б) модуль и направление гори-
зонтальной составляющей силы реакции F

r
, действующей на волчок в 

точке опоры со стороны пола.  
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3.61.*  Гироскоп, имеющий форму однород-
ного диска радиусом R = 5 см, закреплен на стержне 
длины l =10 см (рис.3.31). Другой конец стержня ук-
реплен в шарнире. Гироскоп прецессирует с частотой 
n = 0,5 об/с. Пренебрегая трением и массой стержня, 
найти собственную угловую скорость ω вращения 
гироскопа.  

3.62.*  Однородный шар массой m = 5,0 кг и радиусом R = 6,0 см 
вращается с угловой скоростью ω = 1250 рад/с вокруг 
горизонтальной оси (рис.3.32), укрепленной в под-
шипниках подставки. Подставку поворачивают во-
круг вертикальной оси с угловой скоростью 
Ω = 5,0 рад/с. Расстояние между подшипниками 
l =15 см. Найти модуль и направление гироскопиче-
ских сил. 

 
3.5. Примеры решения задач 

 
Задача 3.8 
 Единственная сила, действующая на спутник, – сила притяжения 
Земли, направленная к ее центру. Момент этой силы относительно центра 
Земли равен нулю, поэтому момент импульса спутника [ ]VrmL

rrr
=  и его 

модуль остаются постоянными. Здесь rr – радиус-вектор спутника, прове-
денный из центра Земли; его модуль hRr += З . 
 В обеих крайних точках орбиты 1З1 hRr += (перигей) и 

2З2 hRr += (апогей) векторы rr  и V
r

 взаимно перпендикулярны  

(см. рис.3.3); следовательно, в этих точках mrVmrVL =⋅= Οsin90 . 
Применительно к этим точкам, в силу всего вышесказанного, закон сохра-
нения момента импульса принимает вид 

( ) ( ) 22З11З VhRmVhRm +=+ .   (*) 
Кроме того, в соответствии с условиями задачи, сохраняется механическая 

энергия спутника 
r

GmMmV
UTE З

2

2
−=+= , где ЗM  – масса Земли,  

G – гравитационная постоянная. Применяя закон сохранения энергии к 
тем же точкам орбиты (перигею и апогею), получим 

2З

З
2

2

1З

З
2

1

22 hR
GmMmV

hR
GmMmV

+
−=

+
− .   (**) 
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Совместное решение системы уравнений (*), (**) относительно V1 и V2 

имеет вид ( )
( )
( ) 2З

1З
12

1З

2З

21З

З
1   ;

2
2

hR
hR

VV
hR
hR

hhR
GM

V
+
+

=
+
+

++
= . 

 
Задача 3.14. 
 Положение прямоугольника относительно осей 
координат z  и x изображено на рис. 3.33.  

1. Общий момент инерции рамки равен сумме 
моментов инерции его сторон: 21 22 JJJ += , где 1J  - 
момент инерции каждой из сторон, параллельных оси 
z, 2J - момент инерции каждой из сторон, перпендику-
лярных оси z. 

2. Вычислим 1J  (сторона АБ). Поскольку все 
точки этой стороны отстоят на одинаковом расстоянии 2a  от оси z, по 

определению ( ) ( ) τ=τ==
4

22
2

22
АБ1

baabamJ . 

3. Вычислим 2J  (сторона БВ). Для этого разобьем эту сторону на 
бесконечно малые отрезки dx (рис.3.33). Масса такого отрезка dxdm τ= , 
а его вклад в момент инерции dxxdmxdJ 22

2 τ== .  
Величину 2J  найдем путем интегрирования этого выражения по всей 

длине стороны БВ: ∫
− −

τ
=

τ
=τ=

2

2

32

2

3
2

2 123

a

a

a

a

axdxxJ . 

4. Окончательно, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

τ
=

τ
+

τ
=+=

3262
22

232

21
abaabaJJJ . 

Подстановка численных значений параметров дает 41044,1 −⋅=J кг·м2. 

Ответ: 4
2

1044,1
32

−⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

τ
=

abaJ  кг·м2. 

 
 
Задача 3.29 
 Выберем оси декартовых координат y и z так, как показано на  
рис. 3.34. Прежде чем приступать непосредственно к решению, необходи-
мо уяснить физический смысл некоторых условий задачи. 
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1. Условие нерастяжимости нити. Поскольку нить нерастяжима, 

путь, пройденный грузом 1m  против оси  y  равен пути, пройденному гру-
зом 2m  вдоль этой оси за тот же интервал 

времени t: 22 2
2

2
1 tata = . Из этого следу-

ет, что ускорения грузов одинаковы по вели-
чине: aaa == 21 . 

2. Условие невесомости нити. Рассмот-
рим участок нити АБ между грузом 2m  и 
блоком (рис.3.34). Уравнение движения этого 
участка в проекции на ось y с учетом 3-го за-
кона Ньютона имеет вид 22АБ FFam ′−= . Из 
условия невесомости нити ( 0АБ =m ) следу-
ет, что 22 FF =′ . Аналогично доказывается, 
что 11 FF =′ . 

3. Условие «непроскальзывания» нити. 
Линейная скорость всех отрезков нити в произвольный момент времени t 
равна atV = . Линейная скорость точек, принадлежащих ободу блока, 
выражается через угловое ускорение блокаβ  и его радиус R, 
как RtV β=БЛ . Отсутствие скольжения означает, что в любой момент 
времени БЛVV =  или Rtat β= . Из этого, в свою очередь, следует, что 

Ra=β . 
 Запишем уравнения движения обоих грузов в проекции на ось y , а 
уравнение движения блока в проекции на ось z: 
Oy:  1111 Fgmam −=− ; 2222 Fgmam −= ; 
Oz:   ( )12 FFRMJ Z ′−′==β . 
Учитывая приведенное выше обсуждение условий задачи, а, также, то, что 

момент инерции цилиндрического блока 
2

2mRJ = , полученную систему 

уравнений можно привести к виду 

111 Fgmam −=− ; 222 Fgmam −= ; 122
FFma

−= .  (*) 

Решая эту систему относительно искомых величин, получим: 
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а) 8,2
221

12 =
++

−
=

mmm
mm

ga  м/с2; 

б) ( ) =+= agmF 11 12,6 Н; ( ) =−= agmF 22 14,0 Н. 
 
Задача 3.53 
 Выберем начало координат так, чтобы ось z совпала с линией каса-
ния цилиндра и плоскости, а направление оси x − с направлением  уско-
рения центра масс цилиндра (вектор ar  на рис.3.35). Условие отсутствия 
скольжения означает, что скорость именно той обра-
зующей цилиндра, которая в данный момент касается 
плоскости, равна нулю. Поэтому движение цилиндра 
можно рассматривать как его вращение вокруг непод-
вижной оси z. Центр масс цилиндра расположен на 
расстоянии, равном радиусу R цилиндра. Поэтому 
угловое ускорение цилиндра Ra=β . В соответст-
вии с теоремой Штейнера, момент инерции цилиндра относительно  оси z: 

2
3 2

2 mRmRJJ C =+= . Моменты силы трения трF
r

и силы нормальной 

упругой реакции N
r
относительно этой оси, очевидно, равны нулю (см. 

рис.3.35); момент силы тяжести равен α= sinmgRM z . 
В силу всего вышесказанного, уравнения движения цилиндра в 

проекциях на оси x и  z имеют вид: 

Ox: трsin Fmgma −α= ; Oz: α==β sin
2

3 2

mgR
R
amRJ . 

Совместное решение этой системы уравнений дает: 

а) 3,3
3
sin2

≅
α

=
ga  м/с2; б) 49,0

3
sin

тр =
α

=
mgF  Н. 

 
Задача 3.59 

На первый взгляд может показаться, что в ре-
зультате удара ось вращения волчка отклонится 
против оси y. Покажем, что это не так. На рис. 3.36 
изображена система «мяч-волчок» в один из момен-
тов столкновения. На мяч действует сила реакции 
F
r

, направленная параллельно оси y; на волчок, в 
соответствии с III законом Ньютона сила FF

rr
−=′  

(на рисунке сила F ′
r
для наглядности перенесена 
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параллельно самой себе, но так, чтобы ее момент относительно острия 
волчка не изменился). Кроме того, на волчок действует сила F ′′

r
 со сторо-

ны поверхности стола, препятствующая его скольжению. Эта сила на-
правлена так же, как сила F

r
(рис.3.36). Таким образом, моменты обеих 

сил ( F ′
r
и F ′′
r

), действующих на волчок при столкновении, по определе-
нию перпендикулярны оси y. Поэтому приращение момента импульса 
волчка и соответствующее отклонение оси вращения, также перпендику-
лярны этой оси (рис.3.36). Поскольку ускорение центра масс волчка в на-
правлении на ось y отсутствует, FFF

rrr
=′−=′′  в любой момент времени. 

1. Столкновение мяча и волчка упругое, причем волчок, как показано 
выше, не отклоняется в направлении удара; иными словами, мяч отскаки-
вает от поверхности волчка, как от неподвижной упругой стенки. Величи-
на его скорости в результате удара не изменяется, а направление изменя-
ется на противоположное. Обозначим символом tΔ  время столкновения 

мяча и волчка. Изменение импульса мяча tFP Δ=Δ
rr

, где F
r

– средняя 

сила, действующая на мяч со стороны волчка за это время. В проекции на 
ось y  получаем: ( ) mVmVmVtF 2=−−=Δ . 

2. Итак, на волчок в течение всего времени столкновения действует 
пара сил F ′

r
 и F ′′

r
, расположенных в плоскости ( )zy, ; каждая из них 

равна величине силы F, действующей на мяч. Плечо этой пары сил равно l 
Ее момент направлен параллельно оси x и равен xFlM e

rr
= .Уравнение 

динамики для волчка можно записать в виде dtMLd
rr

= . В проекции на 
ось x, применительно к интервалу времени tΔ  получаем, что приращение 
момента импульса волчка tlFLx Δ=Δ , или, учитывая пункт 2 данного 

анализа, 6,12 ==Δ mVlLx  Дж·с. 

Поскольку LLx <<Δ , после соударения с мячом вектор L
r

, а вместе с 
ним и ось вращения волчка отклоняется в направлении оси x на малый 
угол 04,02 ==Δ≅ϕ LmVlLLx рад. Этот результат позволяет пренеб-
речь вычислением проекции zLΔ , отклонением мяча при отскоке от на-
правления на ось y и т.д. как величинами второго порядка малости по ϕ  
(рис.3.36). Таким образом, с точностью, не худшей чем %4=Δ LL  , 
можно считать, что LLx Δ≅Δ . 
Ответ: 04,0≅ϕ  рад. 
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4. МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕПЛОТА 

 
4.1. Равновесные распределения молекул 

 
Основные определения 
9 Средняя квадратичная скорость N частиц 

5,0

1

22
КВ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== ∑

=

Nuuu
N

i
i
rr

.   (4.1а) 

9 Масса молекулы A0 NMm = , где M – молярная масса, АN –  
число Авогадро. 
9 Средняя энергия поступательного движения молекул идеального 

газа 

2
3

2
Б

2
0

пост
Tkum

==ε

r

,   (4.1б) 

где −T  температура газа, −= AБ NRk постоянная Больцмана, R – 
газовая постоянная. 
9 Средняя энергия теплового движения молекул (без учета колеба-

тельных степеней свободы молекул) 

2
БTik

=ε ,    (4.1в) 

где число степеней свободы молекул врп iii += , пi =3 – число посту-

пательных, а врi  – число вращательных степеней свободы молекул.  
9 Частота соударений молекул газа с единицей поверхности стенки 

4
un

=ν ,     (4.1г) 

где u – их средняя скорость, VNn =  − концентрация молекул, за-
нимающих объем V. 
9 Функции распределения Максвелла 

( ) ( ) ( )TkumTkmuf xx Б
2

0
21

Б01 2exp2 −π= ;   (4.1д) 

( ) ( ) ( )TkumTkmuuf Б
2

0
23

Б0
2

2 2exp24 −ππ= .  (4.1е) 
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9 Доля молекул с проекциями скоростей [ ]xxxx duuuu +∈ , : 

xdufdw ⋅= 1 ; Доля молекул с величинами скоростей [ ]duuuu +∈ , : 
dufdw ⋅= 2 ; 

9 Наиболее вероятная, средняя и средняя квадратичная скорости мо-
лекул: 

0

Б
вер

2
m

Tk
u = ; 

0

Б8
m

Tku
π

= ; 
0

Б
кв

3
m

Tk
u = .   (4.1ж) 

9 Распределение Больцмана 
( )TkUnn Б0exp −= ,    (4.1з) 

 где U – потенциальная энергия молекулы. 
 

4.1.   Частицы вещества распределены по объему в среднем рав-
номерно. Известна концентрация частиц n . Оценить среднее расстояние 

r  между частицами. 

4.2.   Оценить среднее расстояние r  между: а) молекулами 
идеального газа при нормальных условиях; б) молекулами воды. Плот-
ность воды 0,1=ρ  г/см3. 

4.3.   Вычислить расстояние a между ближайшими ионами на-
трия и хлора в кристалле поваренной соли. Плотность кристаллической 
поваренной соли 17,2=ρ  г/см3, элементарная ячейка поваренной соли – 
кубическая. 

4.4.   Шарик радиусом R находится в идеальном газе, масса мо-
лекул которого 0m . Вычислить число ν  столкновений молекул с шариком 
за 1 секунду, если давление P и температура T  газа известны. 

4.5.*  Допустим, что потенциальная энергия парного взаимодей-
ствия молекул в газе ( ) 12rArU = , где r − расстояние между центрами 
молекул, A  − положительная постоянная. Полагая, что массы и скорости 
всех молекул равны по величине и считая температуру газа T известной, 
оценить минимальное расстояние, на которое могут сблизиться молекулы. 

4.6.*  Как средняя скорость относительного движения одинако-
вых молекул связана со средней скоростью их движения по отношению к 
стенкам сосуда u ? 

4.7*П.  Известны давление P и температура T  идеального газа, а 
также эффективный диаметр d  и масса 0m его молекул. Определить: 
а) среднее время τ  между двумя столкновениями какой-либо молекулы с 
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другими молекулами газа; б) среднее расстояние λ , которое молекула 
преодолевает между двумя столкновениями (длину свободного пробега). 

4.8.   Определить: а) время τ  и б) длину свободного пробега λ  
молекул воздуха при нормальных условиях, приняв значение эффективно-

го диаметра молекул 
o

А7,3=d . 

4.9.   Вычислить при температуре Ο= 17t С: а) среднюю квадра-
тичную скорость квu  и среднюю кинетическую энергию поступательного 
движения молекулы кислорода ( 2О ); б) то же для капельки воды диамет-
ром 10,0=d  мкм, взвешенной в воздухе. 

4.10.   Газ, состоящий из жестких двухатомных молекул, находит-
ся при температуреT = 300 К. Вычислить среднюю квадратичную угло-
вую скорость молекулы, если ее главный момент инерции 

46101,2 −⋅=J кг·м2. 
4.11.   Определить для равновесного газа: а) xu ; б) долю wΔ  

молекул с проекцией скорости 0≥xu .  
4.12.   Чему равна доля wΔ тех молекул равновесного газа, чей 

вектор скорости расположен в пределах телесного угла ΔΩ ? 
4.13*П.  Построить график функции распределения ( )xuf1 . Как с 

его помощью вычислить долю wΔ  молекул, чьи проекции скоростей при-
надлежат интервалу значений [ ]21 , xx uu ? 

4.14.*  Построить график функции распределения ( )uf2 . Отметить 

на графике значения наиболее вероятной верu , средней u  и среднеквад-

ратичной скорости молекул квu . Как с его помощью вычислить долю wΔ  
молекул, чьи  скорости принадлежат интервалу значений [ ]21,uu ? Норми-
рована ли функция распределения ( )uf2  на единицу? 

4.15.*  Некоторый газ находится в равновесном состоянии. Какой 
процент молекул газа обладает скоростями, отличающимися от наиболее 
вероятной не более чем на 1%? 

4.16.*  Написать выражение, определяющее относительную долю 
wΔ  молекул газа, обладающих скоростями, превышающими наиболее 

вероятную скорость верu . 

4.17.*  Азот 2N  находится в равновесном состоянии при 
T = 421 К. Вычислить наиболее вероятную скорость его молекул верu . 
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4.18.*  Определить относительное число NNΔ  молекул азота из 
предыдущей задачи, скорости которых заключены в пределах: а) от 499,9 
до 500,1 м/с; б) от 249,9 до 250,1 м/с; в) от 749,9 до 750,1 м/с; г) от 999,9 до 
1000,1 м/с.  

4.19.*  Считая атмосферу изотермической (T = 293 К), а ускорение 
свободного падения g не зависящим от высоты, вычислить равновесное 
атмосферное давление: а) на высоте 5 км; б) на высоте 10 км; в) в шахте на 
глубине 2 км. Атмосферное давление на уровне моря 5

0 10=P Па. 
4.20.*  Чему равна масса пылинок, взвешенных в атмосфере, если 

их равновесная концентрация на высоте h = 100 м в η= 400000 раз мень-
ше, чем вблизи поверхности Земли? Температуру на всех высотах считать 
одинаковой и равной T = 273 К.  

4.21.*  В опыте по определению постоянной Авогадро АN  Перрен 
использовал взвесь шариков гуммигута в воде. Температура взвеси со-
ставляла Ο20 С, радиус шариков r = 0,212 мкм. Плотность гуммигута и 
воды равны, соответственно, 254,11 =ρ г/см3 и 000,12 =ρ г/см3. При пе-
ремещении тубуса микроскопа на 30=Δh мкм число шариков, наблю-
давшихся в микроскоп, изменялось в η=2,1 раза. Исходя из этих данных, 
найти АN . Глубина резкости микроскопа невелика по сравнению с hΔ . 

4.22.*  Потенциальная энергия молекул газа в некотором цен-
тральном поле зависит от расстояния r до центра поля как ( ) 2arrU = , 
где a − положительная постоянная. Температура газа T , концентрация 
молекул в центре поля 0n . Найти: а) число молекул, находящихся в ин-

тервале расстояний [ ]drrr +, ; б) наиболее вероятное расстояние молекул 
от центра поля; в) относительное число всех молекул в слое [ ]drrr +, ; 
г) во сколько раз изменится концентрация молекул в центре поля при 
уменьшении температуры в η  раз.  
 

4.2. Уравнения состояния 
 

Основные определения 
9 Уравнение состояния идеального газа, занимающего объем V 

(уравнение Менделеева – Клапейрона), 

RTRT
M
mPV ν== .    (4.2а) 
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Здесь Mm=ν  – число молей вещества. 
9 Закон Дальтона: давление смеси идеальных газов  

∑=
j

jPP ,     (4.2б) 

 где jP  ( )K,2,1=j  – парциальные давления компонентов смеси. 
9 Уравнение состояния ван-дер-ваальсовского газа: 

( )( ) RTbVVaP =−νν+ 22 ,    (4.2в) 
где a и b −  постоянные Ван - дер Ваальса для данного газа. 
9 Оно же, выраженное через параметры критического состояния: 
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+ ,  (4.2г) 

где крP , крT и крМV − давление, температура и объем одного моля 
данного газа в критической точке. 

4.23.   Изобразить на диаграмме (P,V): а) изохорический; 
б) изобарический; в) изотермический процесс идеально-
го газа. Эти же процессы изобразить на диаграммах 
(V,T) и (P,T).  

4.24.   На диаграмме (P,V) (рис.4.1) изображен 
циклический процесс, осуществляемый с некоторым 
количеством идеального газа. Определить построением 
состояния А и Б, в которых температура газа T мини-
мальна и максимальна. Определить участки, на которых температура рас-
тет и убывает. 

4.25.*  Найти максимально возможную температуру идеального 
газа в каждом из нижеследующих процессов: а) 2

0 VPP α−= ; 
б) ( )VPP β−= exp0 , где 0P , α  иβ  − положительные постоянные. Число 
ν  молей газа считать известным. 

4.26.*  Определить наименьшее возможное давление одного моля 
идеального газа в процессе, происходящем по закону 2

0 VTT α+= , где 

0T  и α  – положительные постоянные. 
4.27.   Вычислить плотность ρ  воздуха при температуре 

T = 273 К и давлении 510=P Па. Молярная масса воздуха М = 29 г/моль. 
4.28.   В баллоне вместимостью =V 15 л находится азот под дав-

лением 1P =100 кПа при температуре Ο= 271t C. После того как из балло-
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на выпустили часть азота массой =Δm 14 г, температура газа понизилась 
до Ο=172t C. Определить соответствующее давление 2P  азота, оставше-
гося в баллоне.  

4.29.   В сосуде объемом V = 30л содержится идеальный газ при 
температуре Ο= 0t С. После того как часть газа была выпущена наружу, 
давление в сосуде понизилось на PΔ  = 0,78 атм (без изменения темпера-
туры). Найти массу тΔ  выпущенного газа. Плотность данного газа при 
нормальных условияхρ  = 1,3 г/л. 

4.30*П.  В баллоне объемом 5,7=V л при температуре 300=T К 
находится смесь идеальных газов: =ν1 0,1 моля кислорода, =ν 2 0,2 моля 
азота и 3,03 =ν  моля углекислого газа. Считая газы идеальными, найти: 
а) давление смеси; б) среднюю молярную массу М смеси, которая входит 

в уравнение ее состояния RT
M
mPV = , где −m масса смеси. 

4.31.   Определить плотность смеси газов водорода массой 
81 =m г и кислорода массой 642 =m г при температуре 

290=T К и давлении 1,0=P МПа. Газы считать идеаль-
ными. 

4.32.   Баллон вместимостью 20=V л содержит 
смесь водорода и азота при температуре 290=T К и дав-
лении 1=P МПа. определить массу 1m  водорода, если 
масса смеси 150=m г. 

4.33.*   Температура между двумя оконными рамами изменяется 
по линейному закону от 1T  до 12 TT > . Площадь окна равна S , расстояние 
между рамами l , молярная масса воздуха M . Определить массу m  воз-
духа, заключенного между рамами при атмосферном давлении 0P . 

4.34.*  В гладкой открытой с обоих концов вертикальной трубе, 
имеющей два разных сечения (рис.4.2), находятся два поршня, соединен-
ные нерастяжимой нитью, а между поршнями – один моль идеального га-
за. Площадь сечения верхнего поршня на 10=ΔS см2 больше, чем нижне-
го. Общая масса поршней 5=m кг. Давление наружного воздуха 

=0P  1,0 атм. На сколько кельвин надо нагреть газ между поршнями, что-
бы они переместились на 5=l см?  

4.35.*  Ротационный насос захватывает за один оборот объем газа 
VΔ  и выталкивает его в атмосферу. Сколько оборотов N должен сделать 

насос, чтобы понизить давление воздуха в сосуде объема V  от значения 
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0P  до P ? Равновесное давление в сосуде успевает устанавливаться за 
время, меньшее, чем период оборота насоса. 

4.36.*  Насос, подключенный к сосуду объемом V , удаляет из со-
суда за время dt  объем газа CdtdV = . (Константу C  называют скоро-
стью откачки.) Считая, что во время откачки давление газа во всех точках 
сосуда одинаково, найти закон ( )tP , по которому изменяется давление 
газа в сосуде. Начальное давление 0P . Газ идеальный. 

4.37.*  Воспользовавшись результатом предыдущей задачи, опре-
делить, сколько времени τ  потребуется, чтобы с помощью насоса, имею-
щего скорость откачки C =1,00 л/с, снизить в сосуде объемом 0,10=V л 

давление от 5
0 1000,1 ⋅=P  Па до 300,0=P  Па. 

4.38*П   Какому давлению необходимо подвергнуть углекислый газ 
при температуре 300=T К, чтобы его плотность оказалась равной 

500=ρ г/л? Расчет провести как для идеального газа, так и для ван-дер-
ваальсовского. Значения постоянных a и b для углекислого газа:  
а = 0,367 Па·м6/моль2, 61043 −⋅=b м3/моль. 

4.39.*  Выразить постоянные a и b  ван-дер-ваальсовского газа 
через значения крP  и крT  для этого газа. 

4.40.*  Атмосфера Венеры почти целиком состоит из углекислого 
газа. На поверхности планеты плотность газа 07,0=ρ г/см3, его темпера-
тура 750=T К. Найти давление P  газа. Газ считать ван-дер-
ваальсовским с параметрами 73кр =P атм, 94кр =МV см3/моль 
 
 

4.3. Первое начало термодинамики 
 

Основные определения 
9 Первое начало термодинамики  

AUQ +Δ= ,     (4.3а) 
где Q  − тепло, полученное телом (системой), UΔ  − приращение внут-
ренней энергии тела, A  − работа, произведенная телом. 
В адиабатическом процессе на любом этапе 0=dQ . 
9 Уравнение адиабатического процесса для идеального газа 

const=γPV ,    (4.3б) 
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где
i

i 2+
=γ  − адиабатическая постоянная, колврп 2iiii ++=  − полное 

число степеней свободы молекул газа, колi − число типов колебаний (коле-
бательных мод) атомов в молекулах. 
9 Работа, совершенная газом, 

∫= PdVA .    (4.3в) 

9 Внутренняя энергия идеального газа 

RT
M
miNU

2
=ε= ,   (4.3г) 

где N и ε  – число молекул и средняя энергия молекул соответственно. 

9 Теплоемкость тела в произвольном процессе dTdQC = ; удельная 
теплоемкость mCc = ; молярная теплоемкость mMCCM = . 
9 Молярная теплоемкость идеального газа при постоянном объеме и 

постоянном давлении соответственно: 

12 −γ
===

RRidTdUCVM , VMVMPM CRCС γ=+= ,  (4.3д) 

9 Молярная внутренняя энергия ван-дер-ваальсовского газа: 
MVM VaTCU −= .    (4.3е) 

 
4.41.   Вычислить работу, совершаемую идеальным газом в каж-

дом из процессов (а,б,в,г), изображенных на диаграмме (рис.4.3). Значения 

параметров 0P  и 0V  считать известными. 
4.42.    Для каждого из процессов, изображенных на рисунке 4.3, 

вычислить приращение внутренней энергии UΔ и теплоту Q , получен-
ную газом. Количество газа 1=ν моль. Считать, что газ состоит из жест-
ких двухатомных молекул ( 5=i ). 
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4.43.   На диаграмме ( VP, ) (рис.4.4, а, б) изображены цикличе-
ские процессы. В каждом из этих процессов вычислить теплоту, получае-
мую рабочим телом за один цикл. 

4.44.   Кислород 2О  в количестве 1=m кг находится при темпе-
ратуре 320=T К. Определить: а) внутреннюю энергию молекул газа; 
б) среднюю кинетическую энергию вращательного движения молекул. Газ 
считать идеальным. 

4.45.   Кислород в количестве 32=m г находится в закрытом со-
суде  при температуре 2901 =T К. После нагревания давление в сосуде 
повысилось в 4 раза. Определить: а) температуру 2T , до которой нагрели 
газ; б) количество теплоты Q , сообщенное газу. 

4.46.   Азот 2N  в количестве 280=m г расширяется в результате 
изобарного процесса при давлении 0,1=P МПа; при этом было затрачено 
Q  = 5 кДж теплоты. Определить: а) работу расширения А ; б) конечный 
объем газа 2V . Начальная температура азота 2901 =T К. 

4.47.   Один моль некоторого идеального газа изобарически на-
грели на 72=ΔT К, сообщив ему количество тепла 6,1=Q кДж. Найти: 
а) приращение его внутренней энергии UΔ ; б) величину адиабатической 
постоянной VP CC=γ . 

4.48.   В закрытом сосуде находится смесь азота и кислорода, 
массы которых равны 561 =m г и 642 =m г соответственно. Определить 
изменение внутренней энергии этой смеси, если ее охладили на 

Ο=Δ 20t С. 
4.49.*  Кислород массой 64=m г расширяется изотермически при 

300=T К от объема 101 =V л до 402 =V л. Чему равны работа А , со-
вершенная газом в этом процессе, и тепло Q , переданное газу? 

4.50.*  Некоторый газ в количестве 1=m кг находится при темпе-
ратуре 300=T К и под давлением 5,01 =P МПа. В результате изотерми-
ческого сжатия давление газа увеличилось в два раза. Работа А , совер-
шенная при этом внешними телами, равна 432,0 Дж. Определить моляр-
ную массу M  газа.  

4.51.*  На диаграмме ( VP, ) изобразить для одного и того же ко-
личества двухатомного газа процессы: а) изотермического и 
б) адиабатического расширения из состояния ( 11 ,VP ) до состояния с объ-



 77

емом 12 2VV = . Во сколько раз работа газа 1А  при изотермическом рас-
ширении больше, чем работа 2А  при адиабатическом расширении? 

4.52.*  В результате адиабатического расширения температура 
азота массой  =m 1,00 кг понижается на =ΔT 20 К. Определить рабо-
ту А , совершаемую газом при расширении.  

4.53.*  Гелий He массой =m  321 г, находившийся первоначально 
при температуре 2931 =T  К и давлении 5

1 1000.1 ⋅=P Па, сжимают адиа-

батически до давления 7
2 1000.1 ⋅=P Па. Определить: а) температуру газа 

2T  в конце сжатия; б) работу А , совершаемую газом при расширении; в) 
во сколько раз уменьшился объем газа. Адиабатическая постоянная для 
гелия  35=γ . 

4.54.*  Объем одного моля двухатомного идеального газа увели-
чивается от 1V  до 12 2VV = ; при этом давление изменяется по закону: 

а)
5,0

1
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

V
V

PP ; б)
2

1
1 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=

V
V

PP . Вычислить для каждого из этих про-

цессов работу А  газа, приращение внутренней энергии UΔ и теплоту Q , 
полученную газом. Параметры 1P  и 1V  считать известными. 

4.55.   Найти число i  степеней свободы (включая колебательные) 
для молекул: а) He; б) N2; в) CO2; г) H2O; д) CH4.  

4.56.   Вычислить молярные теплоемкости VMC  и PMC  (выразить 
их через R ) для идеального газа с а) одноатомными молекулами; 
б) двухатомными жесткими молекулами; в) двухатомными упругими мо-
лекулами; г) трехатомными жесткими молекулами, атомы которых не ле-
жат на одной прямой; д) трехатомными упругими молекулами, атомы ко-
торых не лежат на одной прямой. 

4.57.   Из скольких атомов состоят молекулы газа, если при «за-
мораживании» колебательных степеней свободы адиабатическая постоян-
ная γ  увеличивается в 1,2 раза? 

4.58.*  Вычислить удельные теплоемкости Vс  и Pс  для газовой 
смеси, состоящей из =1m 7,0 г азота и =2m 20 г аргона. Газы идеальные. 
Молекулы азота – жесткие. 

4.59.*  Определить (выразить через R ) молярную теплоемкость 
идеального газа, состоящего из жестких двухатомных молекул и расши-
ряющегося по закону VP α= , где α  – произвольная положительная по-
стоянная. 
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4.60*П.  Получить выражение для молярной теплоемкости идеаль-
ного газа, участвующего в  политропическом процессе nVP −×= const   
( n – показатель политропы). Молярную теплоемкость газа при постоян-
ном объеме VMC считать известной. 

4.61.*  Молярная теплоемкость идеального газа при некотором 
политропическом процессе равна RСC VMM 1,0+= . Определить показа-
тель политропы этого процесса. 

4.62.*  Определить молярную теплоемкость идеального газа, рас-

ширяющегося в политропическом процессе с показателем 
VMC

Rn
2

1+= . 

Здесь VMC − молярная теплоемкость данного газа при постоянном объеме. 
Изобразить этот процесс на диаграмме ( )VP, ; на этой же диаграмме изо-
бразить процессы адиабатического и изотермического расширения. Про-
вести анализ полученного результата. 

4.63*П.  Два моля  ван-дер-ваальсовского газа изотермически рас-
ширяются от объема 1V  до объема 2V . Определить: а) работу A , совер-
шаемую газом; б) изменение его внутренней энергии UΔ ;  
в) минимальное количество тепловой энергииQ , необходимое для реали-
зации этого процесса. Температуру газа T , а также постоянные Ван-дер-
Ваальса a и b считать известными.  

4.64.*  Получить для одного моля ван-дер-ваальсовского газа 
уравнение адиабаты в переменных MV  иT , а также в переменных MV  
и P . 

4.65.*  Определить для ван-дер-ваальсовского газа разность мо-
лярных теплоемкостей VMPM CC − . Параметры a , b , MV , T и R  считать 
известными. 

4.66.*  Вычислить разность VMPM CC −  молярных теплоемкостей: 
а) для азота, если его молярный объем MV =1,00 л, а температура 

Ο−= 100t С; б) для кислорода при 71000,5 ⋅=P Па и 273=T К. При 

этих условиях моль кислорода занимает объем 410564,0 −⋅=MV м3. При-
нять значения постоянной Ван-дер-Ваальса: для азота 
a =0,135 Па·м6/моль2, для кислорода a = 0,136 Па·м6/моль2. 
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4.4. Энтропия. Второе начало термодинамики 
 

Основные определения 
9 К.п.д. тепловой машины 

( ) 1211 QQQQA −==η ,   (4.4а) 
где 1Q  − тепло, полученное телом от внешнего источника (нагревателя), 

2Q  − тепло, отдаваемое телом холодильнику, A  − работа, произведенная 
телом за один цикл. 
9 К.п.д. цикла Карно:  

( ) 121 TTT −=η ,   (4.4б) 
где 1T  и 2T – температуры нагревателя и холодильника, соответственно. 
9 Приращение энтропии системы  

∫
δ

≥Δ
T
QS .    (4.4в) 

9 В случае обратимого процесса 

T
dQdS =  и ∫=Δ

T
dQS .   (4.4г) 

9 Приращение энтропии при плавлении и парообразовании вещества 
массы m  

пл
пл T

mS λ
=Δ  и 

пар
пар T

rmS =Δ ,  (4.4д) 

где λ  и r – удельные теплоты плавления и парообразования вещества. 
9 Основное уравнение термодинамики (для обратимых процессов) 

PdVdUTdSdQ +== .    (4.4е) 
 

9 Статистическое определение энтропии 
Ω= lnБkS ,    (4.4ж) 

где Ω  – статистический вес (термодинамическая вероятность) данного 
состояния. 
 

4.67.   Идеальный газ совершает цикл Карно. Изобразить качест-
венно этот цикл на диаграммах: а) ( )VP, ; б) ( )VT , ; в) ( )PT , . 

4.68.   Известна работа А , совершаемая идеальной тепловой ма-
шиной за цикл, а также температуры нагревателя 1T  и холодильника 2T . 
Определить: а) тепло 1Q , полученное рабочим телом от нагревателя; 
б) тепло 2Q , полученное холодильником от рабочего тела. 
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4.69.*  Один моль идеального газа, состоящего из жестких двух-
атомных молекул, совершает цикл Карно. Температура нагревателя 

4001 =T  К. Найти к.п.д. цикла, если при адиабатическом сжатии над га-
зом совершается работа 00,2=А кДж. 

4.70.*  Тепловая машина работает по циклу Карно, к.п.д. которо-
го 25,0=η . Чему равен холодильный коэффициент η′  этой машины, ко-
гда она  совершает тот же цикл в обратном направлении? Холодильным 
коэффициентом называется отношение количества теплоты, отнятого от 
охлаждаемого тела, к работе двигателя, приводящего в движение машину. 

4.71.*  Тепловая машина работает по обратимому циклу, изобра-
женному на рис. 4.5. Рабочее тело – идеальный газ, число степеней свобо-
ды молекул которого 7=i . Определить к.п.д. этого цикла 1η  и сравнить 
его с к.п.д. 2η  цикла Карно, работающего в том же интервале температур. 

4.72.*  Идеальный газ, расширяясь изотермически при 400=Т К, 
совершает работу 800=А Дж. Вычислить приращение энтропии газа.  

4.73.*  Энтропия моля кислорода при тем-
пературе Ο= 25t С и давлении 51000,1 ⋅=P Па 
равна 8,2041 =S  Дж/моль·К. В результате обра-
тимого изотермического расширения объем, зани-
маемый газом, увеличился в два раза. Определить 
энтропию 2S  кислорода в конечном состоянии. 

4.74.*  Найти приращение энтропии 
SΔ моля одноатомного идеального газа при нагревании его от 0 до 

Ο273 С в случае, если нагревание происходит: а) при постоянном объеме; 
б) при постоянном давлении. 

4.75.*  В ходе изотермического процесса, протекающего при тем-
пературе 350=Т К, тело совершает работу 80=А Дж, а внутренняя 
энергия получает приращение 5,7=ΔU Дж. Вычислить приращение эн-
тропии тела. 

4.76.*  Теплоемкость C идеального газа, участвующего в полит-
ропическом процессе nVP −×= const , как известно 
(см. задачу 4.60), не зависит от объема газа и являет-
ся функцией показателя политропы: ( )nСС = . Счи-
тая эту величину, а также начальную температуру 
газа 0T  известными, получить уравнение обратимо-
го политропического процесса в координатах 
( )ST , и изобразить его на диаграмме ( )ST , .  



 81

4.77*П.  Идеальный газ совершает обратимый цикл, состоящий из 
чередующихся изотерм и адиабат (рис.4.6). Найти к.п.д. такого цикла, ес-
ли при каждом изотермическом расширении объем газа увеличивается в 
одно и то же число раз. 

4.78.*  Холодильная машина работает по обратному циклу Карно 
в интервале температур Ο= 271t С и Ο−= 32t С. Рабочим телом служит 
газообразный азот ( )4,1=γ  массой 2,0=m кг. Найти: а) количество теп-
лоты 2Q , отбираемое от охлаждаемого тела и б) работу A  внешних сил за 
один цикл, если отношение n  максимального объема газа к минимально-
му равно 5. 

4.79.*  Тепловой двигатель работает по циклу, состоящему из изо-
барного, адиабатного и изотермического процессов. При изобарном про-
цессе рабочее тело – идеальный газ нагревается от температуры 

2001 =Т К до 5002 =Т К. Определить к.п.д. этого цикла 1η и сравнить 
его с к.п.д. 2η  цикла Карно, работающего в 
том же интервале температур. 

4.80.*  Идеальный газ совершает 
цикл, состоящий из изотермы, политропы с 
произвольным показателем n  и адиабаты, 
причем изотермический процесс происходит 
при максимальной температуре цикла. Опре-
делить к.п.д. этого цикла, если температура 
газа на адиабатическом участке увеличивает-
ся в τ  раз. 

4.81.*  Идеальный газ с показателем адиабаты γ  совершает пря-
мой цикл, состоящий из адиабаты, изобары и изохоры. Найти к.п.д. цикла, 
если на его адиабатическом участке объем идеального газа: а) увеличива-
ется в τ раз (рис.4.7,а); б) уменьшается в τ  раз (рис.4.7,б). 

4.82.*  В ограниченном интервале температур приращение энтро-
пии некоторого вещества оказалось пропорциональным приращению тем-
пературы: TS Δα=Δ , где α – положительная постоянная. Как зависит от 
температуры теплоемкость С  вещества в том же интервале температур? 

4.83.*  Один моль идеального газа с известным значением тепло-
емкости VMC  совершает процесс, при котором его энтропия S  зависит от 
температуры T  как ТS α= , где α - положительная постоянная. В этом 
процессе температура газа изменилась от 1T  до 2T . Найти: а) молярную 
теплоемкость газа как функцию Т ; б) количество теплоты, сообщенное 
газу в процессе. 
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4.84.*  Идеальный газ с показателем адиабаты γ  совершает обра-
тимый процесс, в котором давление изменяется по закону VPP α−= 0 , 
где 0P и α  – положительные постоянные, V – объем газа. При каком зна-
чении объема газа максV  энтропия окажется максимальной? 

4.85.*  Найти приращение энтропии SΔ  при превращении массы 
200=m  г льда , находившегося при температуре Ο−= 7,101t С в воду 

при температуре Ο= 0,02t С. Удельная теплоемкость льда 
3101,2 ⋅=c Дж/кг·К; удельная теплота плавления льда 310333 ⋅=λ Дж/кг. 

4.86.*  Найти приращение энтропии SΔ  при конденсации массы 
00,1=m кг пара , находившегося при температуре Ο=1001t С в воду и 

последующем охлаждении воды до температуры Ο= 202t С. Удельная 

теплоемкость воды 31018,4 ⋅=c Дж/кг·К; удельная теплота парообразова-

ния воды 3102250 ⋅=r Дж/кг. 
4.87.*  В сосуде содержится 5=N молекул. Определить: а) число 

вариантов распределения этих молекул между левой и правой половинами 
сосуда; б) статистический вес nΩ  – число вариантов такого распределе-
ния, при котором в левой половине сосуда окажется nмолекул; в) вероят-
ность nw  того, что в левой половине соберется n  молекул. Построить 
график зависимости nw  от n . 

4.88.*  Макроскопическая система состоит из трех макроскопиче-
ских подсистем со статистическими весами 21 ,ΩΩ и 3Ω . Чему равен 
статистический вес Ω  и энтропия S  всей системы? Взаимодействием 
между подсистемами можно пренебречь. Проанализировать полученный 
результат. 

4.89.*  Статистический вес состояния некоторой массы газа равен 
1Ω . Определить статистический вес 2Ω состояния такого же газа, масса 

которого в η  раз больше. Давление и температура обеих порций газа оди-
наковы.  

4.90.*  Некоторая термодинамическая система перешла из состоя-
ния 1 в состояние 2, статистический вес которого больше предыдущего в 
два раза. Чему равно приращение энтропии системы 12SΔ ? 

4.91.*  Энтропию моля водорода при нормальных условиях можно 
считать равной 130=MS Дж/моль·К. Определить статистический вес 
Ω : а) одного моля; б) двух молей водорода при указанных условиях. 
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4.92*П.   Определить, во сколько раз увеличивается статистиче-
ский вес моля воды при ее переходе из жидкого в парообразное состояние 
при температуре T = 373 К. Удельная теплота парообразования воды 

3102250 ⋅=r Дж/кг. 
4.93.*  Как изменится статистический вес одноатомного идеально-

го газа при: а) изотермическом увеличении его объема в 2=η раза; б) изо-
хорическом увеличении его температуры в 2=η раза; в) политропическом 

( const4
3

=TV ) увеличении его объема в 2=η раза? Число молекул в 
газе равно N . 

4.94.*  Теплоизолированный сосуд разделен на две равные части 
перегородкой, в которой имеется закрывающееся отверстие. В одной по-
ловине содержится 0,10=m г водорода. Вторая половина откачана до 
высокого вакуума. Отверстие в перегородке открывают, и газ заполняет 
весь объем. Считая газ идеальным, найти приращение энтропии. Является 
ли этот процесс обратимым? 

4.95.*  В двух сосудах одного и того же объема находятся различ-
ные идеальные газы. Их массы равны 1m и 2m , а молярные массы – 1M  и 

2M . Давление и температура газов одинаковы. Сосуды соединяют, и на-
чинается процесс диффузии (взаимоперемешивания молекул). Определить 
изменение энтропии рассматриваемой системы после того, как газы пол-
ностью перемешаются. 

4.96.*  Теплоизолированный сосуд разделен перегородкой на две 
части так, что объем одной из них в τ  = 2 раза больше объема другой. В 
меньшей части находится 3,01 =ν моля азота, в большей части 

7,02 =ν моля кислорода. Температура газов одинакова. В перегородке 
открыли отверстие и газы перемешались. Найти приращение энтропии 
системы, считая газы идеальными. 

4.97.*  Два одинаковых теплоизолированных сосуда, соединенные 
трубкой с краном, содержат по одному молю одного и того же идеального 
газа. Температура газа в одном сосуде 1T , в другом 2T , Молярная тепло-
емкость газа VMC  известна. После открывания крана газ пришел в новое 
состояние равновесия. Найти приращение энтропии газа. Проанализиро-
вать полученный результат. 
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4.5. Примеры решения задач 
 
Задача 4.7 

1. Рассмотрим задачу в системе отсчета, связанной с одной из моле-
кул газа. В этой системе отсчета избранная молекула не-
подвижна (она помечена на рис.4.8 цифрой 1), а величина 
средней скорости остальных молекул 2отн uu = , где 

u − средняя скорость молекул газа в лабораторной сис-
теме отсчета (здесь мы воспользовались результатом ре-
шения задачи 4.6).  

2. Будем считать, что столкновение между молекулами состоялось, 
если расстояние между центрами молекул достигло минимального допус-
тимого значения, равного эффективному диаметру молекул d (рис.4.8). 
Налетающая молекула рассеивается (испытывает столкновение), если ее 
центр (точка 2 на рис. 4.8) достигает поверхности сферы радиусом d , 
изображенной на рисунке пунктиром. Таким образом, задача сводится к 
вычислению частоты ν столкновений молекул, концентрация которых n , 
а средняя скорость 2u  с неподвижной сферой радиусом d ; площадь  

этой сферы 24 dS π= . 

3. Из формулы (4.1г) следует: undS
un 22
4

2
π==ν . Сред-

нее время между столкновениями по определению равно ν=τ 1 . Учиты-
вая, что газ идеальный и (в соответствии с уравнением состояния), кон-
центрация молекул TkPn Б= , ответ можно представить в виде 

uPd
Tk
2

Б

2 π⋅
=τ .  

4. Длиной свободного пробега λ  называют среднее расстояние, ко-
торое преодолевают молекулы за время τ : τ=λ u . 

5. Для вычисления u  используем формулу (4.1ж): 
0

Б8
m

Tk
u

π
= ; 

в результате получим окончательно: 

 а) 
Pd

Tmk
2

0Б

4 π
=τ ; б) 

Pd
Tk

u
2

Б

2π
=τ=λ . 
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Задача 4.13 

1. График функции ( ) ( ) ( )TkumTkmuf xx Б
2

0
2

1
Б01 2exp2 −π=  

изображен на рис. 4.9. С помощью этой функции можно вычислить веро-
ятность того, что проекция скорости молекулы, принадлежащей равновес-
ному газу, находится в интервале значений от xu  до xx duu + . По опре-
делению эта вероятность ( ) xx duufdw 1= . 

2.  Если рассматривать бесконечно малый интервал ( 0⇒xdu ), со-
ответствующая вероятность dw  также 
мала, поскольку численно приближает-
ся к площади прямоугольника со сто-
ронами ( )xuf1  и xdu . 

3.  Вероятность того, что проек-
ция скорости молекулы принимает зна-
чения от 1xu  до 2Xu , может быть вы-
числена путем суммирования (интег-
рирования) всех соответствующих бесконечно малых величин dw : 

( ) x

u

u
x duufw

X

X

∫=
2

1

112 .    (*) 

Численно эта вероятность равна площади заштрихованной фигуры на 
рис. 4.9; ее статистический смысл – доля молекул, обладающих значения-
ми xu , принадлежащими интервалу: 21 xxx uuu << .  Чем шире этот ин-
тервал, тем больше соответствующая доля  молекул 12w . Для предельно 
допустимого (и мыслимого) интервала +∞<<∞− xu  эта доля, очевидно, 
принимает свое предельно допустимое (и мыслимое) значение: 

( ) 11макс == ∫
+∞

∞−
xx duufw .   (**) 

4. Из этого утверждения следует, что площадь всей фигуры, заклю-
ченной между колоколообразной (рис.4.9) функцией распределения 

( )xuf1  и осью абсцисс должна быть равна единице; впрочем это легко 
проверяется путем вычисления интеграла (**). 
 Вообще, интеграл от функции распределения какой-либо величины 
по всему диапазону допустимых значений этой величины должен быть 
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равен единице* − говорят, что эта функция «нормирована  на единицу». 
Итак, функция распределения ( )xuf1  нормирована на единицу. С помо-
щью этой функции можно вычислять средние значения физических вели-
чин, зависящих от xu . Например, средний квадрат проекции скорости 

( )
0

Б
1

22

m
Tk

duufuu xxxx == ∫
+∞

∞−

. 

5. Точно так же вычисляются (через ( )yuf1  и ( )zuf1 ) средние 
квадраты двух других проекций скорости, поэтому 

22222 3 xzyx uuuuu =++=  
0

Б3
m

Tk
=  – (ср. с формулой 4.1ж). 

Задача 4.30 
  Поскольку газы идеальные и находятся в равновесии друг с другом 
и со стенками сосуда, можно сделать определенные выводы о значениях 
параметров состояния. 

1. Молекулы данного сорта, например молекулы кислорода, зани-
мают весь баллон и не мешают делать то же самое молекулам азота и уг-
лекислого газа – ведь их можно, по определению, рассматривать, как не-
взаимодействующие друг с другом! Таким образом, объем каждой из ком-
понент равен объему сосуда: VVVV === 321 . 

2. Молекулы разных сортов, не взаимодействуя между собой, тем не 
менее, взаимодействуют, со стенками сосуда. Если они находятся в со-
стояния равновесия с этими стенками, то из этого следует, что температу-
ра каждой компоненты равна температуре баллона: ТТТТ === 321 . 

3. Из сказанного следует, что парциальное давление каждой компо-
ненты смеси можно определить, записав соответствующее уравнение со-
стояния в виде: RTVP 11 ν= ,   RTVP 22 ν= ,   RTVP 33 ν= , 
где 21 , PP  и 3P  – парциальные давления кислорода, азота и углекислого 
газа соответственно, V и T  – объем и температура баллона. Сложив эти 
уравнения и воспользовавшись законом Дальтона (4.2б), по которому  
давление смеси 321 PPPP ++= , получим ( )RTPV 321 ν+ν+ν= , или  

( )321 ν+ν+ν=
V
RTP .    (*) 

                                                 
* Это верно только для систем частиц, подчиняющихся законам классиче-
ской механики. Более универсальные варианты нормировки рассматрива-
ются в дисциплине «Квантовая механика». 
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4. Сравнив уравнение (*) с уравнением состояния, выраженным че-
рез массу смеси m  и среднюю молярную массу M : 

MV
mRTP = ,      (**) 

получим следующее соотношение: 321 ν+ν+ν=Mm . Массу смеси 
можно выразить через молярные массы и количество молей компонент: 

332211 MMMm ν+ν+ν= , поэтому 
321

332211

ν+ν+ν
ν+ν+ν

=
MMM

M . 

Ответ: а) ( ) 2,0321 =ν+ν+ν=
V
RTP МПа;  

б) 7,36
321

332211 =
ν+ν+ν

ν+ν+ν
=

MMM
M г/моль. 

 
Задача 4.38 

1. Если бы во всем диапазоне давлений и температур газ оставался 
идеальным, тогда для вычисления его давления следовало бы воспользо-
ваться уравнением Менделеева – Клапейрона (4.2а). Будучи выражено 

через плотность газа 
V
m

=ρ , оно принимает вид 
M
RTPP ρ

== ид . Подста-

новка численных значений параметров дает: 5
ид 10280 ⋅≅

ρ
=

M
RTP Па. 

2. В случае, если газ является ван-дер-ваальсовским, необходимо 
пользоваться уравнением состояния в виде (4.2в). Поскольку 

V
М

V
m ν
==ρ , выполним  в (4.2в) подстановку 

ρ
=

ν
MV

 и после триви-

альных преобразований получим 5
2

2

ВдВ 1080 ⋅≅
ρ

−
ρ−

ρ
==

M
a

bM
RTPP Па. 

3. Столь существенное различие результатов, полученных для одной 
и той же величины (давления) доказывает, что газ, описанный в условии 
задачи, нельзя считать идеальным; расстояния между молекулами столь 
малы, что весьма существенными становятся размеры молекул и эффект 
межмолекулярного притяжения. Поэтому вкладом ван-дер-ваальсовских 

добавок к объему ( bν ) и давлению (
2

2

M
aρ

− ) пренебречь нельзя.  
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Задача 4.60 
 Будем считать процесс квазиравновесным, то есть протекающим 
достаточно медленно – так, что повсюду в сосуде сразу вслед за измене-
ниями объема V  успевают устанавливаться равновесные значения темпе-
ратуры T  и давления P . Тогда основное уравнение термодинамики (4.4е) 
принимает вид: PdVdTCPdVdUdQ VM +ν=+= , где ν  – число молей 
газа. (Пока, без ограничения общности, будем считать, что число молей 

1≠ν .) 
1. Поскольку процесс квазиравновесный, то существует однозначная 

связь между приращением температуры dT  и работой PdV , совершае-
мой газом. Чтобы установить эту связь, объединим  уравнение состояния 

RTPV ν=  с уравнением процесса в виде .const=nPV  Получаем, что 
температура и объем газа в процессе связаны соотношением 

R
TV n

ν
=− const1 . 

2. Поскольку правая часть этого выражения представляет собой 
константу, то дифференциал его левой части равен нулю: 

 ( ) 01 21 =−+ −− dVTVndTV nn , откуда ( )Tn
VdTdV
−

=
1

, а элементарная 

работа ( ) ( )n
RdT

Tn
PVdTPdV

−
ν

=
−

=
11

. 

3. Теперь, возвращаясь к первому началу термодинамики, получим: 

( )n
RdTdTCdQ VM −
ν

+ν=
1

. По определению молярная теплоемкость про-

цесса dT
dQСМ ν= ; таким образом, окончательно 

n
RCС VMМ −

+=
1

.    (*) 

4. Рассмотрим некоторые частные случаи. 
а) Изобарный процесс const=P . Этому случаю, очевидно, соответствует 
значение показателя политропы 0=n . Молярная теплоемкость при этом 
процессе, как следует из (*), равна RCС VMPM += . 

 б) Адиабатический процесс .const=γPV  Здесь VMPM CCn =γ= ; под-

становка в (*) дает: 0=−=
−

+= VMVM
PMVM

VM
VMSМ CC

CC
RС

CС .  

(Теплоемкость адиабатического процесса, естественно, равна нулю.) 
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в) Изотермический процесс const=PV , следовательно, 1=n . Формаль-
ная подстановка этого значения показателя политропы в (*) дает 

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

→ n
RCС VM

n
TМ 1lim

1
. 

г) Изохорный процесс ( const=V ). Его можно рассматривать, как пре-
дельный вариант политропного процесса при ∞→n  (или при −∞→n ). 
Нетрудно убедиться, что молярная теплоемкость изохорного процесса 

VMVM
n

М С
n

RCС =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

±∞→ 1lim , как и следовало ожидать. 

В любом случае, теплоемкость политропного процесса является 
только функцией показателя политропы n  и остается постоянной в тече-
ние всего процесса. 
 
Задача 4.63 

1. Работа, совершаемая газом, независимо от его природы, вычисля-
ется по формуле (4.3в). Если газ является ван-дер-ваальсовским, это зна-
чит, что его давление определяется уравнением (4.2в). Поэтому работа 
газа A  в условиях задачи при 2=ν  вычисляется как 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
−

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−
= ∫

211

2
2

114
2
2

ln2422

1
VV

a
bV
bV

RTdV
V
a

bV
RTA

V

V

. 

Первое слагаемое весьма похоже на соответствующий результат для иде-
ального газа (см., например, задачу 4.49); более того, совпадает с ним, ес-
ли размерами молекул и, соответственно, параметром b  можно пренеб-
речь по сравнению с объемом V . Второе (отрицательное) слагаемое явля-
ется следствием эффекта межмолекулярного притяжения между частица-
ми реального газа. 

2. Другим следствием эффекта межмолекулярного притяжения явля-
ется то, что внутренняя энергия ван-дер-ваальсовского газа зависит не 
только от температуры, но и от объема газа (4.3е). Поскольку мы рассмат-
риваем изотермический процесс, первое слагаемое в (4.3е) остается посто-
янным. Таким образом, изменение внутренней энергии определяется из-
менением второго слагаемого: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

21

112
VV

aU . Отметим, что при изотермическом расширении ван-

дер-ваальсовского газа изменение его внутренней энергии 0>ΔU . 
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3.  Остается вычислить Q , используя первое начало термодинамики 

в виде (4.3а): =+Δ= AUQ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

211

2 112
2
2

ln2
VV

a
bV
bV

RT . 

Ответ: 

а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
211

2 114
2
2

ln2
VV

a
bV
bV

RTA ; 

 б) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

21

112
VV

aU ; в) =Q ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

211

2 112
2
2

ln2
VV

a
bV
bV

RT . 

 
Задача 4.77 

1. Изобразим этот цикл на диаграмме ( )ST , , 
где изотермические участки цикла ( )const=T  ото-
бражаются горизонтальными отрезками ломаной, а 
адиабатические участки ( )const=S  − вертикаль-
ными отрезками (рис.4.10). Для вычисления к.п.д. 
необходимо определить теплоты 1Q  и 2Q . По-
скольку все процессы обратимы, то, с учетом (4.4г), 
для каждого участка цикла справедливо равенство: 

TdSdQ = . Рабочее тело получает тепло от нагревателя на тех участках, 
где энтропия возрастает ( )0>dS , и возвращает тепло холодильнику на 
тех участках, где энтропия убывает ( )0<dS .  

Величина полученного (либо отданного) тепла на участке dS  чис-
ленно равна площади прямоугольника со сторонами T  и dS  на диаграм-
ме ( )ST , . В  рассматриваемом цикле рабочее тело получает тепло на изо-
термических участках 1T  и 2T , а отдает – на изотермическом участке 3T . 
Итак, 22111 STSTQ Δ+Δ= , ( )2132 SSTQ Δ+Δ= . Следовательно, к.п.д. в 
соответствии с определением (4.4а) равен 

( )
2211

213

1

2 11
STST

SST
Q
Q

Δ+Δ
Δ+Δ

−=−=η . 

2. Для определения 1SΔ  и 2SΔ  воспользуемся уравнением (4.4е). 
Поскольку газ – идеальный, а процесс – изотермический, это уравнение 
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принимает вид PdVTdS = . Из этого следует: 
V
dVR

T
dVPdS ν== , где 

ν  - число молей идеального газа, служащего рабочим  телом. 
3. Изменение энтропии газа на изотерме 1T  может быть вычислено 

путем интегрирования: ,ln
2

1

2

1
1

2∫∫ ν=ν==Δ
V

V

V

V
V
V

R
V
dVRdSS  где 1V  и 2V - 

объемы, занимаемые газом в начале и в конце изотермического расшире-
ния. Таким образом, приращение энтропии газа в изотермическом процес-
се определяется отношением объемов, занимаемых газом в начале и в 
конце процесса. Так как, по условию, на изотерме 2T  объем газа увеличи-
вается в такое же число раз, как и на изотерме 1T , мы можем сделать вы-
вод, что соответствующие приращения энтропии равны между собой: 

21 SS Δ=Δ , откуда, с учетом пункта 2, следует, что к.п.д. цикла равен 

21

32
1

TT
T
+

−=η . 

 
Задача 4.92 

1. Поскольку процесс кипения по определению изотермический, 

уравнение (4.4г) принимает вид 
T

rM
T
Q

T
dQS =

Δ
==Δ ∫ пар , 

где  M =18 г – масса выкипевшего моля воды. 
2.  С другой стороны, из определения (4.4ж) следует, что 

( ) 12Б12Б12 lnlnln ΩΩ=Ω−Ω=−=Δ kkSSS . Таким образом, отно-
шение статистических  весов молекул воды в газообразном и жидком со-

стояниях 
24

23

1042,3
10

1,38373
182250

ББ12 10eexpexp ⋅
⋅

⋅
⋅

===Δ=ΩΩ TkrMkS . 
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5. ОТВЕТЫ 
 

1. Кинематика 
 

1.1.   .0 ,2 ,2 =Δ=Δ−=Δ AAAAA
rrr

 

1.2.   а) AB
rr

−= ; б) построим сферу радиуса A с центром в нача-
ле вектора A

r
− в качестве искомого вектора B

r
можно выбрать любой век-

тор, проведённый из конца вектора A
r

 в произвольную точку сферы; 
в) векторы ортогональны друг к другу ( B

r
┴ A
r

); г) построим сферу на век-
торе A

r
 как на диаметре. В качестве искомого вектора B

r
можно выбрать 

любой вектор, проведенный из конца вектора A
r

 в произвольную точку 
сферы; д) BA

rr
↑↑ ; е) BA

rr
↑↓ , причем BA > . 

1.3.   96,6sincos =α+α= yxl AAA . 

1.4.   
( )( )222222

cos
zyxzyx

zzyyxx

BBBAAA

BABABA

++++

++
=α . 

1.5.   Траектория частицы представляет собой: а) луч, выходя-
щий из начала координат; б) прямую, проходящую через начало коорди-
нат; в) окружность радиуса r; г) прямую, параллельную оси Оx. 

1.6.   ,ee1,2 xy ABV
rrr

−=   22
1,2 BAV += . 

1.7.   а) V = 2,5м/с; б) ( ) ≅=α 54arcsin  53,10; в) 45 м.  

1.8.   а) 1,0=≈α
V
u

рад;  б) 402АБ2
221 ≈

−
=

UV
t с; 

в) 404ВГ2
222 ≈

−
⋅

=
UV
Vt с. 

1.9.   а) zyxVVV e1e1e112
rrvrrr

++=−=Δ ; б) 3=ΔV
r

м/с; 

в) =−=Δ 12 VVV 1,6 м/с. 

1.10.   α=Δ cos2VV
v

; 0=ΔV ; α=Δ cos2VVz ; 0=Δ yV . 

1.11.  а) 23 2 −=+== CtBxVx & м/с, 66 −==== CtxVa xx &&& м/с2; 

 б) 412 =−=Δ xxx м;  в) 2=ΔΔ= txVx м/с; г) 3−=ΔΔ= tVax м/с2. 
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1.12.  а) S = 500 м, б) rrΔ  = S = 500 м. 
Траектория – прямая, расположенная в плос-
кости 7=z м. 

1.13.  а) ,e3e2 yxtV
rrr

−= V = 5м/с; 

б) 2,e2 == aa x
rr

м/с2; 

в) 8,0cos ==α
Va

aVr
r

; 

г) 6,1cos =α=τ aa  м/с2; 2,1sin =α= aan  м/с2;  д) 8,20
2

≈=ρ
na

V
 м. 

1.14.  а) Уравнение траектории: ( ) 93 22 =−+ yx  м2; траектория 
представляет собой окружность радиусом R = 3 м (см. рис. О.1); 

б) yx
ttrV e

5
cos

5
3e

5
sin

5
3 r&r

r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

−== , 
5

322 π
=+= yx VVV  (час-

тица равномерно движется по окружности с круговой частотой  

ω = 
5
π  рад/с); 

в) yx
ttrVa e

5
sin

25
3e

5
cos

25
3 22 rr&&r&rr

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ππ

−=== ,

2
2

22

25
3 ω=
π

=+= yx aaa R. 

1.15.  а) 
π

= 02V
V
r

; б) 
R

V
a

π
=

2
02r

; в) a =
R

V 2
0 . 

1.16.  а) =V  R
τ

24
; б) 

τ
R4

; в) R
τ3
24

. 

1.17.  а) 7,43
≈

τ
π

= RV  м/с; б) 0,12
=

τ
=

RV
r

 м/с;  

в) 94,06
2

≈
τ
π

=
Rar  м/с2. 

1.18.  См. рис. О.2. .АВ   ,sin
22

V
VuL

u
V −

≥=α  

1.19.   а) t = 2,26 с; б) s = 33,9 м; в) V = 26,7 м/с; г) α = 55048/. 
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1.20.  2,8n ≈a м/с2, 4,5≈τa  м/с2. 

1.21.  а) 
θ

=ρ
cos

2
0

g
V

; 

б) 
g

V θ
=ρ

22
0 cos

. 

1.22.  arctg4=θ . 

1.23.  ( ) 0,22sin120 =θ−= tVl м.  

1.24.  ( ) 47,221
21 =+=

g
VV

VVl м.  

1.25.  Vмин = 5,1122 ≈⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ HLHg м/с , 

25,1tg
22

=
++

=α
L

LHH
, Ο=α 34,51 . 

1.26.   Если высота стены
Ll

lLH
+

≤ , Vмин ( )Llg += . При этом 

Ο=α 45 . В случае 
Ll

lLH
+

>  минимальная скорость мины, попадающей 

в цель, 

Vмин = Ο>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=α
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+ 45arctg   этом при ;1
2

2

lL
LlH

lL
LlH

H
glL

. 

1.27.  а) =ωсут 7,27 510−⋅ рад/с; б) =ωЧ 14,5 510−⋅ рад/с; 

в) =ωМ 1,74 310−⋅ рад/с; г) =ωспутника 1,19 310−⋅ рад/с; д) =V 7,8 км/с. 

1.28.  V = 231,5 м/с. 
1.29.  R = 8,33 см. 

1.30.  2,3
4

2

=
π
ω

=β
N

 рад/с2. 

1.31.  а) t = 6,3 с; б) N = 9,4 оборота. 
1.32.   а) ω =14 рад/с; б)V =1,4 м/с; в) β =12 рад/с2; г) aτ =1,2 м/с2; 

 д) an =19,6 м/с2. 
1.33.   а) 4=ω z  рад/с; 6−=β z  рад/с2; б) =β z −12 рад/с2. 
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1.34.  а) ( ),ee1 yxVV
rrr

+=  ,e22 xVV
rr
⋅=  ( ),ee3 yxVV

rrr
−=  04 =V

r
; 

б) xR
Va e

2

1
rr

= , yR
Va e

2

2
rr

−= , xR
Va e

2

3
rr

−= , yR
Va e

2

4
rr

= . 

1.35.  ,sin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

R
VtRVtx  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

R
VtRy cos1 .Траектория – цик-

лоида (см. рис. О3). В точках этой траектории, где Ryy 2max == , радиус 
ее кривизны принимает значение .4R=ρ  Ука з а ни е :  радиус кривизны 

ρ  вычисляется по алгоритму 2

21
dx

yd
=

ρ
. 

1.36.  а) 1RV=ω ; б) V1x = 
1

21

R
RR

V
+

; V2x = 
1

21

R
RR

V
−

<0.  

1.37.   а) 
r

rR −
ω ; б) 

r
rR +

ω . 

1.38.  ω=
−
ω−ω

=Ω 1012

rR
rR

. 

1.39.  а) ( ) 222 tBAtt +=ω =7,8 рад/с; 

б) ( ) 222 4 tBAt +=β =1,3 рад/с2; 

в) 
( )( )222222

222

4

2cos
tBAtBA

tBA

++

+
=α = 0,96  ( Ο≅α 17 ). 

1.40.  Угол поворота ϕ  ≈ 20,1рад. Тело вращается вокруг оси, ле-

жащей в плоскости x,y  и образующей с осью x угол Ο≈
ω
ω

=θ 63arctg
1

2 . 

Ось вращения неподвижна, поскольку отношение 2
1

2 =
ω
ω

 не зависит от 

времени. 
1.41.  а) zyx tt eesinecos /// rrrr

ω+ωω+ωω=Ω , 

( )xy tt esinecos /// rrr
⋅ω−⋅ωωω=β , ,

2/2 ω+ω=Ω /ωω=β ; 

 б) ωω′=α arctg ; в) 2π=γ . 
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2. Динамика материальной точки 
 

2.1.   .
2

1
12 m

m
aa rr

−=  

2.2.   Н; 8  Н; 6,1 21 −== xx FF  t = 1,67 с. 

2.3.   gmN rr
−=  а) ;  б) 0 ;  в) ( ) ( )gamNagm +=−−    ,rr

.  
2.4.   =Бm 10 кг. Ука з а ни е :  подъемная сила не зависит от 

наличия балласта.  

2.5.   а) 
21

21
21 mm

mm
gaa

+
−

== ;  б) 
( )
( )21

2
21

mm
mm

gtP
+
−

= ; 

в) 
21

214
mm

gmm
F

+
= . 

2.6.   а) ( )
21

21
01 mm

mm
aga

+
−

−=
rrr

;  б)
( )

21

0214
mm

agmm
F

+
−

=
rrr

. 

2.7.   
( )
( ) .4

4

21021

21021
1 mmmmm

mmmmm
ga

++
−+

=  

2.8.   .
2

  ,
4
2

2 1
2

21

21
1

a
a

mm
mm

ga =
+

−
=  

2.9.   .
L

xLFТ −
=  

2.10.   =НF 624 Н. 

2.11.   2,7=
Δ

=
t

mVF  кН. 

2.12.   .5
F

mVt =Δ  

2.13.   .
sin

sin2cos
α

α−α
=Δ

Mg
glMP

t  

2.14.   а)
α+
αα

= 2
21

2
1 sin

cossin
mm

m
ga ; б) α

+
=β tgtg

1

21

m
mm

. 

2.15.   а) 
R

mVF
π

=
22r

 (см. рис. О.4);  б) 
R

mVFF
2

==
r

. 



 97

2.16.   τ== maFF
r

 (см. рис О.5). 

2.17.    ( )yx ttrmF e20sine20cos800
rr&&r

r
π+π−≈= Н. Частица рав-

номерно движется по окружности. 
2.18.   На частицу действует постоянная сила xF e2

rr
−=  Н. Траек-

тория частицы – парабола 2165 yx ⋅−= . 

2.19.   ( )kmRl 21 ω−= . 

2.20.   
α

=ω
cosl

g
, 

α
=

cos
mgT . 

2.21.   Если круговая частота вращения
R
g

≤ω , устойчивому 

равновесию соответствует значение α = 0˚; если 
R
g

>ω , это положение 

муфты становится неустойчивым. В этом случае устойчивое равновесие 

достигается при .arccos 2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
ω

=α
R

g
 

2.22.   .2

2

ω−
ω

=
mk

m
l
x

 От  направления вращения ответ не зави-

сит. 

2.23.   а) 8,9
2
≈=

R
GMg м/с2  (ускорение свободного падения 

вблизи поверхности Земли);  б) 2,9
2

≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=′

hR
Rgg м/с2. 

2.24.   3108,9
1000

−⋅==′
gg м/с2. 

2.25.   225
2

3
=

π
=

V
GM

T C суток. 

2.26.   ( ) 60523
ЗМЗМ ≈= rrTT  земных суток. 

2.27.   а) 3тр =F  Н; б) 4,0тр =F Н. 

2.28.   α= sinтр mgF ; сила направлена вверх по склону. 
2.29.   0.83 с. 
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2.30.   а)
( )

21

2121 cos
mm

mgm
F

+
αμ−μ

= ; 

б) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
μ+μ

<α
21

2211arctg
mm

mm
. 

2.31.    .16,0tg
1
1

2

2

≈α⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+η
−η

=μ  

2.32.   
μ+
μ−

=
1
1ga . 

2.33.   ( )
Mm

mMagF
+

′−= 2 . 

2.34.   а) μ=α arctg ;  б) 
2миним

1 μ+

μ
=

mgF . 

2.35.   ( )μ=α 1arctg . 
2.36.   ( ) 252 =++μ= amMmgF  Н. 

2.37.   а) ( )αμ−α cossin 1
1

k
gm

;  б) 
( )

( )21

1221 cos
mmk

gmm
+

μ−μα
. 

2.38.   а) 
( )

210

210

mmm
mmm

ga
++
+μ−

= ; б) 
( )

210

20 1
mmm

gmm
T

++
μ+

= . 

2.39.   а) αμ+α≥ cossin12 mm ;  б) αμ−α≤ cossin12 mm . 
Если же отношение масс принимает значения в интервале 

>αμ+α cossin αμ−α> cossin12 mm , тела покоятся. 

2.40.    а) 
α
α

=
2

2

sin2
cos

k
mgV ; б) 

α
α

=
32

32

sin6
cos

k
gmS . 

2.41.    а) 
( )

kM
gMmmt +μ

=0 ; 

б) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
μ

≤
+=

; ,

, ,

0

0

1
tt

M
mg

tt
Mm

kt

a ; 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥μ−

≤
+=

. ,

, ,

0

0

2
ttg

m
kt

tt
Mm

kt

a  (см. рис. О.6). 

2.42.    а) mbV 63τ=
rr

;  б) mbS 124τ= . 
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2.43.    9,62ln ≈= k
mt  с. 

2.44.   
 

с. 441ln 0 ≈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

mg
kV

k
mt  

2.45.   а) 
tm

FtV
μ+

=
0

;  б) 
( )2

0

0

tm
Fm

a
μ+

= . 

2.46.   Пуля отклонится к востоку на 

расстояние 7
2

32

≈
ω

=
V

sl см. 

2.47.   ( )2242 2 VrgmF ′ω+ω+=
 

2.48.    а) αcosFS ; 
 б) ( )SFmg sinα−μ− ;  в) 0. 

2.49.   
( )

2
21 μ+μ

= mglA . 

2.50.   Эти силы перпендикулярны скорости груза, поэтому мощ-
ность каждой из  них равна нулю. 

2.51.   ( ) ( )2222 BtAmttN += . 
2.52.   N1 = 0,32 Вт, N2 = 56 Вт. 
2.53.   Aтяжести = 0. Сила тяжести консервативна. 
2.54.   Aтрения = −2πRμmg < 0. Сила трения не является консерва-

тивной. 

2.55.   Работа этой силы Aупр =
22

2
2

2

1

2
1 kxkx

kxdx −=− ∫  зависит 

только от начальной и конечной координаты точки приложения силы ( x1 
и x2 соответственно). Следовательно, сила упругой деформации консерва-

тивна. Потенциальная энергия деформированной пружины  ( )
2

2kxxU = .  

2.56.   а) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−= zyx z

y
zy

x
y

BzyxF ee1e1,, 22

rrrr
; 

б) 
321
BUUAF −=−= . 
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2.57.   а) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= b

r
a

r
rrF 23
4

rr
; б) 

b
ar

2
3

0 = . 

2.58.   а) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= b

r
a

r
rrF 2
3

rr
;  б) 

b
ar 2

0 = . 

2.59.   
22

2
1

2
1

2
2 mVVV

mA −=
−

= . 

2.60.   
8

3
2

2
1

2
1

2
2 mVVV

mA −=
−

= . 

2.61.   ∫
α

==
S

tmFdSA
8

24

. 

2.62.   ( )321
0 2 lll

m
F

V ++= . 

2.63.   10
2

2

сопр −=−=
mV

mghA Дж. 

2.64.   3
З2 102,112 ⋅≅= gRV м/с, ( 2V  − вторая космическая 

скорость). 
2.65.   а) 102 −=−= TU ГДж; б) 5−=+= TUE ГДж. 

2.66.   
( )

3
3

З

2
З 101,1

4
−⋅≅

+π

Δ
=

hRN
hmgR

F Н. Указание :  с помо-

щью II закона Ньютона доказать, что механическая энергия станции 

( )hR
GMm

hR
GMmmVE

+
−=

+
−=

ЗЗ

2

22
.  

2.67.   ( )
4

З
106,7

2
−⋅+≈

+
Δ

≅
Δ

hR
h

V
V

%. 

2.68.   а) mghA −=тр ; б) 0тяжеститррез =+= АAA ; 

в) A =2mgh. 
2.69.   ( )lhmgAF μ+= . 

2.70.   
m
AghV 24 −= . 

2.71.   ( )221 mmgF +μ= . 



 101

2.72.   h =
k
mg2

. 

2.73.   а) ( ) θ+=θ 2cos31ga ; б) ( ) θ=θ cos3mgF ; 

в) mgmgF ⋅=θ= 3cos3 11 ;  г) 
3
3arccos=θ . Указание :  в пунктах 

«в» и «г» задания речь идет об одном и том же моменте времени. 
2.74.   arctg0,52=θ . 
2.75.   2Hh = , S = H. 

2.76.   
33

2 ghV = . 

2.77.   
k
mgx 3

> . 

2.78.   4
μctgα1
μctgα1

=
+
−

= Hh  м. 

2.79.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 12ТР 2

3 hhmgA ≈ -11 мДж. 

2.80.   32Rh = . Если 
30

RgV = , то 97Rh = . 

2.81.   ( )
k

mgV
2

1макс μ−= . 

2.82.   В течение последнего 11-го полуколебания груз не прохо-
дит через положение равновесия; остаточная деформация пружины 
x11 ≈  − 0,27 см. 

2.83.   22 1

2
1 =μ+= gx

m
kx

V  м/с. Здесь x1 = 0,1 м – максималь-

ная деформация пружины (после первого полуколебания). 

2.84.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

h
lghV ln2 . 

2.85.   а) 
3
1

1
=

η−
η

=μ ;  б) ( ) 8,915,0 −=η−η−= mglA  мДж; 

в) ( ) 7,21 =η−= glV  м/с. 

2.86.   а) ( )CtBmmVP xx 2+== ;  б) 162 −=Δ=Δ tmCPx  кгּм/с. 
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2.87.   P
r

Δ = αcos2mV ; 0=ΔP ; =Δ xP αcos2mV ; 0=Δ yP . 

2.88.   а)
 τ

π
=Δ

mRP 22r
;  б) 

τ
π

=Δ
mRP 4r

. 

2.89.   
3
2 21 rr

rC

rr
r +

= . 

2.90.   а) 4=СV  м/с; б) 35=СV  м/с; в) 0=СV . 
2.91.   В проекции на первоначальное направление: 
( )

100
1

2221
1 −=

−+
=

m
VmVmm

V м/с. Скорость меньшего осколка направ-

лена против первоначального направления. 

2.92.   
( ) ( )

7,140
1

2
22

22
21

1 =
++

=
m

VmVmm
V м/с. 

2.93.   0,19=ΔV
r

м/с.  

2.94.   0,32 =V м/с.  
2.95.   Аэростат начнет перемещаться вниз со скоростью 

V
mM

mVu 10,0=
+

= . 

2.96.   Проекция скорости саней после взаимодействия с шаром на 

направление 1V
r

: 85,021 −=
+
−

=
mM
mVMV

Vx м/с. Направление движения 

тележки изменится на противоположное. 
2.97.   Изменение импульса системы тел равно импульсу внешних 

сил: tFPP Δ=− внешн12

rrr
, где 1P

r
 и 2P

r
 – импульс системы до и после взаи-

модействия. Этим изменением можно пренебречь, если средняя проекция 
импульса внешних сил на направление движения: 21внешн PPtF ≅<<Δ . В 

условиях задачи 11211 =−= mVMVP  кгм/с, 

50трениявнешн =μ≅= MgFF Н. В случае «а» проекция импульса внешних 

сил не превышает 5,0=Δμ tMg  кгм/с, что составляет менее 5% от P1 и, 
таким образом, применение закона сохранения импульса оправдано. В 
случае «б» изменение импульса системы в процессе торможения шара в 
10 раз больше, чем в случае «а». 

2.98.   а) 
mM
mMVU

+
−

= ; б) 
mM

MVU
2+

= . 
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2.99.   
321

2211

mmm
VmVm

U
++

+
= . 

2.100.   Плот перемещается в противоположном направлении на 

расстояние 
mM

MlL
+

= . 

2.101.   
α

≅
cos2m

MVU  = 3000 км/ч. 

2.102.   а) 1,179
cos20снаряда =

α+
=

mM
MVV  м/с; 

б) ( ) =α+
α

= 2

22

0пушки cos
cos

mMM
mVV 2,5 м/с. 

2.103.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α

+
=β tgаrctg

M
mM

. Указ ание :  перейти в систему 

отсчета, связанную с платформой. 

2.104.   
2

22

2 gM
VmS

μ
= . 

2.105.   lL 4= . Указ ание :  учесть, что времена полета осколков 
одинаковы. 

2.106.   
12

2
VV
TP
−
Δ

=Δ
r

. 

2.107.   ==
4

2mVQ 3 Дж. 

2.108.   
2

1

m
m

 = 3. 

2.109.   а) 
13
22

21

1 =
+

=
Δ

mm
m

Т
Т

; б) 
( ) 169

484
2

21

21 =
+

=
Δ

mm
mm

Т
Т

. 

2.110.   2cos21
2

1 =θ+=
m
m

. 

2.111.   Частица продолжит движение в прежнем направлении со 

скоростью 05,0
2
01,0

=≈ VU  м/с. 
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2.112.   0,2
2

21

2211 =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+

−
=

mm
amam

a  м/с2. 

2.113.   40
cos

tg1
2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
−α−=

Δ
M

m
Т
Т

%. 

2.114.   0,52 12
1

2
2

2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−μ= S

m
m

SgV  м/с. 

2.115.   
( )

2sin2 2
2

21

2
1 α

+
=

mm
m

lh . 

2.116.   2sin
4

21

1 α
+

=
mm
glm

V . 

2.117.   ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

22

2 mM
m

g
Vh 7,9 см. 

2.118.   а) ( ) 164cos12 ≈α−
+

= gl
m

mMV  м/с; 

б) ( ) %99=+= mMMTQ . 

2.119.   а) 
( )( )

2

2
m

mMmMglV ++
= ; б) 

( )
2
gl

m
mMV +

= . 

2.120.   а) 
21

2

mm
kmx

VC +
= ; б)

21

1
M mm

m
xx

+
= . 

2.121.   а) ( )21

21
M mmk

mm
Vx

+
= ; б) Скорость бруска 1m  периоди-

чески изменяется от нуля до максимального значения 
21

2
M

2
mm

m
VV

+
= . 

2.122.   ( ) =+
−=

mM
MmV

A
2

2
0

тр −3 Дж. 

2.123.   
( )

gm
mMMVh

2

2

2
−

= . 
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2.124.   ( )gmM
MV

h
+

=
2

2
0 . 

2.125.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

k
mglhgmP
2

2M . Указ ание :  импульс шарика 

достигает максимального значения в момент, когда сумма всех сил, дейст-
вующих на него, равна нулю.  

2.126.   ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−

++
−

++=
mnM

m
mM

m
M
muVVn 10 L . 

2.127.   ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=

m
m

uV 0lnr
r

. 

2.128.   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

u
atmm exp0 . 

2.129.   gt
m
m

uV −⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= 0ln . 

 
3. Динамика твердого тела 

 
3.1.   L = bmV. Вектор L

r
направлен параллельно оси z. 

3.2.   а) zL e5,0
rr

= , Джּс; б) 0=L
r

; в) xL e5,0
rr

= , Джּс. 

3.3.   Как в случае а), так и в случае б) zmVrL e2
rr

−=Δ . 

3.4.   M
r

= 0.  
3.5.   M

r
= 0. 

3.6.   а) zM  = 0; б) sinα2aFM z = . 

3.7.   === ЛЗЛЛЛЛ GrMMrVML 2,88·1034, Дж·с. 

3.8.   ( )
( )
( ) 2З

1З
12

1З

2З

21З

З
1   ;

2
2

hR
hR

VV
hR
hR

hhR
GM

V
+
+

=
+
+

++
= . 

3.9.   
12

21
2

hh
ghV
−

= ; 
12

12
2

hh
ghV
−

= . 

3.10.   ( ) 3

4
02

0 r
r

mrF ω= . 
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3.11.   а) 3
2

106,3
4

9 −⋅==
mlJ  кг·м2; 

б) 3
2

104,2
2

3 −⋅==
mlJ  кг·м2. 

3.12.   а) 42 104 −⋅== mlJ  кг·м2; б) 4
2

102
2

−⋅==
mlJ  кг·м2. 

3.13.   а) 4
2

105,7
12

−⋅==
mlJ кг·м2;  

б) 42
2

109,1sin
12

−⋅≈α⋅=
mlJ  кг·м2;  в) 3

2

101
9

−⋅==
mlJ  кг·м2. 

3.14.   4
2

1044,1
32

−⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

τ
=

abaJ  кг·м2. 

3.15.   а) 
6

2mlJ = ; б) 
3

2mlJ = ; 

в) 
6

2mlJ = . 

3.16.   а) 
12

2mlJ = ; б) 
6

2mlJ = . 

3.17.   
12

22

1
bamJ +

= ; 
12

22

2
camJ +

= ;  

12

22

3
bcmJ +

=  (положение соответствующих главных осей показа-

но на рис. О.7). 

3.18.   а) 
2

2mRJ = ;  б) 22mRJ = . 

3.19.   а) 
2

2mRJ = ;  б) 2

10
3 mRJ = . 

3.20.   
( )

2

22 rRmJ +
= . 

3.21.   а) 8,622
=

π
=

t
nJM  Н·м; б) 120

2
==

ntN . 
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3.22.   а) 1,0
2

=
π

=
N

AM  Н·м; б) 3
22 109,15

2
−⋅=

π
=

n
AJ кг·м2. 

3.23.   а) 
( )

21,0
2 10 =

−π
=β

t
nn

рад/с2; б) 31,0=β= JM  Н·м; 

в) ( ) 3552 2
0

2
1

2 −=−π= nnJA  Дж.  

3.24.   2,1
2

1 =
M
M

. 

3.25.   
( )

24
2

2
тр =

β

−
=

R

MFR
m  кг. 

3.26.   1
2

1

2 >
+

=
β
β

J
mRJ

. 

3.27.   
( )

25,6
2

=
−

=
a

agmRJ  кг·м2. 

3.28.   а) t =1,11 с; б) T = 0,81 Дж; в) L = 0,90 Дж·с. 

3.29.   а) 8,2
221

12 =
++

−
=

mmm
mm

ga м/с2;  

б) 6,121 =F Н, 142 =F  Н. 

3.30.   bmF 22 ω= . 

3.31.   α
ω

= 2sin
4

22lmM . Максимальное значение этой величи-

ны достигается при α = 45˚. Указание :  вектор момента импульса 
данной системы грузов не остается постоянным; он вращается с угло-
вой скоростью ω и описывает в своем пространстве конус с углом при 
вершине α−π 2  (рис.О.8). 

3.32.   
2
2

21

mRJ
mgRFR

+

−
=β . 

3.33.   ( )222 21

122
2

mmm
mm

gtatx
++

μ−
==Δ . 

Необходимое условие начала движения: 
12 mm μ> . 
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3.34.   а) 43,0
2
sincos

21

112 =
++

α−αμ−
=

mmm
mmm

ga  м/с2; 

б) 26,91 =F Н; 37,92 =F  Н. 

3.35.   ( )0coscos3 α−α= glV . 

3.36.   
α

=ω
cos5
6

l
g

. Описанное в условии задачи движение 

стержня возможно, если значение 
l
g

5
6

>ω , в противном случае 

0=α . 
3.37.   240−=β= JM Z  Н·м. 
3.38.   а) 2,38=ZL  Дж·с; б) 1,9=N . 

3.39.   а) 
( )

3
cos1 α−

=
gl

m
MV ; б) 

( )
3
cos1

2
α−

=Δ
glMP ; ме-

ханическая система  «пуля – стержень» не является замкнутой – в уст-

ройстве подвеса стержня возникает сила реакции; в) 
3
2lx = . 

3.40.   
21

1

2
2

2
mm

m
+

π−=ϕΔ . 

3.41.   а) 
21

2211

JJ
JJ

+
ω+ω

=ω ;  б) 
( )
( )21

2
2121

2 JJ
JJ

A
+

ω−ω
−= . 

3.42.   а) 
( )
( )μ+μ

μ+ω
=

12
1 2

0

g
R

t ;  б) 
( )
( )μ+μπ

μ+ω
=

18
1 22

0

g
R

N . 

3.43.   1
2 2 ==
ma
bF

l  м. 

3.44.   а) 13
1
2

=
μ+

μ
=

mgF  Н; б) 
( ) 2,1
1

13
μ+
−μ

= ga  м/с2. 

3.45.   
23

8
mR

Fl
=ω . Указание :  цилиндр катится по поверхно-

сти стола с проскальзыванием. 
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3.46.   a) 
( )

( )1
cos

+γ
−α

=
m

RrFax ; б) 
( )

1
cos

 тр +γ
+α

−=
RrFF x . Если 

Rr<αcos , диск катится против оси x.  

3.47.   1
6 321

1 =
++

=
mmm

m
ga  м/с2. 

3.48.   а) 
12

2
2 83 mm

m
ga

⋅+
= ; б) 

8
21

тр
am

F = , направление силы 

трения совпадает с направлением движения цилиндра. 
3.49.   а) 32ga = ;  б) 2ga = . 

3.50.   2
0

0

4
2

rJmm
mm

ga
++

+
= . 

3.51.   54ga = . 

3.52.   а) 
22

2

2
2

Rr
rga
+

= ; б) натяжение каждой нити 

( )22

2

22 Rr
mgRF

+
= . 

3.53.   а) 3,3
3

sin2
≈

α
= ga  м/с2;  б) 49,0

3
sin

тр =
α

=
mgF  Н. 

3.54.   а) 
7

sin5 α
= ga ;  б) 

2
sinα

= ga . 

3.55.   а) 94,0
3
=

π
=Δ

lx  м; б) 
( ) 6,32 2

=
Δ

=
m

tFT  Дж. 

3.56.   
2
ghVC = . 

3.57.   
2

VRV +ω
=′ . Колесо после скольжения катится в обрат-

ную сторону в случае, если ему была сообщена угловая скорость 
RV−<ω . 

3.58.   ( )gRV 22аrctg=ϕ . 
3.59.   Ось волчка отклонится в направлении оси x на угол 

04,02
≈=ϕ

L
mVl

рад. 
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3.60.   а) 7,0sin
=

ω
θ

=Ω
J

mgl
рад/с; б) горизонтальная составляю-

щая силы реакции направлена в сторону, противоположную наклону 
волчка. Она равна 12sin2

гор ≈θΩ= lmF  мН. 

3.61.   =
π

=ω
2nR

gl
250,0 рад/с. 

3.62.   В подшипниках возникает пара сил, направленных перпен-
дикулярно плоскости (x,y). Величина каждой из этих сил: 

300
5

2 2

=
Ωω

=
l

mRF  Н. 

. 
4. Молекулярная физика и теплота 

 
4.1.   3

1−
≈ nr . 

4.2.   а) 10
3

1

Б
1033A33 −

−

⋅==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≈

o

Tk
Pr м; 

б) 
o

A1,3
3

1

А

OH2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ρ
≈

−

N
M

r . Указание : здесь под «нормальными усло-

виями» следует понимать, что давление и температура газа принимают 
следующие  значения: 510=P Па и 273=T К. 

4.3.   
o

А8,2=a . 

4.4.   
0Б

2 8
Tmk

PR π
=ν . 

4.5.   
12

1

Б
мин 3 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Tk
Ar . Этот параметр называют эффективным 

диаметром d молекулы. Анализ ответа показывает, что по мере роста 
температуры газа, величина d уменьшается. 

4.6.   2отн uu = . Указание : усреднить квадрат относитель-

ной скорости любых двух молекул 12отн uuu rrr
−= . 
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4.7.   а) 
Pd

Tmk
2

0Б

4 π
=τ ;  б) 

Pd
Tk

u
2

Б

2π
=τ=λ . 

4.8.   а) 10104,1 −⋅≈τ с;  б) 8101,6 −⋅≈⋅τ=λ u м. 

4.9.   а) 4753
кв ==

M
RTu  м/с, 

21Б
пост 100,6

2
3 −⋅==ε

Tk
 Дж;  

б) 15,0
2

3 3
Б

кв =
πρ

=
d
Tk

u м/с,  21Б
пост 100,6

2
3 −⋅==ε

Tk
Дж. 

4.10.   12Б2
кв 103,6

2
⋅==ω=ω

J
Tk

 рад/с. 

4.11.   а) xu = 0;  б) wΔ = 21 . 

4.12.   
π

ΔΩ
=Δ

4
w . 

4.13.   См. рис. О.9. Величина ( ) x

u

u
x duufw

X

X

⋅=Δ ∫
2

1

1  численно рав-

на площади заштрихованной фигуры. 

4.14.   См. рис. О.10. Величина ( ) duufw
u

u

⋅=Δ ∫
2

1

2  численно равна 

площади заштрихованной фигуры. Функция ( )uf 2  нормирована на еди-

ницу: ( ) 1
0

2 =∫
+∞

duuf . 

4.15.   1,66%. 
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4.16.   ( ) ξξ−ξ
π

=Δ ∫
∞

dw
1

22 exp4
. 

4.17.   верu = 500,0 м/с. 

4.18.   =Δw : а) 41032,3 −⋅ ; б) 41076,1 −⋅ ; в) 41014,2 −⋅ ; 

г) 41066,0 −⋅ .  

4.19.   а) 510,560 ⋅=P Па; б) 510,310 ⋅=P Па; 

 в) 510,261 ⋅=P Па. 

4.20.   20Б 100,5
ln −⋅=
η

=
gh
Tk

m  г. 

4.21.   
( )

23

21
3 101,6

4
ln3

⋅=
ρ−ρΔπ

η
=

hgr
RTN моль-1. 

4.22.   а) ( ) drrTkarndN 2
Б

2
0 4exp π−= ; б) aTkr Б= ; 

в) ( ) drrkTar
Tk

a
N

dN 22
23

Б
4exp π−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π

= ;  г) увеличится в 23η  раза. 

4.23.   См. рис. О.11. 
4.24.   См. рис. О.12. Участок, на котором температура растет, от-

мечен стрелкой. 

4.25.   а) 
αν

=
33

2 00
макс

P
R

P
T ; 

б) ( )1exp0
макс −

βν
=

R
P

T . 

4.26.   0мин 2 TRP α= . 

4.27.   29,1==ρ
RT
PM

кг/м3. 
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4.28.   3,162
1

1
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ Δ
−= T

VM
mR

T
P

P кПа. 

4.29.   30
0

=
Δρ

=Δ
P

PVm г. 

4.30.   а) ( ) 2,0321 =ν+ν+ν=
V
RTP  МПа; 

б) 7,36
321

332211 =
ν+ν+ν

ν+ν+ν
=

MMM
M  г/моль. 

4.31.   
( )

( ) 50,0
2211

21 =
+

+
=ρ

MmMmRT
Pmm

 кг/м3. 

4.32.   3,6=m  г. 

4.33.   
( )

( ) .
ln

12

120

TTR
TTSlMP

m
−

=  

4.34.   
( )

9,00 =
Δ+

=Δ
R

SPmgl
T  К. Поршни переместятся вверх. 

4.35.   
( )

( ) .1ln
ln 0

VV
PP

N
Δ+

=  

4.36.   ( ) ( )VCTPtP −= exp0 . 
4.37.   127=τ  с. 

4.38.   280ид =
ρ

=
M
RTP атм, 80

2

2

ВдВ =
ρ

−
ρ−

ρ
=

M
a

bM
RTP атм. 

4.39.   
кр

2
кр

2

64
27

P
TR

a =  ,
кр

кр

8P
RT

b = . 

4.40.   983
3

3
2

кр
кр

кр

≈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ρ
−

ρ−
=

M

V
P

VM
RTP М

М
атм. 

4.41.   а) 0012 2 VPA = ; б) 0013 2
5 VPA = ; в) 014 =A ; 

г) 0015 2 VPA −= .  
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4.42.   а) 0012 5 VPU =Δ , 0012 7 VPQ = ; 

б) 0013 2
25 VPU =Δ , 0013 15 VPQ = ; в) 0014 5 VPU =Δ , 0012 5 VPQ = ; 

г) 0015 5 VPU −=Δ , 0012 7 VPQ −= . 

4.43.   а) ( )( )1212 VVPPQ −−= ; б) ( )( )12124
VVPPQ −−

π
−= . 

4.44.   а) 208 кДж; б) 83,1 кДж. 

4.45.   а) 16,14 12 == TT кК; б) ( ) 1,18
2 12 =−= TTR

M
imQ кДж. 

4.46.   а) 43,1
7
2

== QA кДж;  б) 0,261
12 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ART

M
m

P
V л. 

4.47.   а) TRQU Δ−=Δ =1,00 кДж; б) 6,1=
Δ−

=γ
TRQ

Q
. 

4.48.   66,1
22

2

2
1

1

1 =
Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=Δ

TRi
M
m

i
M
m

U кДж. 

4.49.   ( ) 9,6ln 12 === VVRT
M
mQA кДж. 

4.50.   Молярная масса газа 

( ) 4ln 12 == PP
A

mRTM г/моль. Данный газ 

можно идентифицировать либо как гелий He , 
либо как тяжелый водород 2D . 

4.51.   
( )
( )[ ] 15,1

1
ln2

2
21

12
21 =

−
= iVVi

VV
АА . 

См. рис.О.13. 

4.52.   8,14
2

=Δ= TR
M
miA кДж. 

4.53.   а) 3

1

1

2
12 1085,1 ⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

γ
−γ

P
P

TT  К; 

б) ( ) 56,11
1

1

1

21 −=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−γ

γ
−γ

P
P

M
mRT

МДж;  в) 1612 =VV . 
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4.54.   а) ( ) 11122 VPA −= , ( ) 1112
2
5 VPU −=Δ , 

( ) 1112
2
9 VPQ −= ;  б) 

2
11VP

A = , 114
5 VPU −=Δ , 114

1 VPQ −= . 

4.55.   а) 3=i ; б) 7=i  ; в) 13=i ; г) 12=i ; д) 24=i . Указа -
ние : число типов, (мод) колебаний молекулы −= Ni 3кол ( врп ii + ), где 

N - число атомов в молекуле. 

4.56.   а)
2

3RCVM = , 
2

5RCPM = ;  б) 
2

5RCVM = , 
2

7RCPM = ; 

в) 
2

7RCVM = , 
2

9RCPM = ;  

г) RCVM 3= , RCPM 4= ; д) RCVM 6= , RCPM 7= . 
4.57.   N = 4. 

4.58.   ( ) 42,0
2 21

2
2

2
1

1

1 =
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

mm
Ri

M
m

i
M
m

cV Дж/г·К, 

65,0
21
=

+
+=

mm
Rcc VP Дж/г·К. 

4.59.   VMC = R3 . 

4.60.   ( )
n

RCnC VMМ −
+=

1
. 

4.61.   9−=n . 
4.62.   0<−= VMM CС . Вообще, теплоемкость политропического 

процесса отрицательна, если значения показателя политропы находятся в 

пределах 
VMC
Rn +<< 11 . Политропы с этими значениями n  расположе-

ны между изотермой и адиабатой ( рис. О.14). 

4.63.   а) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
211

2 114
2
2

ln2
VV

a
bV
bV

RTA ; 

б) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

21

112
VV

aU ; 

в) =Q ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

211

2 112
2
2

ln2
VV

a
bV
bV

RT . 
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4.64.   ( ) constV =− MC
R

M bVT  или 

( )( ) const12
V =−+ +

MC
R

M bVVaP . 
4.65.   ( )MVMPM RTVaRCC 21+≈− . Указание : пренебречь 

слагаемыми, содержащими постоянные Ван-дер-Вальса a и b  во второй и 
более высоких степенях. 

4.66.   а) R,CC VMPM 211=− ; б) R,CC VMPM 661=− . 
4.67.   См. рис.О.15. 

4.68.   а)
21

1
1 TT

T
AQ

−
= ; б) 

21

2
2 TT

T
AQ

−
= . 

4.69.   24,02

1
==η

iRT
A

. 

4.70.   .3112 =−
η

==η′
A

Q
 

4.71.   а) %81 =η ; б) 12 %75 η>=η . 
4.72.   00,2=ΔS Дж/К. 
4.73.   6,2102ln12 =+= RSS Дж/моль·К. 
4.74.   а) 6,8=ΔS  Дж/моль·К; б) 4,14=ΔS  Дж/моль·К. 

4.75.   25,0=
Δ+

=Δ
T

UAS Дж/К.  

4.76.   ( ) constln 0 += TTCS .  
См. рис. О.16, на котором 0const S= . 

4.77.   
21

32
1

ТТ
Т
+

−=η . Указание : изо-

бразить цикл на диаграмме ( )ST , . 



 117

4.78.   а) 6,21ln
1

1ln
1

2
22 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−γ

+=
T
T

nRT
M
mQ  кДж; 

б) 40,2
2

21
2 =

−
=

T
TT

QA  кДж. 

4.79.   39,0ln1
1

2

12

1
1 =

−
−=η

T
T

TT
T

;  12 60,0 η>=η . 

4.80.   
ττ

−τ
−=η

ln
11 . 

4.81.   а) 
1

11
−τ
−τ

γ−=η
γ

; 

б) 
( ) 11

11
−γ

γ

τ−τγ
−τ

−=η . 

4.82.   TC α= . 

4.83.   а)
Т

С α
−= ; 

б) ( )21ln TTQ α= . 

4.84.   ( )1
0

макс +γα
γ

=
P

V . 

4.85.   261ln
21

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ
+=Δ

TT
T

cmS  Дж/К. 

4.86.   0,7ln
11

2 −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=Δ

T
r

T
T

cmS  Дж/К. 

4.87.   а) 322 =N варианта; б) ( )!!
!

nNn
N

n −
=Ω ; 

в) ( )!!
!2

2 nNn
Nw N

N
n

n −
=

Ω
= − . См. рис. О.17. 

4.88.   321 ΩΩΩ=Ω  ( это следует из предположения об отсутст-
вии взаимодействия между подсистемами); 

( ) 321321ББ lnlnlnln SSSkkS ++=Ω+Ω+Ω=Ω= , где 3,,1LS  – эн-
тропии подсистем. Таким образом, энтропия – аддитивная величина по-
стольку, поскольку статистический вес мультипликативен. 

 118 

4.89.   ηΩ=Ω 12 . 

4.90.   12SΔ = 24
Б 106,92ln −⋅=k Дж/К. 

4.91.   а) ( ) 24101,4
Б1 10exp ⋅==Ω kSM ; б) 2Ω =

24102,82
1 10 ⋅=Ω . 

4.92.   В 
241042,310 ⋅ раз. 

4.93.   а) N2
1

2 =
Ω
Ω

; б) 23

1

2 2 N=
Ω
Ω

; в) 
8

1

2

2
1 N

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Ω
Ω

. 

4.94.   8,282ln ==Δ
M
mS Дж/К. Процесс необратимый. 

4.95.   2ln
2

2

1

1 R
M
m

M
m

S ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=Δ . 

4.96.   ( ) 1,51ln1ln 21 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

τ
τ+

ν+τ+ν=Δ RS Дж/К. 

4.97.   
( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ +
=Δ

21

2
21

4
ln

TT
TT

CS VM . При любых значениях темпера-

тур 21 TT ≠  0>ΔS . Процесс необратимый. 


