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В в е д е н и е

Настоящее пособие призвано помочь студентам освоить 
фундаментальные факты высшей математики. Основ­
ная цель, которую преследовали авторы — научить сту­
дентов решать задачи. В связи с этим многие примеры 
(около 300) излагаются с подробными объяснениями, пос­
ле чего читатель получает возможность проверить пони­
мание изучаемого материала, решая самостоятельно задачи 
(их около 800), приведенные в конце каждой главы или 
параграфа. Эти задания, как правило, расположены в по­
рядке усложнения, по уровням. Здесь же даются ответы,

Пособие не претендует на полноту. Его теоретическая 
часть представляет собой сравнительно небольшой курс 
лекций. Авторы пытаются акцентировать внимание чита­
теля на самых основных понятиях и их приложениях к 
решению задач.

Предлагаемый первый том пособия должен помочь сту­
дентам технических и экономических специальностей ус­
воить материал первого курса обучения. Кроме того, сту­
денты, углубленно изучающие математику, могут исполь­
зовать книгу в качестве ♦ стартового материала».

Пособие составлено авторами на основании опыта их 
многолетнего преподавания в РГСУ, Ростовском институ­
те сервиса, Ростовском филиале РТА.

Большое влияние на авторов оказал профессор Наум 
Самойлович Ландкоф, руководивший в течение многих лет 
кафедрой высшей математики РИСИ (ныне РГСУ). Авто­
ры выражают профессору свою искреннюю признательность 
и глубокую благодарность.

Предлагаемый первый том является значительным рас­
ширением учебного пособия авторов «Пределы, производ­
ные, ряды», имеющего гриф Ассоциации строительных 
вузов России. Мы выражаем признательность профессо­
рам Г.И. Белявскому, В.И, Павлову, B.C. Шевелеву и до­
центу Н.И. Скибе за указанные недочеты в опубликован­
ном пособии, которые учтены авторами.

Авторы благодарят рецензентов за внимательное про­
чтение нашего труда и ценные советы.



Глава 1.. ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

§1. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

1.1 ПЕРВОНАЧАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ. ЛИНЕЙНЫЕ 
ОПЕРАЦИИ НАД МАТРИЦАМИ. УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ

МАТРИЦЕЙ размерапгХп называется прямоугольная 
таблица чисел

А -

П1
*21

*12
22

а In

^ml ^пг2 ••• '*тп
содержащая т строк и п столбцов, каждый элемент 
матрицы a ik имеет два индекса: i — номер строки и к 
номер столбца. Краткая форма записи матрицы:

^ ~ (flik )//!,/!
Матрица называется КВАДРАТНОЙ порядка п, если 

она состоит из п строк и п столбцов.
Матрица размера 1 х п называется МАТРИЦЕЙ- 

СТРОКОЙ, а матрица размера т х  1 — МАТРИЦЕЙ- 
СТОЛБЦОМ.

НУЛЕВОЙ матрицей заданного размера называется 
матрица, все элементы которой равны нулю.

ТРЕУГОЛЬНОЙ матрицей п-то порядка называется 
квадратная матрица, все элементы которой, расположенные 
ниже главной диагонали, равны нулю:

ап

*11 *12 *13 *1 п

0 *22 *23 h n

0 0 *33 *3п

0 0 0 *яге



ЕДИНИЧНОЙ называется квадратная матрица п-го 
порядка, у которой элементы главной диагонали равны 
единице, а все остальные элементы — нули:

Е =

а  о
О 1

(Л
о

О О 1ч

Матрицы л -  (а } и B = ( h . )  называются
\  ik /ш,п \  1к / т , п

РАВНЫМИ, если а .к = ^  \// = 1,..., т Vk = 1,..., п •

ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ НАД МА ТРИЦАМИ

СУММОЙ матриц Л = (aik)m л и В  = (&,*)„, „ называется 
матрица A + B = (ai k + bik)m n.

ПРОИЗВЕДЕНИЕМ матрицы А = (aift)m „ на число X

называется матрица А,А = д •
Для любых матриц одинакового размера и любых чисел 

X и JH выполняются свойства:
1) А + В = В + А 2) А + (В + С) = (А + В) + С
3) А + 0 = А 4)Х(цА) = (Х|х)А

5) Х(А + В) = ХА+ ХВ 6) (X + ц)А = ХА + цА
Докажем свойство 5):

Х(А + В) = (X(aik + bik))m n = (Xaik + Xbik )m n =

= ^ a ik)m,n  +  fa i k )m ,n  =  ^  ^

Доказательство остальных свойств читатель проведет 
самостоятельно.

ТРАНСПОНИРОВАННОЙ для матрииьт А называется

матрица А т , строки которой являются столбцами матрицы 
А, а столбцы — строками матрицы А.



ПРИМЕР 1. Даны матрицы

' 5 0 - 2 ' г4 1 - 2 '
Л = 1 3 4 и В = 0 5 3

- 3\ 1 - 5 У 2\ 4 - 1 /
Построить матрицу С = 2А — ЗВ + А^. 
РЕШЕНИЕ.

10 0 - 4 1 12 3 - 6
С - 2 6 8 - 0 15 9 +

- 6  2 -1 0 6 12 - 3\ / \

/ 5 1 _3]
/ 3 - 2 - 1 \

+ 0 3 1 = 2 - 6 0
-2  4 - 5 ✓ V 14 - 6 - 1 2 /

УМНОЖЕНИЕ МА ТРИЦ

ПРОИЗВЕДЕНИЕМ матрицы А  = (aiA)m р на матрицу

В = (bik) называется матрица D размера т х п  с 
элементами

dik = ^ j a ipjk
;=i

Иными словами, для получения элемента, стоящего Bi-ой 
строке результирующей матрицы и в й-ом её столбце, следует 
вычислить сумму попарных произведен™ элементов i-ой 
строки матрицы А на ft-ый столбец матрицы В.

ПРИМЕР 2. Найти произведение матрицы

г 3 - 1 2 N 1̂ - 2  - Г
А = 4 0 1 на матрицу = 0 3 2

- 2
V

2 - 3
J

1 - 4  4
J



А В =
31  + (-!)-() + 2 1 

4 1 + 0 0 + 1 1  

(-2)1 + 2 0  + (-3)-1

3 (-2)+(-1)-3 + 2 (-4) 3 (-1)+(-1) 2 + 2-4 

4-(-2)+0'3 + 1-(-4) 4-(-1)+0-2 + 1-4

-2  (-2)+2-3 + (-3) (-4) (-2Х-0+2 2 + (-3)-4

5
т. е. А В =

17 3 'i 
5 -1 2  0 

- 5  22 -  6,
В самом определении произведения матриц заложено, 

что число столбцов первой матрицы равно числу строк 
второй. Это — условие согласования матриц при умножении. 
Если оно нарушено, матрицы перемножить нельзя. Поэтому 
возможна ситуация, когда произведениеА • Б существует, 
а произведенияВ А — нет. Кроме того, когда существуют 
оба произведения, то чаще всего они не совпадают, т. е. в 
большинстве случаев произведение матриц неком­
мутативно: А - В *  В  • А • Если А, В, С — квадратные 
матрицы одинакового порядка и Е — единичная матрица 
того же размера, то справедливы тождества:

1) А - (В • С) = (А • Б) • С ; 3) (А + В)-С  = А 'С  + В -С ;
2) А -(В  + С) = А -В  + А -С ; 4) А -Е  = Б -А  = А.

Свойство 1) оставим без доказательства ввиду его 
громоздкости.

Докажем 2):

А ( В  + С)= i a u(bjk + cjk)

iL&ipjk  ̂ Yj&ijCjkj=l 7=1

Jn,n

= A B + A-C
Jn.n

Свойство 3) доказывается аналогично, a 4) следует из 
определения умножения матриц.



1.2. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ ВТОРОГО И БОЛЕЕ ВЫСОКИХ 
ПОРЯДКОВ. СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.

Пусть А = а п  а \2  

а 21 а 22
— квадратная матрица 2-го

порядка.
Определителем 2-го порядка (матрицы А) называется

число Д(А) = и а12

а 21 а 22

ПРИМЕР. Вычислить определитель матрицы

/ -11 4^
5 12 Г

РЕШЕНИЕ. А (А) =

Пусть А —

-1 1  4 
5 12

\

= (-11) 1 2 -4 * 5  = -152 .

а \\ а \2 а \з
а2\ & 22 а 2Ъ
аъ\ &У1 аъъ

— матрица 3-го порядка.

Минором элемента называется определитель Мifa 
составленный из элементов, оставшихся после вычер­
кивания из матрицы А i-ой строки и k-то столбца.

Алгебраическим дополнением элем ентаназы вается

число Aik = { - l f kMik•
Определителем 3-го порядка (матрицы А) называется 

сумма произведений элементов первой строки матрицы на 
их алгебраические дополнения:

а \\ С1\2 а \ъ
д (л) = &2\ а22 а 23 — а ххАп + я12А12 + л1зАз ’

а7>\ аЪ2 аъъ



ПРИМЕР 3. Вычислить определитель матрицы

А =
3 - 2  4
5 1 О 
2 - 1 7

РЕШЕНИЕ. Находим миноры и алгебраические 
дополнения элементов 1-ой строки матрицы:

Мп = О 
7

\i+i

= 7, М 12 =
5 О 
2 7

— 35, Afio — 1
- 1

-7,

An = (-1)1+1 7 = 7, А12 = ( - 1 ■  35 = -35,

А з = (-1)1+3 -(~7) = -7 .
Вычисляем искомый определитель:

А(А) = 3*7  + (-2 ) • (-35) + 4 ■ (-7 ) = 63.
Далее индуктивно вводится понятие определителей более 

высоких порядков.
Определителем п-го порядка называется число

*11 “12

а 22

А1п

х2п
— (2ц Ац + аЛ9АЛ9 + ...аЛпА12 1̂2

Ln\ п2

СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ

Изложенные ниже свойства справедливы для любого п-то 
порядка. Доказательства будем проводить для п = 3.

1. Определитель не меняется при транспонировании, т. е. 
А (А?) = Д(А). Поэтому в дальнейшем большинство свойств 
формулируется и доказывается для строк.

2. Если две строки определителя поменять местами, то 
определитель меняет знак.

3. Если все элементы какой-либо строки (или столбца) 
равны нулю, то определитель равен нулю.



4. Если все элементы какой-либо строки (столбца) имеют 
общий множитель, то его можно вынести за знак 
определителя.

5. Если в определителе две строки (два столбца) 
одинаковы или пропорциональны, то определитель равен 
нулю.

6.

Д =

*11

a2i

1п1

12 т 1̂1 
а 22

1п2

а 1 п + Ь  п 

а 2 п

41

121
112
г 22

гп2

Чп
12п

и11 и12 

а 21 а 22

и1п

12п

п1 1п2

7. Определитель не изменяется, если к элементам какой- 
либо строки (столбца) прибавить элементы другой строки 
(столбца), умноженные на одно и то же число.

8. Сумма произведений элементов любой строки 
(столбца) на свои алгебраические дополнения равна самому 
определителю. Сумма произведений любой строки (столбца) 
на алгебраические дополнения другой строки (столбца) 
равна 0.

Свойства 1), 2), 8) доказываются непосредственно 
полным раскрытием определителя. Докажем 3).

Если равны нулю все элементы 1-ой строки, то по 
определению А = О- А\\ + 0• А\2 + 0• А^з = 0.

Если нулю равны все элементы другой строки, то, 
поменяв ее местами с первой (что может повлиять лишь на 
знак определителя), мы сведем дело к предыдущему. 
Свойства 4), 6) читатель докажет самостоятельно, используя 
понятие определителя,



Док-во 5). Если поменять местами одинаковые строки, 
то, с одной стороны, определитель не изменится, а с другой
— на основании св. 2, он поменяет знак, т. е.

Д = -Д =>2Д  = 0=>Д  = 0-

Док-во 7) следует теперь из 6) и 5).
9. Определитель треугольной матрицы равен про­

изведению элементов главной диагонали

Доказательство, Раскладывая Д по элементам 1-го стол­
бца, получаем произведение ведущего элемента а п на оп­
ределитель такого же вида (л-1)-го порядка с ведущим 
элементом а 20. Раскладывая этот определитель по элемен­
там 1-го столбца, имеем произведение а22 на определитель 
такого же вида (я-2)-го порядка. Это значит, что А равен 
произведению аи * а22 на этот новый определитель. Про­
должая этот процесс необходимое число раз, приходим к

Сформулируем без доказательства еще один важный 
факт.

ТЕОРЕМА 1.1. Если А и В -  квадратные матрицы 
одного порядка, то

**11 а 12 а13 а 1п

О #22 **23 а 2п
А = -  ап  • а22 • а33 . . .апп

О О о апп

А(А • В) = Д(А) • А(В).

СЛЕДСТВИЕ. А(А • В) = Д(В • А).



1.3. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. СУЩЕСТВОВАНИЕ 
И СТРУКТУРА ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ

Матрица А~1 называется обратной к квадратной мат­
рице А, если

А - А - 1 = А -1-А  = Е.

ТЕОРЕМА 1.2. Для того чтобы матрица А имела об­
ратную, необходимо и достаточно, чтобы она была невы­
рожденной, т. е. чтобы Д(А) Ф 0 •

ДОСТАТОЧНОСТЬ. Дано: д(^) ф о • Докажем, что 
обратной к матрице А является матрица

А-1 =
Л(А)

А-11 ^21 ^31
^12 ^22 ■̂32
^13 ^23 ^33

В самом деле,

'оц 012 013'
а21 022 023
0̂31 032 033 у

1
Л(А)

^  А12 А22 а32 
А13 а23 ^33

а̂цАц+агхАгх+азхЛз! 012̂ 11+̂ 22̂ 21 + 032̂ 1 013̂ 11+023̂ 21+033̂ 31'
011̂ 12+021̂ 22+031̂ 32 ai2Ai2+022̂ 22+032A32 013А12 +023̂ 22+033̂ 32
°11̂ 13+021̂ 23 + 031̂ 33 0i2Ai3+022̂ 23+032̂ 33 013Л13+023̂ 23+033̂ 33

Каждый из элементов главной диагонали равен опре­
делителю Д(А), ибо представлят собой сумму произведений 
элементов одной из строк матрицы на свои алгебраические 
дополнения. Все остальные числа в результирующей мат­
рице равны нулю на основании второй части свойства 8).

Поэтому,

ГА (А) О О ] (1  о о 1
А ~ 1 • А = —тт~ О Д(А) 0 = О 1 0 = Е '

О О Д(А) 0 0 1
V /  \ /



Совершенно аналогично доказывается, что А • A_1 = Е. 
Это завершает доказательство достаточности.

НЕОБХОДИМОСТЬ. Дано, что матрица А-1 существу­

ет. Надо доказать, что А(А) Ф 0 . Допуская, что Д(А) = О, 
мы бы получили из равенства А • А-1 = Е, А(А) • А(А ') = АЕ, 
откуда Д(А) • А(А'1) = 1, что невозможно, ибо левая часть 
этого равенства есть 0.

ПРИМЕР 4. Найти обратную к матрице
2 -1  - 2 Ч 

А = 3 1 - 1  
[ - 2  3 4

РЕШЕНИЕ. Вычисляем алгебраические дополнения всех 
элементов данной матрицы:

Ml
1 -1 - 1  - 2 -1  - 2= + 1ип и I to со I—1 II +

3 4 з 4 1 - 1

-̂ 12 -  -
3 -1  

- 2  4 — —10 А22 — +
2 - 2  

-2  4 -  4 А32 -  - 2 - 2  
3 -1

= 3

= -4

3  1 2  - 1 2  - 1
=  + =  1 1  А 23  = - II 1

со со II +

- 2  3 -1 to со 3  1
мз

Находим определитель матрицы А:
Д(А) = 2 • 7 + (-1 ) • (-10) + (-2 ) -11 = 2 

Теперь записываем обратную матрицу
г 7 - 2  3 4

А-1 = — -10
11

4 - 4  
- 4  5

ПРОВЕРКА:

_ 1
О

7 - 2 3 '
1 . А - 10 4 - 4

£ 11\ - 4 5 /
'2 0 0N 0 0^
0 2 0 = 0 1 0 = £
0

V
0 2/ 0\ 0 1/

2
3

- 2

- 1  - 2 }  

1 - 1  
3 4

= 5



Значит, матрица А 1 найдена верно.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ. 
ВЫЧИСЛИТЬ ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ.

1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 2 5

1) - 1 3 5 2) 1 5 4 3) 4 - 1  0 4) 0 3 - 1
0 5 1 - 1 7 8 0 0 7 0 0 4

1 2 3 4 3 0 4 1
2 0 0 - 1 0 0 0 5 6 7 2 3 5 - 1

5) 1 - 7 2 6) 4 3 0 7) 0 0 8 9 8) 3 0 4 2
3 4 1 2 - 1 8 0 0 0 10 - 1 2 7 0

Доказать, что Д(АВ) = Д(ВА) = Д(А)Д(В)

9) А =
1 2
3 4

В = - 1  5) 
2 3

; 10) А =

1 - 1 0̂ '2 3 Г

11)А = 2 3 5 В = 1 2 3 5
5 0 1 3 1 2/ V

'2 - 1 1 ( 1 4 - 1)

12) А = 5 1 6 в  = 2 5 0
0

V
3 3 3

V
9 4г

/

13) А =

НАЙТИ А ' 1 И СДЕЛАТЬ ПРОВЕРКУ

1 2\
; 14) А =

16) А =

3 4

( - 1  3  - 2 Ч 

1 4

- 1  4 '
В = ' 2 5"

3 2 / - 1  7\ /

' 2 3 1 '

(V 0 1 4
- 3  4 5к /

5
0 2 3

Ответы: 1) -3 5 . 2) 0. 3) -4 9 .4 )  12. 5) -3 0 . 6) -2 4 . 7) 400. 
8) -6 1 .



§2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Система линейных алгебраических уравнений имеет в 
общем случае вид:

al lxl + a l7x2 + -- -+ a lttxn = bi

а21х1 + " 22*2 +••' + а2пхп = Ъ2 

&пйх1 n̂i2x2 + ‘ + Q-mrfin ~

(1.1)

Число уравнений т может совпадать, а может и не 
совпадать с числом неизвестных п . В настоящем пособии 
будем подробно изучать лишь случайт = п. Более того, все 
доказательства будут, в целях простоты и наглядности, 
приводиться длял = 3 , хотя справедливы они, несомненно, 
для любого натурального л.

2.1. МЕТОД КРАМЕРА

Рассматривается система уравнений

ап х  + а 12у + а 13г = bx
• 0-2 Iх + а22 У + a2Zz = 2̂ (1-2)
а31х + а 32У + а 332 = Ь3

ТЕОРЕМА 1.3. если определитель системы (1.2)

А =
*13а 11 а 12 

а 21 а 22 а 23 

а 31 а 32 а 33

отличен от нуля (А Ф 0) , то система имеет единственное 
решение, определяемое формулами Крамера:



где

к а 12 а13 а11 h а13 а 11 а12 Ьг

д* = t>2 а 22 а23
. А" =

а21 ь2 а23 А, =» а 21 а22 ^2

bs а 32 а33 а31 ь3 азз а31 а32 h

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножая уравнения системы на 
алгебраические дополнения элементов первого столбца и 
складывая их, получим:

ап х  +  а 12у  +  a 13z =  Ьу A i

+  <“ 21х  + а22У +  a23Z =  Ъ2 Л21

ап х  +  аы У +  «33z =  ьз ^31

(с/цЛц +  а21А21 +  а31А31)х +  {а12Ап  +  ̂ 22^21 +  a32^ zi)y +

+ («13 1̂1 + #23 2̂1 + a33^3l)z “ ^ i\ i + 2̂^21 + 3̂̂ 31

Коэффициент при* представляет собой сумму произве­
дений элементов первого столбца на свои алгебраические 
дополнения и, поэтому, он равен определителю системыД. 
Коэффициент при у есть сумма произведений элементов 
второго столбца на алгебраические дополнения элементов 
первого столбца; значит он равен нулю (на основании 
свойства 8) определителей). По той же причине равен нулю 
коэффициент при г. Тогда имеем:

Д • х = biAn  + b2A2i + bsA31 •
Выражение, стоящее в правой части этого равенства, 

отличается от Д тем, что на местах элементов первого 
столбца здесь стоят элементы столбца свободных членов. 
Определитель, в который собирается это выражение, 
обозначается Ах и мы пришли к равенству:

Д х = Ах .

Принимая во внимание, что Д ф 0 по условию,

Ах , 2̂получаем формулу х = —-. Формулы У = — и z —
А А А



выводятся аналогично. Докажем единственность най­
денного решения. Допустим, что есть еще хотя бы одно
решение x0,y 0,z0 . Это значит, что являются истинными
равенства

« 11*0 ^"^пУо + “ \1Z0 = Ь\
' (I? 1 *0 ^ ̂ 22Уо 2̂3̂ 0 2̂ '
a 3lXQ + 3̂2 J ’o + ^13-̂ 0 = Ая

Производя над ними те же операции, что при выводе 
формул Крамера, приходим к соотношениям

т. е. новое решение совпадает с найденным выше. 
Единственность доказана. *
ПРИМЕР 1. Решить систему уравнений

2х + 4у -  г = 3
• -  х + Зу + 2z = 7 
Зх + 2 у -  2z = -3

РЕШЕНИЕ. Вычисляем определители

2 4 - 1 3 4 - 1
А = - 1 3  2 II > * II 7 3 2

3 2 - 2 - 3  2 - 2

2 3 - 1  
- 1 7  2
3 -3 -2

= 14
2 4 3

- 1 3  7
3 2 — 3|

= -7 .

Теперь, воспользовавшись формулами Крамера, найдем 
значения неизвестных:

-21 .  14 _ -7  1х = -----= -3  у = —  = 2 z -  —  = -1
7 ’ 7 ’ 7

ОТВЕТ: *  = -3 ,  у = 2, 2 = -1 .



2.2. МАТРИЧНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

Снова рассмотрим систему (1.2). Обозначим через А — 
матрицу коэффициентов этой системы

А =
«и
а 21

а 31

а 12

а 22

а 32

а 13

а 23

а33

через X  = — матрицу-столбец из неизвестных

и через В =
м
ь2
h

— матрицу-столбец свободных членов.

Принимая во внимание правило умножения матриц, 
можно заключить, что данная система уравнений 
эквивалентна матричному уравнению

А - Х = В  (1.3)
ТЕОРЕМА 1.4. Если А(А) Ф 0 , то система (1.2) имеет 

единственное решение, определяемое равенством X  = А~1 • В.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Т. к. Д(А) Ф 0 ,  то матрица А 

имеет обратную А"1. Умножив обе части.(1.3) на матрицу 
А-1 слева, получим: А-1 • (А • X) = А-1 • В. Воспользовавшись 
свойствами умножения матриц в левой части этого равен­
ства, имеем:

(А~1 -А )-Х  = А -1 -Б ,
откуда

Е ■ X = А~1 B = > X  = A _1 В  (1.4)
Единственность решения можно обосновать так. Допус­

кая, что есть еще одно решение Х 0, мы бы имели истиное 
равенство АХ0 = В, умножение которого слева на А-1, при­
водит к соотношению Х 0 = А"1 • В.



ПРИМЕР 2. Решить систему уравнений

3jc + у -  2z = -13 
х + Зу -  z = -11 
4 х -  2у -З г  = -12

РЕШЕНИЕ. Выписываем матрицу системы
3 1 - 2 }
1 3
4 - 2

-1
- 3

и находим обратную к ней 

Г -11  7 5̂ 1
А"1 = -  — - 1  - 1 1  

- 1 4  10 8
Остается лишь умножить эту матрицу на матрицу- 

столбец свободных членов:
' - 1 1  7

- 1  - 1 1  
-1 4  10 8

Л 1 И-* СО 1 ' 6 ' ' - 1 '
-1 1 1

А 12 = - 2

/ -1 2V /
О

-2 4V / 4\ /
ОТВЕТ: х  = -1 ,  у = —2, 2 = 4.

2.3. МЕТОД ГАУССА

Изложенные выше методы решения линейных систем 
обладают существенными недостатками, ибо их применение 
возможно только, если:

а) А(А) *  0 ,
б) число уравнений т равно числу неизвестных п. 
Кроме того, когда п > 3, указанные методы становятся

очень громоздкими. Значительно более универсальным 
является метод Гаусса. Основан этот метод на элементарных 
Преобразованиях матриц, к числу которых относятся:

1) перемена местами строк Q. <̂ > , j ^ £  ,
2) умножение всех элементов строки на любое, отличное 

от нуля, число:
а • Cj,



3), прибавление ко всем элементам одной строки соот­
ветствующих элементов другой строки, умноженных на 
одно и то же число:

С. + ссС..I Я

Для простоты изложения будем рассматривать системы, 
в которых т = п. С каждой системой линейных уравнений

«1Й  + «12*2 +•' • + «1лХп =Ь1 
О зй  + 022*2 +• • - + «2пХп = Ь

« « Л + ^ 2Х 2+---+0п^п=Ьп

будем связывать не только квадратную матрицу А, но и 
расширенную матрицу

а \\ «12 а \и ч
а 2\ а 22 а 2 п ь2

Л ' ^п2 а пп ч
Две расширенные матрицы называются ЭКВИВАЛЕН­

ТНЫМИ, если соответствующие им системы линейных 
уравнений равносильны, т. е. именит одни и те же реше­
ния. Эквивалентные матрицы будем обозначать знаком-.

Идея метода Гаусса состоит в том, чтобы над матрицей
А произвести элементарные преобразования, приводящие 
матрицу А к треугольному виду (прямой ход), а затем и к 
единичной матрице (обратный ход). Тогда в новой расши­
ренной матрице на месте столбца свободных членов ока­
жется решение исходной системы уравнений.

Если при переходе матрицы А к треугольной в новой 
матрице не возникло ни одной нулевой строки (столбца),



то исходная система имеет единственное решение. Объяс­
няется это тем, что определитель преобразованной матри­
цы равен произведению элементов главной диагонали 
(свойство 9 определителей) и, в отсутствии нулевой стро­
ки (столбца), отличен от нуля1.

ПРИМЕР 3. Решить систему уравнений

2х -  у  + 3z = 4 
Зх + у - 2 z  =5 

х  + 4 у  + z = — 11

РЕШЕНИЕ. Запишем расширенную матрицу системы 
и начнем ее преобразование с того, что поставим на первое 
место в первой строке 1, для чего достаточно поменять 
местами первую и третью строки. Затем под этим элементом 
получим нули:

'2 - 1  3 4 ' '1 4 1 - 11 '
А - 3 1 - 2 5 С1 °  С3 3 1 - 2 5

1 4  1 - 1 1 2 - 1 3 4
\ ) \ /

С2 ~ ЗС1

c3- 2q
1 4 1 - 11'
0 - 1 1 - 5 38
0 - 9 1 26

/
Создадим 1 на месте второго диагонального элемента. С 

этой целью сначала умножим вторую строку на 4, а затем 
от полученной вычтем третью строку, умноженную на 5. 
Далее продолжаем движение к треугольной, а затем и к 
единичной матрице:

1 4 1 - 11 ' с 2 - 5  С3 ' 1 4 1 - 11 '
0 - 4 4 -2 0 152 0 1 -2 5 22
0V - 9 1 26 / 0 - 9 1 26

1 Заметим, что если А1 — матрица, полученная в результате 
элементарных преобразований матрицы л. то
А (Ах) = 0 А (А) = 0 .



'1 4 1 -11' -  —  С3 224 3 1 4 1 -11'
0 1 -25 22 0 1 -25 22
0

V
0 -224 224) 0 0 1 -1 /

С2 + 25С3 1 4  0 
0 1 0  
0 0 1

-1 0
- 3
- 1

С, -  4 С2 1 0 
0 1 
0 0

2
- 3
-1

ОТВЕТ: х = 2, у = S ,  z = - 1 .
Если при переходе к треугольной матрице в матрице 

системы возникает хотя бы одна нулевая строка (или 
столбец), то система либо не имеет решений, либо имеет их 
бесконечное множество.

ПРИМЕР 4. Решить систему уравнений
х1 + Зж2 “ 4д:3 + 2*4 = 3
2xj + 5х2 _ 2ж3 + х4 = -1  
3*j + 7х2 -  х3 + 2х4 = 2 
jc, + 2х0 + + хл = 6

РЕШЕНИЕ.

А =

1 3 - 4 2 3 ' с 2 - 2Cj (1 3 - 4 2 3 '
2 5 - 2 1 - 1 0 - 1 б - 3 - 7
3 7 - 1 2 2 С3 -3Ci 0 - 2 11 - 4 - 7
1ч 2 1 1 6 с 4 -С , 0\ - 1 5 - 1 3 /

(-1)02
'1 3 -4 2 3 ' Со + 2Со 1 3 - 4 2 3 '
0 1 -6 3 7 о 0 1 -6 3 7
0 -2 11 -4 -7 с4 +с2 0 0 -1 2 7
0 -1 5 -1 3 / 0 0 -1 2 10/

1 3 - 4 2 3'
“ ^3 0 1 - 6 3 7

0 0 - 1 2 7
0V 0 0 0 3

У



Последняя строка матрицы выражает уравнение Oxj + 
+ 0^2 + Охз + 0x4 = 3, которое противоречиво. Значит, 
система уравнений решений не имеет.

ПРИМЕР 5. Решить систему уравнений

5Xj + х2 + 2х3 + х4 =20  
4хх -  х2 -  х3 + 2х4 =15 

3xj Зх2  ̂Зх  ̂ —10 
хг + 2х2 + Зх3 -  х4 = 5

РЕШЕНИЕ.

А =

5 1 2  1 
4 - 1 - 1  2 
3 - 3 - 4  3 
1 2  3 - 1

20
15
10
5

Ci с4
1 2  3 - 1  
4 - 1 - 1  2 
3 - 3 - 4  3 
5 1 2  1

5
15
10
20

с2 — 4 Ci 1 2  3 - 1 5 ]
~ 0 - 9  - 1 3  6 - 5 (~ Ф 2 1 2  3 - 1 5Л

с3 — ЗС| 0 - 9  - 1 3  6 - 5 0 9 13 - 6 5
С4 -  5Cj 0 - 9  - 1 3  6\ - 5 /

Заметив, что матрица содержит три одинаковые стро­
ки, мы оставляем лишь одну из них (ибо нет смысла иметь 
в системе одинаковые уравнения), отбрасывая остальные. 
В результате получим систему двух уравнений с четырь­
мя неизвестными. Оставим в левых частях равенства лишь 
переменные х1 и х 2, которые назовем базисными; другие 
переменные х3 и х4 перенесем вправо

5 -  Зх3 + х4 
5 1 ЗХд "Ь 6х4

) ~ С2
(

1 2
9_ 0 1

ч

сл 1 со * со + х4
5 -  13х3 + 6х4

9

■'i

^ ( 3 5 - х 3 - 3 х 4)

i ( 5 - 1 3 x 3 +6x4)



Отсюда

х л =

_ 5 -  13х3 + 6х4 
* * ----------- 9

(1.5)

Переменным хг и х4 можно задавать любые конкрет­
ные значения и по ним однозначно определять значения 
неизвестных х 1 и х г  Полученные в результате решения 
системы называются ЧАСТНЫМИ. Таких частных реше­
ний существует бесчисленное множество. Вот примеры не­
которых:

*3 =0, х4 = 0 =>| 1 : 0; О

х3 = 1, Хл = О =>| — ; -  — : 1; О

= 2, х4 = 2 => (3; — 1; 2; 2).
Неизвестныех 3 и х 4 называются свободными, а форму­

лы (1.5) называются общим решением системы.
ОТВЕТ:

\г3, х4 -  свободные неизвестные 
_ 35 -  Л'з -  Зх4 

9
5 -  13х3 + 6*4 

Х2 -   -̂--------

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В основе метода Крамера и матричного метода лежит 
следующий важный факт: если определитель системы п 
линейных уравнений с п неизвестными



an *i + а12х2 + ... + а1пхп = 6Х
а 21х 1 + а 22х 2 + ••• + а 2пх п = ^21

(1.6)

а«1*1 + аЛ12*2 + ••• + а ппхп = Ъп

отличен от нуля (А Ф 0), то система имеет единственное 
решение. Обратное утверждение тоже имеет место. Его 
доказательство выходит за рамки настоящего пособия. Та­
ким образом, имеет место следующая

ТЕОРЕМА 1.5. Для того чтобы система п линейных 
уравнений с п неизвестными имела единственное реше­
ние, необходимо и достаточно, чтобы определитель этой 
системы был отличен от нуля.

ОДНОРОДНОЙ называется система линейных уравне­
ний вида

« 1J*! +а12я2 +• • • + 0 ^  =  О

(ЪМ  + 022*2 +■ ■ ’ + 02пХп =  0

РпЛ  @п2%2  ̂̂ birP̂ n ~ ®

Ясно, чтох 1 = 0, х2 = 0, ..., х п = 0 -  есть решение такой 
системы. Это решение называется тривиальным и вопрос 
относительно однородной системы стоит обычно так: при 
каком условии система имеет нетривиальное решение? От­
вет на этот вопрос вытекает из предыдущей теоремы.

СЛЕДСТВИЕ. Однородная система п линейных урав­
нений с п неизвестными имеет нетривиальное решение тогда 
и только тогда, когда определитель этой системы А = 0.



ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ. 
ПЕРВЫЙ УРОВЕНЬ

К аж дую  из следующих систем решить методами  
К рам ера, матричным и Гаусса.

1)

3)

5)

7)

9)

х + 2у + 32 = 14 
2х + у - г = 1  2)

Зх + 2у + 2z - 13

2х -  Зу + г = О 
5х + у -  2z = -1  4) 

х -  у + z = 3

З х - у  + 2 z -  13 
2х + у -  z = 0 б)

5л; + Зу + lz  -  28

х  + Зу -  z = 3 
2х -  у + 4г = 5 8) 

Зх + 2у + 5г = 10

2х + Зу -  4z = 1 
З х - у +  2г = 12 10) 
4х + Зу -  3z = 9

2х -  Зу + 2 = 8 
Ъх -  у -  z = 10 
х + Зу + 4г = 3

2х + Зу + 2 = 6 
Зх -  у -  2 = 1 

5х + 2у + 4г = 11 

З х - у  + 2z = 10 
7х + 2 = 22 

-  х + Зу + 2г -  2 

2х -  у + 4г = 7 
7х + Зу -  2 = 3 

5х -  2у -  32 = 4 

4х + 4у -  Зг = -7  
Зх -  у + 2z = 7 
5х + Зу -  2 = -2

Следующие системы решить методом Гаусса.

И )

х + Зу -  4г = 5 
2 х -3 у  + 62 = 11 12) - 

8х -  Зу + Юг = 21

х + Зу -  2 = 0 
2х -  у + Зг = 1 14) 

7х + 7у + Зг = 2

х + у -  Зг = 7 
Зх -  у + 2г = 4 
7х - у  + 2 = 17

х - у  + 2 = 1 
Зх + 2у -  г = 3 

13х + 2у + z = 13



2x + y - z  = 11 
Зх + 2y -  4z = 15 
4lX + 3y -  7z = 19

2x + Zy -  5z = 4 
x - 2 y  + 3z = 3 

5x + 4y -  7z = 15

17)

2*1 -  x2 + лг3 -  x4 = 1

2*i -  *2 -  3*4 = 2 
3xj + x4 — “3

2*x + 2*2 -  2*з + 5 x 4 = -6

18)

2* j + x2 -  *3 + x4 = 1
3 *x -  2 x 2 +  2*3 -  3*4 =  2 

+ *2 -  *3 + 2*4 = -1

2*i -  *2 + *3  ~ 3*4 = 4

19)

20)

* !  -  2 *2  + 3*3 -  4 * 4  = 4  

*2 -  *3 + *4 = -3
*1 + 3*2 3*4 ~ 1

— 7*2 + 3*3 *4 “ ~3

*J + 2*2 + 3*3 + 4*4 = 11 
2* j + 3*2 + 4*з + *4 = 12  
3*! + 4*2 + *3 + 2*4 = 13 
4*! + *2 + 2*3 + 3*4 = 14

* j + 2*2 -  3*з -  3*4 = 2
2*1 -  *2 + *3 + *4 =1

3*i + *2 “ 2*3 2*4 = 3
-  *i + 3*2 -  4*з -  4*4 = 1



2х1 + *2 -  х3 + х4 = 6  
хг -  2*2 + 2х3 - х 4 =1  

3 *х + 2х2 + *з -  2jc4 = -2 
-  * i + 3*2 -  3*з + 2jc4 = 1

23)

*1 + Х2 -  *з + *4 = 2 
2* ! + *2 + 3*з -  *4 = -1

3*j + 2xz + 2*з = 1 
Xj + 4*3 -  2*4 = -3

24)

* !  + 3*2 -  3*з + * 4 = 0  
2х1 -  *2 -  *3 -  *4 = -1

3*! -  2*2 + *3 -  2*4 = 3
-  Xj + *2 -  2*3 -  2*4 = -1

ОТВЕТЫ:
1) (1; 2; 3). 2) (2; - 1 ;  1). 3) (1; 2; 4). 4) (1; 1; 1). 5) (2; -1 ;  3).
6) (3; 1; 1). 7) (1; 1; 1). 8) (1; -1 ;  1). 9) (3; 1; 2).
10) (1; —2; 1). 11) нет решений. 12) нет решений.

13) *1 =
3  -  8 * о 5 * з - 1

Хо =  — — .1 4 )  *  =
5 - 2 4 z 

У = — .
5

15) *  = 7 — 2z, у = — 3 + 5г. 16) нет решений.

17) 2; — j g)  нет решений. 19)* t = — 8, *2 = 3 + * 4,

*з = б + 2*4. 20) (2; 1; 1; 1).
4 + * о + * а 3 + 7*0+ 7*4

21) *1 = -------1-----1 , *2 = --------1------ 1 . 22) (2; - 1 ; 0 ; 3).

23) * t = —3 — 4х3 + 2х, *2 = 5 + 5*з —3*4. 24) (1; 2; 2; -1 ).



§3. ПРОСТРАНСТВА Rn

Обозначим через Rn множество упорядоченных набо­
ров по п чисел: а = (а^ а2, ... ап), п е N .B  частности, R 1 — 
множество вещественных чисел или множество точек чис­
ловой оси, R 2 -  множество пар вещественных чисел или 
множество точек плоскости, R 3 — множество троек веще­
ственных чисел или множество точек трехмерного про­
странства.

Определим в R n линейные операции — сложение эле­
ментов и умножение элементов на вещественные числа: \/а >

где Л, [х — произвольные вещественные числа, 0 = (0, 0 ,.. .,  0)
— нулевой элемент R" и - а  = (—а2, —а2, ... ~ап) -  элемент, 
называемый противоположным к а.

Все эти свойства можно считать доказанными, если 
смотреть на элементы множества R n как на матрицы раз­
мера 1 х п .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Множество R\ п е  N, с введеннымй 
операциями, называется пространством R n или просто п- 
мерным пространством.

Выше было отмечено, что элементы пространств/?1, R 2, 
R 3 можно интерпретировать как точки. Другая удобная 
цртерпретация — представлять элементы этих пространств 
в виде векторов, поскольку теперь есть возможность скла­
дывать их, умножать на вещественные числа с выполне­
нием всех соответствующих свойств. В связи со сказан­
ным имеет смысл и в любом пространстве.#" каждый эле­
мент интерпретировать либо как точку а с координатами

b Е Rn и VA. Е R 1
а + b = (ах + bv а 2 + Ь2, ..., ап 4- Ьп), 
Ха = (Ха19Ха2У ...,\ ап)
При этом выполняются свойства:

а + Ъ = Ъ + а  
д + (& + с) — (а + &) + с 

а + 0 = а 
а + (- а) = 0

X(jxa) =  (A.|i)a 

Х(а + Ь) = Ха + ХЬ 
(Х + р,)а = Ха + |ы а,

1 • а = а



(a l , a,„ ... an)f либо как вектор а с теми же координатами.

В линейной алгебре и в аналитической геометрии на/?” 
удобно смотреть как на векторное пространство.

3.1. ЛИНЕЙНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ И ЛИНЕЙНАЯ 
НЕЗАВИСИМОСТЬ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Вектор  ̂ называется линейной ком­

бинацией векторов al ,a 2, . . .yak с коэффициентами с15 с2, 
ck> если

Ъ = CiCLi + C2CL2 + ... + Ck&k *
ПРИМЕР 1. Найти линейную комбинацию векторов 

а г = (3; -1 ;  2; 4), а2 = (5; 2; - 3 ;  1), а3 = (-4 ; 1; -1 ;  5) 
с коэффициентами с, = 2, с = —3, с. = 4.

РЕШЕНИЕ.

2^  = (6; -  2; 4; 8)
+ - 3 а2 = (-15; - 6; 9; - 3 )

_______4а3 = (-16; 4; - 4 ;  20)_______
Ь -  2аг -  3а2 + 4а3 = (-25; -  4; 9; 25)

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Система векторов R n
называется линейно зависимой, если хотя бы один из век­
торов системы есть линейная комбинация остальных; на­
пример, если вектор а г допускает представление

а1 = а2а2 + а3а3 + ... + с некоторыми коэффициента­
ми а*, а3, а к. Если ни один из векторов системы 

не представляется как линейная комбина­
ция других, система называется ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИ­
МОЙ.

Два вектора a = (al9a2, . . . a n) и b = (Ь1э . . .Ьл) линей­
но зависимы тогда и только тогда, когда все их соответ­
ствующие координаты пропорциональны. Действительно,



a = Xb <=>

аг = ХЬг
а2 = ^ 2

Понимать эти равенства надо с таким условием: если 
какой-то знаменатель равен нулю, то равен нулю и соот­
ветствующий числитель.

Линейная зависимость векторов в R 2 означает их кол­
линеарность. Поэтому линейно независимой является 
любая пара неколлинеарных векторов.

Линейная зависимость трех векторов в R3 означает их 
компланарность (т. е. то, что они лежат в одной плоско­

сти). Действительно, если с = а а  + pb , то геометрически 
вектор с является диагональю параллелограмма, постро­

енного на векторах аа  и |ЗЬ . Значит вектор с лежит в

одной плоскости с векторами а и ъ (рис. 1).
Обратное утверждение докажите самостоятельно.

СЛЕДСТВИЕ. Любые три некомпланарные и попарно 
неколлинеарные вектора в R 3 линейно независимы.

Теперь основной вопрос таков: при каком условии сис­
тема /г-векторов {а^,а2,.. .,д п} является линейно зависи­
мой (или линейно независимой) в Rnl

аа



ЛЕММА. Векторы 1̂1,а 2, . . . , а п} -  линейно зависимы в 
jR" тогда и только тогда, когда уравнение

х^  + х2а2 + ... + хпа п = 0 (1.7)
имеет нетривиальное решение.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть векторы {а1,а 2, . . . ,а л} ли­
нейно зависимы. Это значит, что хотя бы один из них 
(пусть это ах) есть линейная комбинация остальных, т. е. 
существуют числа а2, а3, ..., ап такие, что: 

а х = а 2а2 + а 3а3 + ... + а пап.

Прибавив к обеим частям этого равенства вектор -  аг, 
получим:

— d i  + CX26I2 + . . .  +  CLnCLn = 0  •

Это равенство говорит о том, что уравнение (1.7) имеет 
нетривиальное решение

( - 1 ; а 2; ...; а„).
Обратное докажите самостоятельно.
Пусть

а х ~~ (ац> ai2’ а т

а 2 ~~ (а21» а22у •••» а 2г)7 

ап =  ( а „ 1 > а п2> •••> * 0 ’

ТЕОРЕМА 1 .6 . Для того чтобы система векторов 
{ a p ^ , . . . ,^ }  была линейно независимой в Rn, необходи­
мо и достаточно, чтобы определитель, составленный из 
координат этих векторов, был отличен от нуля.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.Для того чтобы указанная систе­
ма векторов была линейно независимой, согласно преды­
дущей лемме, необходимо и достаточно, чтобы векторное 
уравнение (1.7) имело только тривиальное решение или, 
что то же, чтобы система линейных однородных уравне­
ний



а п х х + а 12х2 + ... + а ы хп = О 
а21х1 + а 22х2 + ••• + а 2пх п = ^

*»1*1 + а „2х2 + --- + а ппХп = 0
имела только тривиальное решение. Это может случиться 
в том и только том случае, когда определитель системы

*11 *12

а 21 а 22

1п1 1п2

отличен от нуля.

ПРИМЕР 2. При каких х и у векторы а = (6; х; -4 ;  
12) и ь = (3; 5; у; 6) линейно зависимы?

РЕШЕНИЕ. Два вектора в пространстве Я4 линейно за­
висимы при условии пропорциональности всех соответ­
ствующих координат, т. е. при условии, что

6 _ х  - 4  _ 12 
3 “ 5 ~ у 6 ’

откуда сразу следует, что х = 10, у = —2.
ПРИМЕР 3. Определить, являются ли линейно зависи­

мыми векторы
а = (3; - 2; 1), ъ = (4; 1; -3 )  и ё = (2; - 3 ;  - 1)? 
РЕШЕНИЕ. Составляем и подсчитываем определитель 

из координат данных векторов:

4 2
1 - 3Д =

3
- 2
1 - 3  - 1

= 3(-1 -  9) -  4(2 + 3) + 2(6 -1 )  = -40.

Т. к. Д *  0, то векторы fa ,,b ,c} линеино независимы.

2.. Зэк 541



3.2 . БАЗИС ПРОСТРАНСТВА Я". 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Система векторов fy>l9b29...9bn} назы­

вается БАЗИСОМ пространства R n, если всякий вектор 
a е R n может быть единственным образом представлен в 
виде линейной комбинации векторов этой системы

CL — CLibi + СХ2&2 + ••• + а лЬи •

Если система векторов p̂1,b2,.. . ,b n\ образует базис в
Дл, то она линейно независима. В самом деле, нулевой 
вектор (как и всякий другой) может быть единственным 
образом представлен в виде:

а А +а2&2 + ... + апЬп = 0.
Ясно, что а х = а 2 = .. = ал = 0. Другими словами, век­

торное уравнение

+ хФъ + •••+ хпК = 0
имеет только тривиальное решение, что и означает ли­

нейную независимость системы •••>&/*}'
Интересно, что обратное утверждение тоже имеет мес­

то. Именно, справедлива

ТЕОРЕМА 1.7 . Если система векторов 
где

( b n )

Ь2г

( Ь ц '

Ь'22

Г М

h n

I!

Л ь

II

bn2/

, ..., bfl —

Kbn n ,

линейно независима, то она является базисом простран­
ства Rn.



ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть а = — произвольный

вектор в R n. Надо доказать существование единственного 
набора чисел а,, а 3, ..., ап, таких, что

ССХ&! + а 2Ь2 + ... + « А  = а  или, что то же,

Ъп а 1 +Ь12а 2 + ... + Ь1па п = 
ЪцО-х + ь22а2 +... + Ъ2п ап = а2

(1.8)

*1.1«! + Ьп2̂ 2 + -  + Кп^п = а п

Другими словами, надо убедиться в том, что система 
линейных уравнений (1.8) имеет единственное решение. 
Но это действительно так, поскольку определитель систе­
мы составлен из координат векторов §?1УЬ29...,Ьп} и> зна_
чит, отличен от нуля в силу их линейной независимости. 
Принимая во внимание теорему 1.6., получим важней­
ший результат:

ТЕОРЕМА 1.8. Для того чтобы система векторов
была базисом в пространстве Л", необходимо

и достаточно, чтобы определитель, составленный из коор­
динат этих векторов, был отличен от нуля.

Рассмотрим в R n систему ортов:



el = (1; 0; 0) 
ё2 = (0; 1; 0)

en = (0; 0; 1)

Согласно теореме 1.8, система elt ..., ёп} образует 
базис в пространстве R n, поскольку

А =

1 0 
0 1

0 О

= 1 * 0 .

Этот базис называется ЕСТЕСТВЕННЫМ в связи с тем, 
что коэффициентами разложения любого вектора
а -  (а19а2, . . . а п) по базису {^, ёг, ..., ёп} являются коор­
динаты этого вектора,

В самом деле,

аЛ  = (ai; о)
а2ё2 = (0; а2; 0)

а пе п ~ (Р> Ф ' "> О

т. е.

В частном случае п = 3 часто используются обозначе­
ния

ej = i , e2 = j ,  е3 = k



Каждый вектор о д , выходящий из начала кооидинат
и направленный в точку А (<а а 2; а.}), имеет представле­
ние

О А = + а2у + ask .

Для вектора АВ, соединяющего точки А (а2; а2; а3) и 
Б (Ьг; Ь2; Ь3), получаем (рис. 2):

ОА + АВ = ОВ АВ = OB -  ОА,
АВ = bxi + b2j + bsk -  (axi + a2j + a3k )

и, значит,

АБ = (bx -  ax)i + (ib2 - a^)] + (b3 -  a3)k ,
т. e. координаты любого вектора определяются вычита­
нием из координат его конца координат начала.

В случае любого другого базиса, кроме естественного, 
коэффициенты разложения интересующего нас вектора 
приходится находить.

ПРИМЕР 4. Доказать, что векторы 
а = (2; - 1; 2), ь = (“ 3; 1 ; - 1), ? = (1 ; “ 2; -3 )

образуют базис в й 3и разложить вектор d = (17; -1 5 ' -  Г) 
по этому базису.

РЕШЕНИЕ. Составляем и подсчитываем определитель
из координат векторов а > Ъ > с •



2 - 3  1 
А = -  1 1 - 2  = 1 0 .

2 - 1 - 3

Т. к. А ф 0 , то система р , Ь, с )  является базисом.

В частности, вектор d может быть единственным об­
разом представлен в виде

с пока неизвестными коэффициентами х , у, z . Переходя 
от равенства векторов к равенству их соответствующих 
координат, приходим к системе линейных уравнений:

Решая ее любым из методов, получим: х = 3, у = —2, 
2 = 5 . Возвращаясь к (1.9), имеем:

d = За -  2Ь + 5с •

3.3. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ. 
НОРМА ВЕКТОРА

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Скалярным произведением вектора 

а = (а19а29. . .а п) на вектор Ъ = (&i,&2, . . . )  называется 
число

a - b = a j&j + а2Ь2 + • • • + апЪп 
Свойства скалярного произведения.
Для любых а , Ь, с е R n и для любого числа X:

1) а -Ь -  Ъ - а

2) Ха ■ Ь = л(а • Ь)

d = ха  + yb + zc (1.9)

2 jc-3y  + 2 = 17
-  х + у - 2 z  = -15  
2 х - у  -  3z = -7



3) a - ( b + c ^ = a - b + a - c

4) a a >0 , причем a a = 0 < = > a  = 0
ДОКАЗАТЕЛЬСТВА:

a b = ajbj + a2b2 + • • • + a„f>„ = b ^  + b2a2 + • •• + 

+ K an = b - a ;

2 ) X cl • 6 =  X c iib i +  Л я 2&2 +  • • • +  ~

= k(a1b1 + a2b2 + ■ ■ ■ + a nbn) = х(а •&)

3) a ■ ( f  + c)= ах(&! + c j  + a 2(b2 + c2)+ ... + a„(&„ + c„) =
= (a ^  + a 2b2 +••• + «„&„)+(axci +o2c2 +--- + onc„) = 
= a • b + a • с

4) a - a  = aj2 + af + • • • + a2 - Но сумма квадратов веще­
ственных чисел равна нулю тогда и только тогда, когда 
а х = 0, а2 = 0, ап = 0 =$ а = 0 • Обратное тривиально.

//ОРДМ ВЕКТОРА.. СВОЙСТВА НОРМЫ.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Нормой вектора а е  Rn (обозначает­

ся ||а||) называется арифметический корень из скалярного 
произведения вектора а на себя:

||а|| = л/а • а = д/af + а| 4- • • • + а\
Геометрический смысл нормы в пространствах R2 и R3

Для любого вектора а(а1э а2) е Я2 имеем по определе­
нию

jjaJI = ctj + а2 •
Из теоремы Пифагора (рис. 3) следует простой вывод: 

норма вектора в R2 — это его длина. Если а (а 1У а2> а3) — 
произвольный вектор пространства R 3, то его норма

И  = Va 1 + а2 + а3 •



У

С другой стороны, из прямоугольного треугольника ОАВ 
следует, что длина этого вектора может быть вычислена 
по теореме Пифагора

о  а  = J o b 2 + в  а 2 • (рис. 4)
Учитывая, что в треугольнике А ОС В:
О Вт = ОС2 + СВ2, имеем

О А = J o e 2 + СВ2 + BA2 = J a f  + а\ + а| ,
и мы снова получаем, что норма вектора — это его длина. 
Норму вектора в пространстве R n также принято назы­
вать длиной.

ПРИМЕР 5. Доказать, что AABC с вершинами в точках 
А (-5; 1; - 1), В(—2; 3; 2), С(3; 5; —8) — равнобедренный.

РЕШЕНИЕ. Запишем векторы — стороны A ABC и най­
дем их длины:

АВ = (3; 2; 3), ||ав|| = л/9 + 4 + 9 = л/22,



AC = (8; 4; -  7) |ac| = V64 + 16 + 49 = Vl29,

BC = (5; 2; -  10) |вс|| = V25 + 4 + 100 = Vl29. 

AABC равнобедренный, т. к. |^| = ||̂ |̂| •

СВОЙСТВА НОРМЫ.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
1) совпадает со свойством 4) скалярного произведения;

2) ||Aaj| = л!Ха • Ха = л1х2а • а = Щу/а • а = |Я| • ||а||
3) для любого вещественного числа х, согласно свой­

ству 1) скалярного произведению, имеем

С учетом других свойств скалярного произведения, 
получаем

Принимая во внимание, что квадратный трехчлен, сто­
ящий в левой части неравенства, неотрицателен при всех 
х , делаем вывод, что его дискриминант неположителен, 
т. е.

или



(a&)P <||а||2 - У \

что после извлечения квадратного корня из обеих частей 
приводит к нужному результату.

— 1,2
4) ||а + б|| = (a + b) (a + b)= а а + 2а -Ь + Ь - Ь <

< ||а||2 + 2|а • ftI + ||ь||

Использование неравенства Коши-Буняковского позво­
лит продолжить неравенство:

a + b t  < llall2 +2iaiHNI+IHI2=iai+ll6ff
Остается лишь извлечь арифметический корень из обе­

их частей неравенства:

]ja+ b|J< j|a|| + p]|.

УГОЛ МЕЖДУ ВЕКТОРАМИ. ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Углом между векторами a, Ъ е Rn 

называется число (ре [О; я], определяемое равенством

а • b
all- И  <!•»>

С О З ф

ПРИМЕР 6 . Найти угол между векторами а = (4; -1 ;
2; 3) и 5 = (2; 0 ; —3; 1).

РЕШЕНИЕ. По определению

а -Ъ  4 - 2 + (-1)- 0 + 2 • (-3 )+  3 • 1 
coscp = ---------- = ----------- ----------------- ----- ---------- --

a|| • ||&I V16 + 1 + 4 + 9 • V4 + 0 + 9 + 1

5
.__  (__-  ._____^  ф = arccos - ,-------

V 30-V l4 V420 v420



Векторы а и  ̂ называются ОРТОГОНАЛЬНЫМИ 
(взаимно перпендикулярными), если угол между ними

71 _  -  __ _
Ф = — . Из (1.9) следует, что a L b  &  а - b = 0 .

Заметим, что векторы естественного базиса {^, ё2,..., ёп } 
попарно ортогональны.

ПРИМЕР 7. При каком т векторы
а = (5; -2 ;  ш; 3) и ь = (т; 4; -1 ;  8) ортогональны? 
РЕШЕНИЕ.

a lb  <=> a • & = 0 <=> 5 • /7г + (-2) • 4 + т • (-1) + 3 • 8 =

= 0 о  т = -4  .
Покажем, что в случае пространства R 2 угол, опреде­

ляемый формулой (1.9), есть обычный угол на плоскости, 
на который следует повернуть вектор а > чтобы получить
вектор ь .

Обратимся к рис. 5, где a — угол наклона к оси абсцисс 
вектора a , а 3 -  угол наклона к этой же оси вектора ъ • 
Тогда

а Ъ _ а хЬх + а2Ь2 __аг Ьг а2 ЫС08ф'н¥Г Н-1Я “ИГН+Н'Н =
= cos acos Р + sin asin (5 = cos(p -  a)



откуда следует, что ф = (3 -  а  . Аналогичное утверждение 
имеет место и в R3.

Проекцией вектора а на вектор ft называется произ­
ведение нормы вектора а на косинус угла ф между векто­
рами а и ь (рис. 6):

пр^а = ||a||cos ф (1.10)

_  CL • Ъ
Исходя из (1.9), имеем: тьр̂ а = —

В частности, если ё  ~~ единичный вектор, то
пРъ<1 = (Г • ё

Ь

Пусть а = axi + a2j  + a3k — произвольный вектор про­
странства R3. Проекции вектора а  на вектора естествен­

ного базиса^, у, k \ называются его проекциями на коор­

динатные оси. Умножая а скалярно на J , получим: 

a i = (axi + a2j  + а гк )• i = а х, 

поскольку i _Ly и l± k  . Значит, проекция вектора а на

ось Ох пр0ха = аг . Аналогично, пр0уа  = а2 и пр0га = а3 .

Таким образом, проекции вектора а на координатные оси 
совпадают с его координатами.



Если а, Р, у -  углы, образуемые вектором а > соответ­
ственно, с координатными осями, то, по определению про­
екций, имеем (рис.7):

аг = ||a||cosa, а2 = ||a || cos Р, a3 =|a||cosy (1.13) 

Числа cos a, cosP, cosy называются направляющими 
косинусами вектора а • Если вектор а умножить на чис-

ло ц̂-ц , то получим единичный вектор того же направле­

ния а0 . Из (1.13) следует, что координатами этого векто­
ра являются направляющие косинусы вектора а '

а 0 = -4 тт • а = (cosa; cosP; cosy)
IF II

и что cos2 а + cos2 Р + cos2 у = 1 .
ПРИМЕР 8. Вычислить направляющие косинусы век­

тора а = (12; -1 5 ; -16).

РЕШЕНИЕ. |aj| = л/144 + 225 + 256 = 25 .



Найдем единичный вектор направления а  •

1 МО 1 C 1(!, (1 2  15 16 а п = — (12; -1 5 ; -1 6 ) = — ; -  — ; ---- -
0 2 5 v [2 5  25 25

Координаты этого вектора и есть направляющие коси­
нусы вектора а  > т. е.

12 _ 3 16cos а  = — , cos В = — , cosy = ------ .
25 м 5 1 25 

ПРИМЕР 9 . Даны векторы 
а = (3; -6 ; -1 ), ь = (1; 4; -5 ), с -  (3; -4 ; 12).

Вычислить прг (а + b ).
РЕШЕНИЕ.
а  + Ь = (4 ; —2 ; - 6).

Пр; (т , г) к  + ь)-с 4 • 3 + (-2)(-4) + (-6) • 12 „ 
|Ы| >/9 + 16 + 144

Из соотношения (1.9) следует, что 

а Ъ = ||а II • Ь cos ф,

т. е. скалярное произведение двух векторов равно произ­
ведению длин этих векторов на косинус угла между ними. 
В этом состоит геометрический смысл скалярного произ­
ведения.

Для пояснения физического смысла вычислим работу 
по перемещению материальной точки из В в С под дей­
ствием постоянной силы F, направленной под углом ф к

перемещению $ = ВС (рис. 8):



А = npgF • ||s|| = |Ғ||cos<p• |*| = F - s . .
Таким образом, работа под действием постоянной силы 

по перемещению материальной точки вдоль прямолиней­
ного отрезка равна скалярному произведению вектора силы 
на вектор перемещения.

Скалярное произведение векторов пространства Я" ши­
роко используется в экономике. Допустим, например, что 
предприятие производит и реализует продукцию п видов. 
Пусть х = (*!> * 2’ •••’ xt) ~ вектоР производства, указыва­
ющий число единиц продукции каждого вида, произве­
денной и реализованной в течение месяца, а р  = (р19 р2, 
. . .Урп) — вектор прибыли; каждая его координата^., i = 1 ,
2, ..., п, показывает прибыль предприятия за счет реали­
зации единицы продукции £-го вида. Тогда общая месяч­
ная прибыль предприятия может быть вычислена таким 
образом:

Р = р1 -х1 + р 2 -х2 +...+ рп -хп = р - х .
Итак, прибыль предприятия есть скалярное произве­

дение вектора прибыли на вектор производства. Анало­
гичным образом находится себестоимость изготавливае­
мой продукции и многие другие характеристики.

Рассмотрим еще некоторые задачи, связанные со ска­
лярным произведением векторов.

ПРИМЕР 10. Треугольник задан вершинами 
А ( - 2; 3; 4), В (6; 0; -1 ), С (4; -1 ;  2). Найти косинус

внутреннего угла А, пр-^,ВС и единичный вектор, на­
правленный вдоль медианы ВМ.

, А В - А С  
РЕШЕНИЕ. COS А — тр=]| ■—

У - ы с

= (8; -3; -5), а с  = (6; -4; -2), в с  = (-2; -1; 3) 

||И ! = л/64+ 9 + 25 = 798, \\Щ = Ш + 16+ 4  = М .



Тогда C0S-A -  

5

8 • 6 + (-З Ҳ -4 ) + (-5 Ҳ -2 )  _ 70

л/98 • >/56 7л/2 • 2л/14

т. е. cos А =
л/28

Далее,
—  _ ВС ■ АС _ 6 • (-2 ) + (-4 Х -1 ) + (-2 ) • 3

'тт-.-о*-' -  —Й=п----------------------- -------------------
АС >/56и̂ лс 

- 1 4

л/56 л/14 '
Находим координаты точки М :

*м  = 

Тогда

„ _ У а +У с _  I „ __ + *с  о
-  Ум ~  --------о ----  “  А’ г М  -  ---- о ----  “ ’ •

ВМ  -  (хм -  хв ; ум - ув ; -  гБ) -  (-5 ; 1; 4 ) »

||вм || = л/25 + 1 + 16 = л/42 и, значит, единичный век­

тор ш » направленный вдоль медианы ВМ, имеет вид:

т = - 5

>/42 ’ -Д 2 ’ л/42\ X

ПРИМЕР 11. Найти вектор Зс = (* Р * 3)> удовлетво­
ряющий условиям:

х а -  -1 0  , х - Ъ = 3 , 5Г • с = 15
где

а = (2; - 3 ;  1) Ъ = (3; 1; - 2> с = ( - 1; 3; - 4 ) .  
РЕШЕНИЕ. Трижды использовав определение скаляр­

ного произведения, имеем:

2*! -  3*2 + *з = -10  
Зх̂  + х% 2^  = 3 

- j t j  + 3jc2 - 4 j c 3 = 1 5



Р е ш а я  эту  си стем у  лю бы м м етод ом , пол учаем  x i =  — 1 ,
х2 = 2, х3 = - 2 .

ОТВЕТ: *  = (-1 ; 2; -2 ).
ПРИМЕР 12. Стороны параллелограмма заданы векто­

рами
а = 2т + 3 п и Ь -  -т  + Ап >

где ||/п|| = 4 , |Ы| = 5,
Л

т,п
п
g . Найти длину его большей

диагонали. (Докажите самостоятельно: а,Ь п< —).

РЕШЕНИЕ. Большая диагональ параллелограмма d 
является суммой его смежных сторон:

d = а +Ъ = 2т + Зп - т  + 4п = т + 7п •
Далее, используя свойства 1—4 скалярного произведе­

ния, имеем:
и—и 2
|d|| = d • d = (т + In)- (т + 7п) = 

= ||/nf + 7 m n + In  • m + 49||7z||2 =

16 + 14 • 11/72" • И  COS

\
m,n + 49*25 =

= 16 + 1 4 - 4 - 5 — + 1225 = 1381.
2__

Отсюда ||g?|| = л/1381 .

3.4. ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Векторным произведением вектора а 
на вектор £ (обозначается a x b )  называется вектор с » 
который:

1) ортогонален обоим векторам: с La, c l b  ;
2) его норма численно равна площади параллелограм­

ма, построенного на векторах а и £ ;
3) направлен он так, что если смотреть из его конца,



то кратчайший поворот от а к ь должен происходить 
против часовой стрелки, В таких случаях говорят, что

векторы а, Ь, с образуют правую тройку (рис. 9).

СВОЙСТВА ВЕКТОРНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ.
1) а  х Ъ = -Ь х а

2) Ха x b  = х(а х&)

3) а х ( р  + с ) = а  x b  + а х с

4) а||б <=> а х & = 0

5) таблица умножения ортов:

i x i  = 0 i x j  = k i x k  = - j  
j  x i  = - k  j  x j  = 0 j  x k  = i 
k x i  = j  k x j  -  - i  k x k = 0 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВА:
1) следует из того, что векторы a x b  и Ъ х а  отлича­

ются лишь направлением;
2) докажите самостоятельно сначала для X > 0 , а затем 

для X < 0;
3) доказательство выходит за рамки настоящего посо­

бия;
4) предполагая, что а и ь “  ненулевые векторы, имеем:



a xb  = 0  фф a xb  = 0 <=> ||а||• pl sincp = 0 <=> sin<p = 0 <̂>

либо Ф = 0, либо (р = п <=> а|р
5) вытекает непосредственно из определения векторного 

произведения.

ВЕКТОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ В КООРДИНА TAX

Даны векторы а  = a J  + a<J + а3й и b = b j  + b2j  + b3k  .

Выразить вектор а х б  через координаты заданных век­
торов. Анализируя нижеприведенные выкладки, обрати­
те особое внимание на использование всех свойств вектор­
ного произведения.

_ _  / _ _ч / _ _V с«.3)»2) _ _

a x b  -  + a2j  + ci3k jx \Ьг1 + b2j  + Ь3к ) = Q\b\i х / +

+ axb2i х у + a xbsi х k + а2&хУ х i + a2b2j  х у + а2&3у х k  +
_  _  _  _<*.5),4)Д) _

+ а3Ьгк х i + оф2к х j  + аф3к х к  = аф2к -  axb3 j

-  a2bih + a2b3i + a ^ j  -  ci3b2i = (̂ 2̂ 3 “ “

-  (а^з -  а3&!)J + (а,&2 -  a2bt )k =
i i к
ai a3
h b2 h

i j h
a x b  = «1 a2 a3

h bz
Итак,

ПРИМЕР 13. Найти площадь треугольника, имеюще­
го вершины в точках

А (5; 2; -1 ) ,  В  (3; 1; -2 ), С (4; - 2 ;  2).
РЕШЕНИЕ.
^ 5  = ( - 2; - 1 ; - 1), АС “  ( - 1; " 4 ;  3)



А В х А С =
i j  k 

- 2  - 1  - 1  
- 1  - 4  3

= -7 i + 7] + 7k

S i = \\aB  x  AC|| = i  >/49 + 49 + 49 =^л/147
£  II II Z  Zj

ПРИМЕР 14. Упростить выражение 

a = (pi -  Зу + 4A )x (г -  2y) -  3i -  4у .
РЕШЕНИЕ. Используя распределительный закон век­

торного произведения (св.З), а также возможность выне­
сения числового множителя, получаем

а  = 2г x i  -  4i x j  -  Зу х i + 6у x j  + 4ft х i -  8/г x j  -  3i -  4у'. 
Далее пользуемся таблицей умножения ортов:

а  = 0 -  4k + 3k + 0 + 4у + 8/ -  Зг -  4у •

Значит, а = Ы - k  •
ПРИМЕР 15. Даны векторы а — (3; —2; 4)и  j  = (1; 3;

—1). Найти а = |](2а - b)x  (4а + 561 .

РЕШЕНИЕ.

а = ||(2а -  b)x (4а + 5б| = ||8а х а + 10а х b -  4Ъ х а -  ЬЪ х ь|| = 

= IllOa х Ъ + 4а х б|| = 14||а х fell

a x b  =
) k 

-2  4 
3 - 1

= - 10/ +7 j + 11/г,

а = 14||а х Ь|| = 14л/100 + 49 + 121 = 14^270

ПРИМЕР 16. Найти единичный вектор <?, ортогональ­
ный двум заданным векторам а = (2; 1: - 1) и ь = (1; -3 ; 3).



РЕШЕНИЕ. Одним из векторов, перпендикулярных 
двум заданным, является их векторное произведение
с = a хЪ • Найдем разложение с в естественном базисе.

с =
1 у k
2 1 - 1

1 - 3  3
= -7у -  Ik

и его норму ||с|| = л/49 + 49 = 7 у[2 . Искомый вектор

в =  Д г - с  = - ^ = ( 0 ;  - 7 ;  - 7 )  =  
И  7л/2 ’ л /Г  72 ,

3.5. СМЕШАННОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

Определение. Смешанным произведением векторов 
а, Ь, с (обозначается аЪс ) называется скалярное произ­
ведение векторного произведения первых двух векторов 
на третий вектор:

a b c  = (а хб) с

Вычисление. Пусть векторы a(av а2> а3) ,  b(bx, Ь2, &3) 

и с(сх, с2, с3) заданы. Тогда

a x b  =
i j  k 

а 1 а 2 аз
Ь\ Ъ2 bs

-  (а 2^3 ~ а3^ 2 ^  (а1^3 “ a 3 ^ l)j +

*+■ (fljfeg 2̂̂ 1 *

(а х &)• с =  (а2&3 -  a 3&2 )ci -  (а^з -  a 3 bi У 2 +  (a ib2 ~  а 2Ь\ К  * 

остается правую часть равенства собрать в определитель:



a b c  =
ci
«1
h

a2
b2

сз
a 3
h

Перестановка двух любых строк определителя меняет 
его знак. Поменяв третью строку со второй, а затем новую 
вторую с первой, получим:

a b c  =
а 2

2̂
С2

а 3
Ъг
с3

Это — удобная формула для вычисления смешанного 
произведения.

СВОЙСТВА СМЕШАННОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ

1) При перестановке местами двух множителей смешан­
ное произведение меняет знак:

bac = -abc ,  acb  = - a b c r cab = -abc  .
2) При циклической перестановке множителей смешан­

ное произведение не меняется:
abc = bca = cab •
Доказательство немедленно вытекает из того, что пере­

становка двух любых строк определителя меняет его знак.
3) Если в смешанном произведении два любых вектора 

равны или коллинеарны, то оно равно нулю.
Действительно, это означает, что в определителе рав­

ны или пропорциональны две строки; следовательно, он 
равен нулю.

Следующее утверждение раскрывает геометрический 
смысл смешанного произведения.

ТЕОРЕМА 1.9. Абсолютная величина смешанного про­
изведения трех векторов равна объему параллелепипеда, 
построенного на этих векторах.

Доказательство. Даны векторы а, Ь, с (рис. 10). Най-



а
Рис. 10

дем сначала вектор d = a xb  • Этот вектор перпендикуля­
рен параллелограмму, образованному векторами а и ь , 

и его длина = S  (численно). Далее, по определению,

где ф — угол между векторами с и d • Продолжая расчет 
смешанного произведения, получим:

аЪс -  \\d\\ • np-jc = S • Н = V
где Н — высота параллелепипеда, а V — его объем.

Получилось, что смешанное произведение векторов 
равно объему параллелепипеда, на них построенного. Так

будет всегда, если векторы а, Ь, с (в указанном порядке)

образуют правую тройку. Если же векторы а, 6, с пред­
ставляют собой левую тройку , то их смешанное произве­
дение отрицательно, однако |a6cj = V . Теорема доказана. 

Заметим, что объем пирамиды, построенной на тех же

векторах, равен ^  части объема параллелепипеда, т. е.

a b c  = d с = ИНм н ф

1



Пример 17. Найти объем пирамиды, если заданы ее 
вершины

А ( -4 ; 1; -3 ) , В  (2; - 5 ;  1), С (3; 4; 3) и D (5: 2; -4 ) . 
Решение. Рассмотрим три вектора, исходящие из од­

ной точки (рис. 11):
АВ = (6; 6; 4), ~А£ = (7; 3; 6), = (9! U _1 )*

Vnu<,=\\ABAC AD\ Vnup = | 1
6 6 4
7 3 6 
9 1 - 1

250l=i|-500| =

В

Следствие. Три вектора а, b, с лежат в одной плос­
кости (компланарны) тогда и только тогда, когда их сме­
шанное произведение равно нулю. В самом деле компла­
нарность векторов означает, что объем параллелепипеда, 
на них «построенного», равен нулю. Это естественно и с 
алгебраической точки зрения, ибо компланарность трех 
векторов означает из линейную зависимость, т. е. равен­
ство нулю определителя, составленного из координат этих 
векторов, или равенство нулю смешанного произведения.

ПРИМЕР 18. Выяснить, лежат ли точки М2 (2; 5; 3), 
М9 (3; 7; 4), М3 ( -5 ; -5 ;  -1 ) , М4 (-4 ; - 3 ;  0) в одной плос­
кости?

Решение. Указанные четыре точки лежат в одной плос­
кости тогда и только тогда, когда компланарны векторы



Рис. 12

MjM2 . M y M 3 И M lM4 (рис. 12). Определяем координа­
ты этих векторов и вычисляем их смешанное произведе­
ние

М гМ2 = (1; 2; 1), М,М3 = (-7; - 10; -  4),

МХМ4 = ( -6; -  8; -  3)

М1М2 MjM3 МХМ4 =
1 2  1

- 7  -1 0  - 4  
-6  - 8  -3

= 1 (3 0 -3 2 ) -

-  2 • (21 -  24) +1 • (56 -  60) = 0 .
Т. к. смешанное произведение равно 0, то рассматрива­

емые векторы компланарны, откуда следует, что данные 
точки лежат в одной плоскости.

ПРИМЕР 19. Доказать, что векторы а , Ь, с , удовлет­

воряющие условию a x b  + b х с  + с х а  = 0 . компланарны.
Решение. Умножив обе части данного векторного ра­

венства скалярно на вектор с , получим:

(ахб)'С  + ^ х с ) - с  + (с х а ) - с  = 0  
или, на языке смешанных произведений,
a b c  + Ь с с  + с а с  = 0 •

Второе и третье слагаемые в левой части равенства рав­
ны нулю на основании свойства 3) смешанного произведе-



ния. Остается равенство а&с = 0 > которое и означает ком­
планарность данных векторов.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
1-й уровень

Проверить линейную зависимость (независимость) ука­
занных векторов.

1) а  =  (1; 2), Ь =  ( -2 ;  - 4 ) .

2) а  =  (3; 1), Ь =  (4; 5).
3) а  =  (1; - 1 ;  2), ъ  =  (0; 3; 5), С =  (1; 2; 10).

4) а  =  (2; 3; - 1 ) ,  Ь =  (4; - 1 ;  2), с =  (7; 1; 8).

5) а =  ( -1 ;  2; 0; 3; 4), Ъ =  (2; - 4 ;  0; - 6 ; - 8).

6) а = (1 ; - 1 ; 2; 3; 5), Ъ = (2; 3; 1; 5; 3).

Доказать, что векторы b} образуют базис в R2 и 
разложить по этому базису вектор с •

7) а = (1 ; - 2), Ъ = (3; 1), с = (-7 ; -7 ) .

8) а  =  (2; - 1 ) ,  & =  ( -1 ;  1), ё =  (4; - 1 ) .

Доказать, что векторы , Ь, с )  образуют базис в К3 и 

разложить по этому базису вектор d  •

9) а  =  (3; 0; 2), & =  (1; - 1 ;  -2 ) ,  ? =  (2; 1; 2), 

d  =  (3; - 3 ;  - 4 ) .

10) а  =  ( - 1 ;  1; 2), Ъ =  (2; 0; 2), с  =  (3; - 1 ;  1), 

d  =  ( - 6 ;  4; 4).

Вычислить скалярное произведение а ■ Ь

11) а  =  (3; - 2 ;  4), Ь =  (1; - 2 ;  5).

12) а  =  ( - 1 ;  2; - 3 ) ,  Ь =  (4; 1; - 3 ) .



13) а = (-2 ; 2; 1 ; 3), Ь = (4; 5; - 1 ;  -2 ) .
Найти косинус угла между векторами а и ь .

14) а = (2; - 4 ;  4), 6 = (-3 ; 2; 6).

15) а = (1 ; 2; - 3 ;  4; 5), Ь = (3; -2 ;  0; 1; -2 ). 
Вычислить внутренние углы AABC.
16) А (1; 2; 1), В  (3; - 1 ;  7), С (7; 4; -2 ) .
17) А ( -1 ; - 2 ;  4), В  (-4 ; - 2 ;  0), С (3; - 2 ;  1).
18) Даны вершины четырехугольника 
А(1; - 2 ;  2) В(1; 4; 0> С (-4; 1; l)
Я (-5 ; - 5 ;  3)

Докажите, что его диагонали АС и Щ) взаимн0 орто­
гональны.

19) Определить, при каком а векторы
а = ai -  Зу + 2к и Ь = I  + 2; -  aft ортогональны.

20) Даны векторы a = (5; 1; —2) и b = (3; 0; 4). Найти 
np5b , прЕа , nps (p + b).

21) На векторах а  = (3; 1 ; —1) и b = (5; 3; —3) постро­
ен параллелограмм. Записать единичные векторы, направ­
ленные вдоль его диагоналей.

22) Даны векторы а  = (2; 1; —3) и b = (1; —2; —1). 

Найти ||(2a -  b )х (а + ЗЬ | .

23) Найти площадь параллелограмма, построенного на

векторах а = (—4; 1; 2) и 6 = (5; -1 ;  1).
24) Дан треугольник с вершинами в точках
А (—3; 1; —2), В  (1; 3; 2), С (4; 5; 4). Найти площадь 

треугольника и длину высоты, опущенной из вершины С.
25) Даны вершины пирамиды
А ( -4 ; - 1 ;  2), В  ( - 1; 0; 3), С (2; 2; 5), D (3; - 2 ;  -1 ). 
Найти площади всех граней.
26) Упростить + 2j - 3 k )x i + (2i + у + 3&)х/ .

27) Упростить (зГ -  4/ х k  + 21 х /)х (2/ -  3/).



28) Вычислить смешанное произведение векторов

а = (1; -1 ;  2), Ь = (3; 1; -1 ) , с = (-2 ; 4; 2).
29) Найти объем параллелепипеда, построенного на 

векторах

а = (2; -1 ;  0), Ь = (3; 2; -1 ) , ё = ( -2 ; 4; 2).
30) Найти объем пирамиды с вершинами в точках
А (-2 ; 1; 3), В ( - 1 ; - 2; 1), С ( - 2; 1; 2), D (4; 2; -2 )  и 

длину высоты, опущенной из точки D.
31) Установить, лежат ли в одной плоскости точки
А (1; 1; -2 ), В  (3; 0; 1), С (-2; 1; 2), D (5; 4; -2)?
3 2 )  Установить, компланарны ли векторы а ,  Ъ , с  > если:

а) а = (2; 3; -1 ) ,  Ъ = (1; -1 ;  3), с = (1; 9; -11 );

б) а  =  ( -2 ;  1; - 2 ) ,  Ь =  (3; 1; 3), с  =  ( -1 ;  3; -4 )?

2-й уровень

33) Найти вектор х , кол линеарный вектору cl = (4; 2; 4) 
и удовлетворяющий условию х • а = 180 •

34) Даны векторы cl = (3; —1; 5), b = (1; 2; —3). Найти 
вектор х , перпендикулярный к оси Oz и удовлетворяю­

щий условиям х а = 9 , х b = -4  •
35) Даны векторы

а = 2i -  / + 3k , b = i -  3j + 2k , с = 3i + 2/ -  4k Най­
ти вектор x > удовлетворяющий условиям х • а = -5  >

x b = - 1 1 , Зс с = 2 0 .
36) Даны векторы
а = (-2 ; 3; 4), Ь = (1; 1; -2 ), с = (3; 0; -1 ). Найти 

nps ( 2 b - c ) .

37) При каком условии для ненулевых векторов а и 

Ь возможно равенство ||а + Ь|| = |а -  б|| ?



38) Даны точки А (5; 1; -2 ) , В (4; —2; 3), С (0; 3; 2). 
Найти единичный вектор, ортогональный векторам и

АС-
39) Вычислить длины диагоналей параллелограмма 

ABCD, если AB = 2 a -b >  AD = a+3b> И  = 3 > И = 2 >

V /
40) В условиях задачи 39) вычислить площадь парал­

лелограмма.
41) В условиях задачи 39) найти угол между диагона­

лями параллелограмма.
42) На векторах а и Ъ построен параллелограмм. Най­

ти длины его высот.
43) На векторах а, 6, с построена пирамида. Найти 

длину высоты, опущенной из конца вектора с •

44) На векторах АВ = а и АС = Ъ построен треуголь­

ник. Найти векторы медианы AM и биссектрисы АК
45) Доказать, что если в треугольнике длины двух ме­

диан совпадают, то этот треугольник равнобедренный.

46) Векторы а и ь ортогональны. Зная, что ||а|| = 3 , 

||ь|| = 4 , вычислить

а) ||(а + б )х  (а -  Ъ J ,  б) ||(за -  b)x (а + 2Ь J

47) Доказать, что если коллинеарны векторы а и Ь , 

то коллинеарны и векторы а + Ь и а - Ь
48) Доказать тождество ((а + 6 )х (b + ?))• (с + а) = 2abc -

ОТВЕТЫ:
1) Линейно зависимы. 2) Линейно независимы 3) Ли­

нейно независимы. 4) Линейно независимы. 5) Линейно



зависимы. 6) Линейно независимы. 7) с = 2а - ЗЬ .
8) с = За +2Ь • 9) d = а + 2Ь - с • Ю) d = 2а + Ь - 2с •

11) 27. 12) 7. 13) - 5 .  14) ^  * 15) -  .

16) А  = агссо:/ - а  в .

С = arccos 61

49
arccos 61

7л/122

7-Л22 . 17) А = 90°, В  = 45°, С = 45”. 19) а  = -6 .

7 7 37 ( 2 1 1 
20> V30: 5 ; V 3 0 - 2 1 ) l J e ’ V T  л

f - 1 . - l . o
. У з ’ -Уз  '  л/з

25) = 3^

• 22) 35̂ /3 • 23) 7206 • 24) 3; 1. 

Зл/254
2  * -ACD 2  * °ABD

S BCi) = л/153 . 26) _ 3k • 27) 6i + 4/ + 3ft . 28) 38. 29) 20. 

19 19
30) — ; . 31) нет. 32) а) да; б) нет. 33) 5. 34) (2; -3 ;  0).

( ~ 22 -2 1  -  17 1 
38) ( >/1214 ’ л/1214 ’ л/1214

35) (2; 3; -2 ) . 36) 37) о±6 .

■ 39) л/133 ; 7. 40) 21л/з •

41) ф = а гс с о £ ^ |.42) j=j)/ЙРЦГ " ‘

а +Ь 4 1 1 -% -«  
' - ^ ( о х Ь Ц - 44) —

46) а) 24; б) 84.

а +



Глава 2. 
ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАЗЫ АНАЛИТИЧЕСКОЙ 

ГЕОМЕТРИИ

§1. ПРЯМАЯ ЛИНИЯ В R з

1.1. ВЕКТОРНОЕ И ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 
УРАВНЕНИЯ ПРЯМОЙ

Составим уравнение прямой (рис.13), проходящей че­
рез известную точку M 0(x0,y0,z0) в заданном направле­

нии Ъ = (blt b2, &3) • Обозначим через г0 — радиус-вектор 

точки М 0 , а через г ~  радиус-вектор текущей точки

M(x,y,z). Вектор М0М = г -  г0 коллинеарен вектору ъ ; 
значит, эти векторы линейно зависимы, и поэтому най­

дется число t, -оо < t < ° ° , такое, что М 0М  = tb , т. е.

г - r0 = tb.
Тогда

r = tb + r0, -oo< f< oo (2.1)



Это векторное уравнение прямой. Поскольку равенство 
векторов означает равенство всех их соответствующих 
координат, то уравнение (2.1) эквивалентно системе

х  = tb 1 + х 0

' У — tb2 + Уо 2̂ 2)
2 = tbs + Z0

Уравнения (2.2)называются параметрическими уравне­
ниями прямой. Здесь t пробегает все числовые значения 
от — оо до + оо; при этом существует взаимно однознач­
ное соответствие между значениями параметра t и точка­
ми прямой.

ПРИМЕР 1 . Составить уравнения прямой, проходящей 
через точку М0(2; - 5 ;  -  2) параллельно прямой

х  = A t - 1

■ у = -St 
г = 5t + 4

РЕШЕНИЕ. Поскольку прямые параллельны, то в ка­
честве направляющего вектора искомой прямой можно
взять вектор b = (4; - 3 ;  5). Учитывая, что эта прямая

проходит через точку М0(2; - 5 ;  - 2 ) ,  записываем ее 
уравнение в виде (2.2):

' х = 4f + 2 
. У  =  -3 * -  5 

z  =  b t - 2

ПРИМЕР 2. Составить уравнение прямой, проходящей 
через две точки М х(3; -1 ; l) и М2(2; - 2 ;  4).

РЕШЕНИЕ. В качестве направляющего берем вектор

b = М 1М 2 = (-1 ; -1 ; 3). Используя точку Мр записы­
ваем параметрические уравнения искомой прямой в виде



j jc = -t + 3
у = -t ~ 1 - o o < t < o o

z — St + 1,

Если бы мы воспользовались точкой М 2, то пришли бы 
к такому уравнению:

х = -t + 2
У = ~t -  2 ,  -  оо < f < со

г = 3£ + 4

По внешнему виду эти уравнения различаются, хотя, 
на самом деле, выражают одну и ту же прямую.

1.2. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ, ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ 
ДВЕ ДАННЫЕ ТОЧКИ. ОТРЕЗОК ПРЯМОЙ. ДЕЛЕНИЕ 

ОТРЕЗКА В ДАННОМ ОТНОШЕНИИ

Решим теперь эту задачу в общем виде, т. е. составим 
уравнение прямой, проходящей через точки

Уъ zx) и М.г(х2; у2; г2) .
Если 1\ и г2 — радиусы-векторы точек и М 2 (рис.

14), то направляющий вектор прямой Ь = М ХМ 2 = г% - гх, 
а уравнение прямой будет иметь вид:



Г = t(r2 - r j+  г.
или

г = (l -  t)i\ + tr2, ~ 00 < t < +00 . (2.3)
При этом значениям t е [О; l] соответствуют точки

отрезка М ХМ 2 • Пусть точка Р  делит отрезок М ХМ 2 в 
отношении равном А,, т. е.

М ЛР
(2.4)

Найдем радиус-вектор такой точки Р  (рис. 14) и ее ко­
ординаты:

_ Щ Р  = rp - r 1 = ( l - t y i + tr2 - r 1 = t(f2 - Fj)t
РМ2 =Ў2- rP = r2 -  ( l -  ^  -  *r2 = (l -  ф 2 -f\)i 

Тогда из (2.4) получаем:

1Иғ2 - ^ 1  , М _ Л

« С ^ ^ Г  М  *

С учетом того, что 0 < t < 1 > имеем отсюда - — -  =  ̂ и,

значит, t -  ■
1 + Г

Возвращая это значение t в (2.3), получаем:
_ __ i\ + Хг2 
р 1 + Л (2.5)

В частности, если точка Р  — середина отрезка М 1М 2
то

л 1 -  Гг +Г2
Л = 1 и Гр =  ■ ■ " (2.6)

П ереходя в (2.5) и (2.6) от равенства векторов к равен­
ству их координат, имеем:



для точки Р, делящей отрезок М ХМ 2 в отношении X и

если Р  середина отрезка М гМ 2 •
ПРИМЕР 3. Найти координаты центра тяжести одно­

родной треугольной пластины, имеющей форму треуголь­
ника с вершинами в точках А, В, С (рис. 15).

РЕШЕНИЕ. Центром тяжести однородной треугольной 
пластины является точка пересечения медиан. Возьмем 
медиану ВМ . Координаты точки М  определяем по форму­
лам (2.6): g

В точке Р  каждая медиана делится (начиная от верши­
ны) в отношении Л= 2. Поэтому из (2.7):

М
Рис. 15

С

^  1V1 _
Л  р  —  -----------------------  —

Р 1 + 2
_ хв + 2хм  _ ХА +  Х В +  ХС .

3
Аналогично,



_ У А + У в  + Ус 
УР 3

=_

ПРИМЕР 4. Определить, пересекаются ли прямые

х = 2t - 1 
у = -3 1 + 4 U  

z = t + 2

х = 5t + 2 
у = - f  + 3 
z =  4£ -  1

РЕШЕНИЕ. Прямые пересекаются в том и только в том 
случае, когда они находятся в одной плоскости и не явля­
ются параллельными. Это возможно тогда и только тог­
да, когда в одной плоскости оказываются направляющие

векторы прямых Ьх = (2; -  3; l\ Ъ2 = (б; - 1 ;  4) и век­

тор М ХМ 2 = (З; -1 ;  - 3 ) ,  соединяющий известные точ­
ки данных прямых (рис. 16). Значит, прямые пересека­
ются тогда и только тогда, когда смешанное произведе­
ние указанных векторов равно нулю. В данном случае,

Ь1Ь2М 1М 2 -
2 - 3  1 
5 - 1 4  
3 - 1  - 3

= - 69 *  О

и поэтому прямые не пересекаются, т. е. являются скре­
щивающимися .



§ 2. ПЛОСКОСТЬ

2.1. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ ПО ТОЧКЕ 
И НОРМАЛЬНОМУ ВЕКТОРУ

Вектором нормали к плоскости называется вектор, пер­
пендикулярный к этой плоскости. Обозначать его будем
буквой дг , а буквами А, В, С будем обозначать координа­
ты этого вектора (рис. 17). Составим уравнение плоско­
сти, проходящей через известную точку М 0(х0, у0, z0)

с заданным нормальным вектором N = (Л, В, С). Пусть

М(х, у, г) — текущая точка плоскости. Построим век­
тор

М 0М  = (х - х 0, у - у 0, Z - Z 0 ) .

Т. к. вектор N1 М 0М  , то N М 0М = 0 , 
отсюда

A (x - x 0) + B (y - y 0) + C(z-z0) = 0 (2.9)
Это уравнение плоскости по точке и нормальному век­

тору.
Если в (2.9) менять параметры А , В, С, т. е. менять 

координаты вектора нормали плоскости, то каждый раз 
будем получать уравнение другой плоскости, содержащей



точку MQ. Множество всех таких плоскостей называется 
связкой плоскостей, проходящих через точку М0.

ПРИМЕР 1. Составить уравнение плоскости, проходящей
через точку М 0(5; -1 ; 2) перпендикулярно к прямой

х = 41 4- 3 
* у = -t -  6

2 = 3* + 7 ‘

РЕШЕНИЕ. Т. к. плоскость должна быть перпендику­
лярна заданной прямой, то в качестве вектора нормали 
плоскости можно взять направляющий вектор прямой

N = b = { 4; - 1 ;  З), и тогда уравнение плоскости будет 
таким:

4(*-5)-(i/ + l) + 3(z-2)=0
или

4х - у + Zz -27 = 0 .

2.2. ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ 
И ЕГО ИССЛЕДОВАНИЕ

Рассмотрим уравнение плоскости по точке и нормаль­
ному вектору

А(х - х 0) + В (у - у 0)+ C (z-z0)= О 
и преобразуем его, собрав в одно слагаемое все постоян­
ные

Ах  + By  + Cz + (- Ах0 - В у0 - Cz0)= 0 ,  
и, обозначив выражение в скобках одной буквой D, полу­
чим:

Ax + By + Cz + D = 0 (2.10)
Это общее уравнение плоскости. Равенство нулю отдель­

ных коэффициентов этого уравнения вносит особенности 
в расположение плоскости.

1. D  = 0. Уравнение принимает вид:
Ах + By  + Cz = 0 ,



Рис. 18

откуда ясно, что точка О (0; 0; 0) лежит на плоскости. 
Другими словами, плоскость проходит через начало коор­
динат.

2. А  = 0. В таком случае

N = (0; В ; С) N - I  = (о/ + В/ + Ск)-i = 0.
Получилось, что направ­

ляющий вектор оси Ох (век­
тор /) ортогонален вектору

дг , т. е. плоскость парал­
лельна оси Ох (рис. 18).

Аналогично,
В  = 0 =г> плоскость парал­

лельна оси Оу ;
С = 0 =* плоскость парал­

лельна оси Oz.
3. А  = 0, В  = 0. Плоскость 

параллельна и оси Ох, и оси
Оу; значит, она параллельна плоскости хОу.

А  = 0, С = 0 — плоскость параллельна плоскости xOz;
В  = 0, С = 0 — плоскость параллельна плоскости yOz.
4. А  = 0, D  = 0. Первое условие означает, что плос­

кость параллельна оси Ох, второе — что она проходит че­
рез начало координат. Значит, плоскость проходит через 
ось Ох.

В  = 0, D  = 0 — плоскость проходит через ось Оу;
С = О, D = 0 — плоскость 

проходит через ось Oz.
5. х = 0, у = О, z = 0 — 

координатные плоскости.
ПРИМЕР 2. Построить 

плоскость Зх + 5у — 15 = О.
Решение. Т. к. в уравне­

нии отсутствует перемещен­
ная z (т. е. С = О), то плос­
кость параллельна оси Oz.
Для построения этой плоско­
сти сначала изобразим ее Рис. 19



«след» на плоскости хОу: дх + 5у — 15 = 0. Это — прямая, 
проходящая через две точки (5; 0; 0) и (0; 3; 0). Затем 
через полученную прямую проведем плоскость, параллель­
ную оси Ог (рис. 19).

2.3. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ плоскостями

Углом между двумя плоско­
стями

А хх + В ху + Cxz + Dj = 0
и
А2х + В 2у + C2z + D2 = 0 

называется любой из углов меж­
ду их нормалями N2 и N2 (рис.
20). Находится этот угол из со­
отношения

NiCOS ф =
N9

* 1 * 2 '

+ вгв2 + С̂С2
Рис. 20

^а [ + в [ + с [  ■ у[а [ + в [ + с1
Параллельность плоскостей равносильна коллинеарно­

сти векторов N } и N 2 и, значит, пропорциональности их 
координат:

А-2 В 2 С2
Две плоскости взаимно перпендикулярны тогда и толь­

ко тогда, когда N i l .N 2 > т. е. когда

A -у А.2 + В 1 • В 2 + • С2 = 0 .
ПРИМЕР 3. Найти угол между плоскостями:

х - 72у + 2 - 1  = 0, я + л/2у - л  + 3 = 0 .



Решение. Угол между плоскостями определяется как 

угол ф между их нормалями A (̂l; -  V2; l) и

jV2(1; V2; - l ) :

сосш .. N, N2 1 1 + ( S ) J 2 + 1 ( - ! ) _ 1 
||/VjI||iV21 л/l + 2 + 1 • Vl+ 2+ 1 2 »

_ 27C откуда Ф -  — .

ПРИМЕР 4. При каких значениях параметров а и (3 
плоскости Зх + ay + 4z -  1 = 0 и 9х + 2у - §z + 3 = 0 парал­
лельны?

Решение. Параллельность плоскостей равносильна кол­
линеарности векторов Л (̂3; а; 4) и /V2(9; 2; (3), т. е. 
пропорциональности их координат:

3 а 4 2 д-  = — = —  => а = —, 3 = -12 
9 2 -р  3

Таким образом, данные плоскости параллельны при 
условии, что

а = | ,  а Р = - 1 2 .

2.4. ЗАДАЧИ НА СОСТАВЛЕНИЕ 
УРАВНЕНИЯ ПЛОСКОСТИ

В основу решения таких задач положен принцип ис­
пользования уравнения связки плоскостей, проходящих
через конкретную точку М 0 (л;0, у0, z0):

А{х -  х0 ) + В(у - у0 ) + С (г -  20 ) = 0 (2.11) 
В каждой задаче остается разобраться лишь с нахож­

дением нормального вектора плоскости N = (А, В, с ) .  
ПРИМЕР 5. Составить уравнение плоскости, проходя-



щей через три заданные точки М х (2; - 3 ;  2\ 
М 2{4; -1 ;  М 3(0; 3; 4).

Решение. Построим векторы М ХМ 2 = (2; 2; l)  и

M ]M Z = (- 2; 6; 2) (рис. 21), лежащие в искомой плос­
кости. Теперь ясно, что в качестве вектора нормали мож­
но взять их векторное произведение

N = М 1М 2х М 1М з : N =
i j  к 
2 2 1 

- 2  6 2
-2 i -  бў + 16k

Запишем уравнение связки плоскостей, проходящих 
через точку М г\

А(х  -  2)+ В(у + 3) + С{г - 2 ) =  0 ,
и заменим его коэффициенты координатами вектора 

N = (- 2; - 6 ;  1б), 
в результате чего получим:

-  2(х - 2 ) -  б(у + 3)+ 1б(г -  2) = 0 .
После упрощения уравнение искомой плоскости имеет 

вид:
х + Зу -  8z + 23 = 0 .

ПРИМЕР 6. Составить уравнение плоскости, проходя­
щей через данную точку М 0 (3; 4; -  l )  и данную прямую



х = Ы  -  2 
у = -t + 3 

z = 2t
Решение. Поскольку прямая принадлежит плоскости 

(рис. 22), то на плоскости находится точка прямой
Р(- 2; 3; О) и ее направляющий вектор Ъ = (5; 1; 2).

Далее N = Ьх РМ 0 , где Р М 0 = (5; 1; - 1).

i
= -/ + 16J + 10*

j  к ,
N  = 5 -  1 2

5 1 - 1
Остается в уравнение связки плоскостей, проходящих 

через точку М 0 (3; 4; - 1):

А(х - 3) + В(у - 4) + C(z + 1) = 0 ,

подставить А = -1, В = 15, С = 10и  упростить его, в ре­
зультате чего получим:

х - 15у - 10z + 4 7 = 0 .
ПРИМЕР 7. Составить уравнение плоскости, проходя­

щей через две параллельные прямые

х = 2t - 1  
У = 3t 

г = -< + 4

х = 2< + 5 
= 3? + 2 . 

г = -# + 1



Решение. Записываем уравнение связки плоскостей, 
проходящих через точку М 0(- 1; 0; 4) (рис. 23):

Рис. 23

А(х + l)+ By  + c(z -  4) = 0 .

На плоскости находятся векторы b(2; 3; -  l) и

М0М1 = (6; 2; - 3 ) .  Тогда

N = Ъ х М 0М 1 =
i ./' к 
2 3 - 1
6 2 - 3

= -7/ -  0 / - 14&

Значит, уравнение искомой плоскости 
-7 (х  + 1 ) - 1 4 ( г - 4 ) = 0 ,

откуда
х + 2z - 7 = 0 •

Еще один важный метод получения уравнения плоско­
сти и решения некоторых других задач основан на усло­
вии компланарности векторов: если три вектора лежат в 
одной плоскости, то они линейно зависимы и, значит, оп­
ределитель, составленный из координат этих векторов, 
равен нулю.

ПРИМЕР 8. Составить уравнение плоскости, проходя­
щей через две пересекающиеся прямые



х - -2 1 + 1 x = 3t
' У = 3t 1 и • у = -t -  1

z = t + 3 z — 2t 2
Решение. Пусть

М(л:, у, z) — текущая точ­
ка плоскости. Соединив точ­
ку М2( 1; 1; 3) с точкой 
М, получим вектор Рис. 24
M jM  = (ж -1 ; J/ + 1; 2 - 3 ) .
Этот вектор лежит в одной плоскости с векторами 
Ьг = (- 2; 3; l) и Ь2 = (3; -  1; 2). Значит, указанные три
вектора линейно зависимы (компланарны), в силу чего их 
смешанное произведение равно нулю, т. е.

Фактически (2.12) уже выражает уравнение искомой 
плоскости. После раскрытия определителя и упрощений 
получим:

ПРИМЕР 9. Составить уравнение плоскости, проходя­
щей через точку М0(4; 1; 3) и перпендикулярную к 
двум заданным плоскостям

x-3y + 2 z- l = 0 и Ъх + 2у -  2 + 4 = 0 .
Решение. Найдем три вектора, которые должны лежать 

в искомой плоскости. Если М(X, у , z) - текущая точка 
плоскости, то одним из них является вектор

М 0М  = (х - 4; у + 1; 2 -  З). Два других -  это векторы 
нормалей к данным плоскостям (рис. 25):

х-1  у + 1 z — 3 
- 2  3 1 = 0
3 - 1 2

(2.12)

7(л: - 1 )- 7(у + l ) -  7(2 -  З) = 0 ,
т. е.

х + у - 2 + 3 = 0 .



откуда
x -  11у - 1 7 2 + 36 = 0 . 
ПРИМЕР 10. Доказать, 

что уравнение плоскости, 
проходящей через прямую

x = btt + x0 
y = b2t + y0

z = b3t + z0 
перпендикулярно к плос­

кости Ar + 5y + C z+D  = 0 
(рис. 26), может быть пред­
ставлено в виде:

Рис. 26

*  -  *о У -У о 2 - го 
bi &2 h  

в с
1

А
= 0

Решение. Т. к. плоскость проходит через прямую, то в 
этой плоскости находится точка прямой M0(x0, у0, z0)
и ее направляющий вектор Ъ = (бх, Ь2, Ь3)> Соединив М 0
с текущей точкой М{х, у, z), получим вектор

М 0М  = (х - х 0, у ~ у0, z -Zq). Третьим вектором, лежа­



щим в плоскости, является вектор нормали к данной плос­
кости N = (А, Д С ). Указанные три вектора линейно за­
висимы, поскольку принадлежат одной плоскости. Поэтому 
определитель, составленный из их координат, равен нулю:

X -  *0  у - У 0 2 - 2о
&1 Ъ2 3̂ “ О 
А В  С 

что и требовалось.
Упражнение:
Решить примеры 5, 6, 7, используя л.з. векторов, а 

примеры 8, 9, 10, построив нормальный вектор.

§3. ПРЯМАЯ И ПЛОСКОСТЬ
3.1. ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ 

И ПЛОСКОСТИ

(2.2)

Для выяснения взаимного расположения прямой 
х = bxt + х0

• у = b2t + у0 
z = bst + z0 

и плоскости
Ах + By  + Cz + D = 0 (2.10)

попытаемся найти точку их пересечения. С этой целью 
надо решить систему уравнений:

Ах + By + Cz + D = 0 
х = bxt + х0

< У = b 2t +  i/o

2 - b3t + z0
Подставляя параметрические уравнения прямой в урав 

нение плоскости, получим одно уравнение с неизвестным I:

A(b{t + х 0)+  B(b2t + у0)+ C(bst + 20 )+ D = 0 ,
откуда

(АЬг + Bb2 + Cbs )t = - ( А х 0 + В у 0 + Cz0 + D ) .  (2 .13)



1-й случай
Abx+Bb2 +Cbs ф 0 (2.14)

Тогда уравнение (2.13) определяет единственное значе­
ние t, подставив которое в параметрические уравнения 
прямой, получим координаты точки пересечения прямой 
с плоскостью. С геометрической точки зрения условие

(2.14) означает, что ўу • b ф 0 > т* е* что N \  Ъ ; другими
словами, прямая не параллельна плоскости, а значит, она 
пересекает ее (рис. 27).

2-й случай

f АЬг + ВЬ2 + СЬ3 = О
[Ax0 + ByQ + Cz0 + D Ф 0 (2.15)

Тогда левая часть в (2.13) не может быть равна правой. 
Это говорит о том, что прямая параллельна плоскости.



С геометрической точки зрения первое условие в (2.15) 
означает, что iVJ_ Ь , т. е. прямая параллельна плоскости, 
а второе условие — что точка М0 не принадлежит плоско­
сти (рис. 28).

3-й случай
I АЪХ + ВЪ2 + СЬ3 = О
[Ax0 + B y0 +Cz0 + D = 0 (2Л6)

Уравнение (2.13) удовлетворяется при любых значени­
ях t\ значит вся прямая лежит в плоскости (рис. 29). С 
геометрической точки зрения условия (2.16) означают, что 
прямая параллельна плоскости и точка M0(x0,z/0, z0) ле­
жит в плоскости. Следовательно, и вся прямая принадле­
жит плоскости.

3.2. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ и п л о ско стью

Углом между прямой (2,2) и плоскостью (2.10) назы­
вается угол между прямой и ее проекцией на плоскость 
(рис. 30):

/пcos -Ф
V“

откуда

N b ЛЬл + ВЬ2 + СЬо
Sin ф = — 7 -

НИ иивисгЫ + 1>1 + ь1
Условие перпендикулярности прямой и плоскости:

а7И Г Л В С  N £ <=> — = — = —
11 Ьх Ь2 />3 

ПРИМЕР 1р Найти точку пересечения прямой 
х = t + 1

У - %t 1 с плоскостью 2х + 3у + 2 - 1  = 0 .
2 = 6t

Решение. Искомая точка является решением системы 
уравнений:



2х + Зу + z -  1 = О 
х = t + 1

■ у = -21 -  1 
z = 6t

Подставляя параметрические уравнения прямой в урав­
нение плоскости, имеем: 2{t + l)+ 3(- 2t -  l)+ 6f - 1  = О , от­
куда 2 f - 2  = 0= > t = l .  Возвращая найденное значение в 
уравнение прямой, получаем

х = 2, у = -3, 2 = 6 .
Ответ: (2; - 3 ;  6).
ПРИМЕР 2. Найти проекцию точки Р  (5; 2; -1 ) на плос­

кость 2х - у + 3z + 23 = 0 . Найти точку Q, симметричную 
точке Р  относительно данной плоскости (рис. 31).

Решение. Составим сначала уравнение прямой, про­
ходящей через точку р  перпендикулярно к плоскости, 
приняв направляющим вектором прямой
b = N  = (2; -  1; 3 ), получаем 

х = 2t + 5

•y = ~t + 2 (2.17)
z = 3 t- l

Теперь находим точку пере­
сечения полученной прямой с 
данной плоскостью, совместно 
решая их уравнения:

2(21 + 5 ) - ( - t  + 2) +
+ з(зг - 1)+ 23 = о ,
откуда t = — 2. Возвращаем это 
значение в уравнения (2.17), 
в результате чего получим
хк = 1» У к = zh: = -7  =>



=» jfiT(l; 4; -  7). Это и есть проекция точки Р  на данную 
плоскость. Координаты точки Q , симметричной точке Р  
относительно плоскости, находятся теперь из соотноше­
нии:

хР +хс
X  LT —

_ Ур+Уо
2тг  —

_ Zp + Zq
2 2  ’ Л 2  

Действительно,
x q =%x k  хР = 2-1-5 =-3 

УЯ = 2ук - у Р = 2 4-2  = 6
Zq = 2Zj( Zp = 2 ■ ( -7 )+ 1  = —13

Итак, Q (-3; 6; -13)
ПРИМЕР 3. Доказать, что прямая

[5х -  Зу + 2z -  5 = О
{ 2х-у  - 2 - 1  =  0 

лежит в плоскости
4х -  Зу + 7г -  7 = 0 

Решение. Здесь прямая задана как линия пересече­
ния двух плоскостей. Направляющий вектор этой пря­
мой ортогонален каждому из векторов нормалей 

= (5; -  3; 2) и N2 = (2; -1 ; - 1) и поэтому может 
быть получен как их векторное произведение:

(2.18)

(2.19)

b = N t x N  а =
1 j  k
0 - 3  2
2 1 - 1

= 5 i + 9/ + /с

Для того, чтобы найти одну из точек прямой, положим 
в (2.18) 20 = 0. Тогда имеем

[5л: -  Зу = 5 
)2х  - у = 1

откуда л:0 = —2, у0 = -5 ,  М0(—2; -5 ;  0). Параметрические 
уравнения прямой (2.18) имеют вид



' х = 5t -2
I у = 9t - 5 
j 2 = t

Если N ~ вектор нормали к плоскостям (2.19), то

N-b =4 5 + (-3 )-9  + 7 1  = 0 .
В то же время точка М 0(—2; 5; 0) удовлетворяет урав­

нению (2.19), т. к.
4 • (-2) -  3 • (-5) + 7 0 - 7  = 0.

Значит, оба условия (2.16) выполнены, что и доказы­
вает принадлежность прямой к плоскости.

3.3. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ до плоскости

Вычислим расстояние от точки М 0(х0,у0,г0) до плос­
кости

Ах + By  + Сг + D = 0 .
Для этого, прежде всего, составим уравнение прямой, 

проходящей через точку М0, перпендикулярно к плоско­
сти. В качестве направляющего вектора прямой возьмем

вектор нормали: Ь = ЎУ = (Л, В, С ) . Тогда имеем:

х = At + х0
• У = B t + у0 (2 20)

z = Ct + z0



Находим координаты точки К  пересечения прямой с 
плоскостью:

A(At + х0)+ B (Bt+  z/0)+ C(Ct + z0) + D = 0

(a2 + B 2 + C2)t = -(Ax0 + By0 + сг0 + D ) (2.21)

Т. к. a 2 + В 2 + С2 Ф 0 > T0 из (2.21) находим значение 
параметра t , соответствующее точке if, единственным об­
разом:

Ах0 + By  о + Сг0 + D
= ------- (2-22»

и, возвращая его в (2.20), определяем координаты точки if: 
хк “ At к + х0, ук - B tK + z/0, 2 к  = CtK + 20 .

Тогда получаем, что

М 0К  = {хк - х0. ук -уо,2к -z0)= (AtK ;B tK ;CtK ) 
и значит, искомое расстояние

d = ||М̂ || = + + (C ^ f  = | ^ А 2 + Б 2 +С2

С учетом (2.22), имеем:

|Ах0 + Вуо + С20 + Ц  
= ----- I 9~ 9 " 2—  (2.23)>/а 2 + в 2 + с 2

ПРИМЕР 4. Найти расстояние между параллельными 
плоскостями

2x-3y + 6z-8 = 0 и 2х - Зу + 6z + 6 = 0 .
Решение. Выберем какую-нибудь точку на первой плос­

кости. Для этого полагаем в ее уравнении у0 = 0 и zQ = 0; 
в результате имеем у0 = 0 и г0 = 0, т. е. х0 = 4. Значит, на 
первой плоскости нами выбрана точка М 0 (4; 0; 0). Рас­
стояние d от этой точки до второй плоскости будет как 
раз расстоянием между плоскостями. Вычислим его с по­
мощью формулы (2.23):

j _ | 2 - 4 - 3 0  + 6 0  + 6| o 
d ~ V4 + 9 + 36 2 ‘



В заключение этого пара­
графа решим еще одну за-

ПРИМЕР 5. Составить 
уравнение плоскости, па­
раллельной двум заданным 
плоскостям, проходящей 
через середину расстояния 
между ними (рис. 33).

дачу.

(I): Зх -  у + 2 г -  21 = О

(И) : Зх - у + 2z + 7 = О 
Изложим алгоритм ре- Рис. 33

шения, сопровождая каж­
дый этап результатом. Рекомендуем читателю развернуть 
это решение.

1) На плоскости (I) выбираем годну точку М0 (7; 0; 0).
2) Через точку М0 (7; 0; 0) проведем прямую, перпен­

дикулярную данным плоскостям:

3) Находим точку пересечения этой прямой с плоско­
стью (И) : JST(1; 2; -4 )  .

4) Определяем координаты точки Р  — середины отрез-
ка М 0К  : Р (4 ;1 ; - 2 ) .

5) Через точку Р  проводим плоскость, параллельную 
данным плоскостям, т.е. находим уравнение искомой плос­
кости: Зх- у + 2 г - 7  = 0 .

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Даны вершины треугольника A (l; -  2; 3), В (4; -1 ; 0),

С(5;1 -  2). Найти уравнения сторон А В  и АС.
2. Даны вершины треугольника

х — 31 + 7 
У = -t 
z = 2t



А(3;-1;-3\ В (5;1 ;-5>  С(- 3; 5; l ) . Найти уравнение
медианы A M  и написать уравнение прямой, проходящей 
через точку В  параллельно этой медиане.

3. В условиях задачи 2 найти точку пересечения меди­
ан треугольника.

4. Найти уравнение плоскости, проходящей через точ-
к и А (2 ;-1 ;3 )  Б (3 ;4 ;0) С (-1; 5; 2)

5. Составить уравнение плоскости, проходящей через

х — 31 +1 
у - 2t + 7 
z = -t + 8

6. Составить уравнение плоскости, проходящей через

точку М0(3 ;-1 ;8 ) и прямую

две параллельные прямые

x = 2t-3 
у = t + 4 
z = t + 2

х = 2t 
у = t + 7 
z - -t + 1

7. Доказать, что прямые

л: = 3t + 2 
У = 2t - 1 
г -  5t + 3

и

х = t + 3 
у = 3 t- 5 

z = 4f
пере­

секаются, найти точку их пересечения и составить урав­
нение плоскости, содержащей эти прямые.

8. Составить уравнение плоскости, проходящей через

точку А (- 1;2; 3), перпендикулярную А В ,  где В (3 ;-1 ; 2).
9. Найти уравнение плоскости, проходящей через точ* 

у Л (2 ;-1 ;3) перпендикулярно плоскостям

2х -  Зу + z -1 = 0, 3x + y + z - l l  = 0.
10. Написать параметрические уравнения прямой

\2х -  Зу + 4г + 7 = 0 
(Зх + 2у -  5z -  9 = 0

11. Составить уравнение плоскости, проходящей через 
прямую



Зл: -  4у + 2 -  3 = О
2х + у - 2 + 7 = 0 и точку А (3 ;-1 ;4 ).

12. Найти угол между плоскостями 
Здг -  4у + г + 8 = 0, x + y + z - 11 = 0.

13. Найти проекцию точки А (2;-1 ;3) на плоскость 

2х - у + Az + 7 = 0 .

14. Найти проекцию точки А(3;- 1; 8) на прямую

х = t + 2 
у = -t + 5 
z = 3t + 7

15. Найти точку, симметричную точке А(3;1;2) отно­
сительно плоскости

5х - 2у + z - 15 = 0

16. Найти точку симметричную точке А (2 ;-1 ;4) отно­
сительно прямой

jc = 2̂  — 1
* у = t + 2 
2 = 3t - 4

17. Найти расстояние от точки А(2;5;0) до прямой 

х = 3t + 1
У = t - 2 '
z = 2t + 5

18. Найти расстояние между параллельными плоско­
стями

2х - у + 4z -  7 = 0, 2х - у + 4z -11 = 0.
19. Найти расстояние между параллельными прямы­

ми



х = 2t - 1 x ~ 2t + 3 
у = t + 3 ' у = t -1 
z — t — 2 z - t

20. Найти проекцию прямой

x = 2t-\ 
у = t + 2 
z = 3t + 5

x + y+-z-12 = 0 .

на плоскость

21. Найти проекцию прямой

X - t -1  
у = 2t -  3 
z = 4t + 5

на плоскость

2x + y -  z + 4 = Q.
22. Найти уравнение плоскости, все точки которой рав­

ноудалены от плоскостей 2х - у - z + 7 = 0,

2 x - y- z  + 15 = 0.
23. Найти уравнение плоскости, все точки которой рав­

ноудалены от плоскостей Зх + 2у - z + 8 = 0,

х - З у  -\-2z-l = 0 .
24. Найти уравнение плоскости, параллельной плоско- 

ш 2х + у - 42 + 5 = 0 и касающейся сферы

( x - l f  + (y - 2 f  + г2 = 2 1 .
25. Написать уравнение прямой, проходящей через

х — t

точку А(2 ;-1 ;0 ), перпендикулярно прямой у = -3 f -  1
2 = -2f - 1

и

пересекающей ее. Ответ представить как линию пересече­
ния двух плоскостей.

26. Найти расстояние между скрещивающимися пря­
мыми



х -  4t +2 
у = t -1 
2 = -t +1

x - 2 t- A  
у  = -2t + 2 

z = -Z t- 2

ОТВЕТЫ:

х =  зг+ 1 x =  4£ +1 x -  ■—21 + 3
1.

II о
ц 1 t
o у — 3t — 2  2 ■y  = 4£-l •

z — S t  + 3, z = -5t+3 z - t -  3,

x = -2t + 5 
y = 4t + l  
z = t - b

(5 5 7 )
3' 3 ; 3 ; ~ 3  Г 4* i3 *  + Юг/+ 2 1 2 -7 9  = 0

5. 4дc + y +142 -1 2 3  = 0 .6 .  2x-i/  + 32 + 4 = 0 .

7 .(5 ; 1; 8), x + y - z  + 2 = Q. 8. 4 х -3 г/ -г  + 13 = 0 ,

9. 4 х -г/ -1 1 г  + 24 = 0 . 10.

x = 7t + l  
y = 22t + 3 

z = 13t

n
11. 2x + 2 3 i/ -ll2  + 61 = 0 . 12. —.

13.

15. (l; - 7 ;  - 4 ) .  16.

r 2 1 1 Г
14.

32 45 107 ̂
7 ’ 7 ’ ~  7 J 1 1 J\ 1 1 ; И  J

26 62

17. 5^3 . 18. 19. Т зо . 20. '

З л
7

д; = 1 

y = t + 3 
2 — —£ + 8



21.
x  = t + 1 

у  - 2t -  2 

z = 4£ + 4
22. 2 x - y - z  + 11 = 0 .

23. 2х + 5г/-Зг + 15 = 0, 4х-1/ + ;г + 1 = 0 .

24. 2х + г / -4 2 -2 5  = 0, 2х + г/-4г + 17 = 0 .

[ jc - 3 j/ - 2 z - 5  = 0 
2 5 - [Зл: + 5г/- б г - 1  = 0 '  26, =

§4. ПРЯМАЯ В Я2

4.1. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ, ПРОХОДЯЩЕЙ ЧЕРЕЗ 
ДАННУЮ ТОЧКУ В ЗАДАННОМ НАПРАВЛЕНИИ. 

ПУЧОК ПРЯМЫХ

Мы уже знаем (§1), что прямая, проходящая через дан­
ную точку M q (л̂ ,; JJq ) в направлении вектора b = (Ьг ’,Ь2), 
имеет параметрические уравнения

(х = Щ +Хц

W w  (2-24)
< t < ©о (рис. 34), а М (х ;у )  — текущая точка пря-где 

мой. Если тоЬ{ = 0 ,

b = (0;&2)| ] , т. е. прямая
вертикальна и из (2.24) сле­
дует, что она имеет уравне­
ние

X  — Xq (2.25)



Если 1\Ф 0 , то из (2.24) можно исключить t и полу­
чить связь между координатами текущей точки

У ~ У о = ^ (х ~ хо) (2.26)

Напомним, что угловым коэффициентом прямой назы­
вается тангенс угла наклона этой прямой к оси абсцисс.

Из рис. 34 видно, что k = tgcp = — ; поэтому из (2.26) по-
h

лучаем:

У -У 0 = Н ,Х -Х 0) (2.27)
Это уравнение прямой, проходящей через точку М0 с 

заданным угловым коэффициентом.
Любая другая прямая, проходящая через точку М0, 

будет иметь уравнение такого же вида, но у нее — другой 
угловой коэффициент. Таких прямых существует, конеч­
но, бесконечное множество. Совокупность всех прямых, 
проходящих через точку M Q , называется пучком прямых. 
Таким образом, если в уравнении (2.27) мыслить k пере­
менным, то оно выражает пучок прямых, проходящих 
через точку М0 (за исключением вертикальной прямой) 
(рис. 35).

Переписав уравнение (2.27) в виде y  — k x + y ^ —k Aq и 

обозначив Z/q —kx§ = b , получим:

y = kx + b (2.28)
Это уравнение прямой с 

угловым коэффициентом. 
При х = 0 у = Ь. Значит, Ь - 
есть отрезок, отсекаемый 
прямой на оси Оу (рис. 36). 
Меняя k и Ь, можно полу­
чить все прямые на плоско­
сти, кроме вертикальных.



4.2. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ, ПРОХОДЯЩЕЙ 
ЧЕРЕЗ ДВЕ ЗАДАННЫЕ ТОЧКИ

Составим уравнение прямой, проходящей через точки 
А(х а ',Уа ) и В (хВ’ У в )• Для этого мы должны из пучка 
прямых, проходящих через точку А

У~У а =М?с- Х А) , (2.29)

выделить ту, что проходит еще через точку В. Из ААС В

. , У в - у А (рис. 37) следует, что кА% = tgp = J------:— . Остается это
ХВ ~ ХА

значение подставить в (2 .2 9 ), после чего имеем



Ув ~Уа ( \ у -  Уа = '------!—  \х ~ х а ) ~ уравнение прямой, проходящей
Хв -Х а

через точки А и Б. Разумеется, этим уравнением нельзя

воспользоваться, если ХВ =ХА. В таком случае прямая 
вертикальна и имеет уравнение х = хА .

4.3. УГОЛ МЕЖДУ ДВУМЯ ПРЯМЫМИ, 
УСЛОВИЕ ПАРАЛЛЕЛЬНОСТИ 

И УСЛОВИЕ ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТИ ПРЯМЫХ

Углом между прямыми у = kxx + и у - k%x + Ь2 на­
зывается угол 0 , на который следует повернуть первую 
прямую вокруг точки К  (рис. 38), чтобы получить вто­
рую. Из определения вытекает, что 0 = ф2 -  <рх. Отсюда

tg0 = tgf(fc — (Pi) = Учитывая, что tgcpi = k,в д а  v i; i+tg^tgcfe 1

и tg(p2 = k2 , получаем:

. _ ko-k*
**® = Г Й ^  (2-31)

Формула (2.31) неприменима, если
l  + ki ‘ kL =0 (2.32)



Смысл условия (2.32) раскрывается следующим обра­
зом:

означает перпендикулярность двух прямых. Условие па­
раллельности двух прямых: к\ = .

4.4. УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ ПО ТОЧКЕ 
И НОРМАЛЬНОМУ ВЕКТОРУ. 

ОБЩЕЕ УРАВНЕНИЕ ПРЯМОЙ.

Вектором нормали к данной прямой называется век­
тор, перпендикулярный ей. Составим уравнение прямой
по известному вектору нормали N  = (А; В ) и заданной точ­

ке Если М (х ;у )  — текущая точка прямой, то

векторы N  = (А ;В )  и М ХМ  = (х - х 1; у -  уг) ортогональ­
ны (рис. 39). Это зна-

1 + kx k2 = 0 <=> /г2 = -----<=> tg(p2 = --------- «
/?i tgcpx

tg?2 - -ctg-фх <=> tg92 = tg I  + ф! <=>

« Ф 2 = |  + <Pi <=>(1)1(П)

Следовательно, условие (2.32) или условие

(2.33)

А У
чит, что N  М УМ  = 0 , 
т. е.
А {х - х 1)+ В (у - у 1) = О
или
Ах + B y  + С = 0 ,

(2.34)

х



где С = -Ахх -  В у г . Уравнение (2.34) называется общим 
уравнением прямой. Если В  ф 0 , оно выражает прямую

А С  Аi/ = ~ — Х - — с угловым коэффициентом k = -  — . Если В  В  В
же В  = 0 > то А Ф 0 (подумайте, почему) и тогда (2.34)

С
выражает вертикальную прямую х = —— .

а

ЗАДАЧА 1. Треугольник задан вершинами А(-  4 ; -  2)

В(-1;3\ С(б;- 4). Составить уравнения стороны ВС, ме­
дианы В М  и высоты В Н .

Б

Рис. 40 
Решение.
Все три прямые (рис. 40) принадлежат пучку

или
У-у в = k{x-xB ) 

// -  3 = /е(х + l) (2.35)

Найдем для каждой из них угловой коэффициент и 
возвратим его в (2.35)

и _ Ус ~ У в _ ~4 -  3 _ 
^ - г с - г в ' б - И )  *



Тогда уравнение стороны ВС  имеет вид

(В С ): у - 3 = -l{x + 1) или х + у - 2 = 0 .

Далее, поскольку М  -  середина отрезка АС, то
_ х А + хс _ - 4  + 6 

хм - 2 -  2 "  ’
_ Уа + Ус _ - 2 - 4  _
У м -------2 ~ ~  ’

U _ Ум ~Ув _ - 3 - 3  „
вм ~ г'  ТТГ " _ »ХМ ХВ 1 +  ± 

и значит, уравнение медианы выглядит так:
(В М ) : у - 3 = -3(я +1) или Зх + у = 0 .

_  ь _ Ус ~Уа _ 1 *, _ 1 Далее "ас -  ~ ~ т  ^  яя -  -  т  в силу усло- 
хс -  ха 0 АС

вия перпендикулярности прямых АС  и В Я . Поэтому 

квн = 5 и, следовательно,

( В Н ) : у -  3 = 5(х +1) или 5х - у + 8 = 0 .

ЗАДАЧА 2. Найти угол между двумя прямыми:

а) у = -2х + 3, у = Зх + 5;
б) Зх + by - 7 = 0, 2х - 4у + 5 = 0;
в) 4дг — Зг/ + 8 = 0, Зх + 4у -1 5  = 0.

Решение.
а) Выписываем угловые коэффициенты прямых 
= -2 , k2 = 3 . Используя формулу (2.31), находим тан­

генс угла между данными прямыми

t g » .  i - f c f U - ! ,
l + (-2 )S

откуда следует, что

4х  3IK. 541 - 97



б) переписав каждое из уравнений данных прямых как 
уравнение с угловым коэффициентом, имеем:

3 7 х 5У = ~ — х  + — , 77= — + —
5 5 2 4

Отсюда ясно, что

ь 3 ь 1кл = — , k9 = —.
1 5 2 2

Тогда

tgcp =

1.
2

‘ 4 -  - !2 5

11
7

+ 11Ф = a rctg  — .

в) здесь = — > k2 = -  —. Мы видим, что угловые ко­

эффициенты обратны по величине и противоположны по 
знаку. Это означает, что прямые взаимно перпендикуляр­
ны.

ЗАДАЧА 3. Дана прямая 2je + Зу + 4 = 0 . Составить

уравнение прямых, проходящих через точку M0(2;l) и 
образующих с данной прямой углы по 45°.

Решение. Запишем сначала уравнение пучка прямых, 
проходящих через точку М0(2; l) : у - 1 = k(x - 2\ Угловой

2
коэффициент данной прямой «i = ” — . Поскольку угол во
45° можно отложить от данной прямой либо против часо­
вой стрелки, либо по часовой стрелке, то угловые коэф­
фициенты искомых прямых мы найдем из соотношений



т. е. либо

1 + kxk2 = k2 -  &i, либо 1 + = kx - k2 , откуда в первом 
случае,

а во втором случае

и поэтому уравнение еще одной искомой прямой

и одной диагонали х + 2у + 3 = 0 . Найти координаты всех 
вершин.

Решение.
Поскольку коэффициенты при переменных в уравне­

ниях сторон одинаковы, то нам даны параллельные сто-

и, значит, уравнение искомой прямой

У~ 1 = \(х-2)=> х-5у + 3 = 0у 
5

у - 1 = -5(х -  2) => 5х + у - 11 = 0 .
ЗАДАЧА 4. Даны уравнения двух сторон ромба 

х -  Зу - 7 = 0 и х -  3у - 12 — О

х - З у  - 1 2  = 0
С

Л  х — Зу — 7 = Q D

Рис. 41



роны ромба (рис. 41). Решая совместно уравнение сторо­
ны AD  и диагонали АС, находим координаты точки А:

х - Зу - 7 = 0 ( j
х + 2у + 3= 0 '■

Аналогично, рассматривая совместно уравнения сторо­
ны ВС  и диагонали АС, находим координаты точки С:

t x - 3 y - l 2 ~ Q  ( j 
(д;+ 21/+ 3 = 0 '•

Так как диагонали ромба в точке пересечения Р  делят­
ся пополам, то координаты точки Р  определяются просто:

х А + Х г  „ Уа + У с = 5
> 2 *

jcp = 2, Ур -  ■

Угловой коэффициент диагонали AC: kAC = . Тогдал
угловой

-  ” ■
мс

коэффициент другой диагонали 

^bd - 2 , поскольку диагонали ромба вза­

имно перпендикулярны. Используя уравнение пучка пря­

мых, проходящих через точку 

сать уравнение диагонали BD:

2 ;-  — 
2 , мы можем запи-

(В В ) :  у + ~  = 2(х-2),

т. е.
(BD ) : 4х - 2у -1 3  = 0 .

Теперь, решая систему уравнений (ВС) и (BD), нахо­
дим координаты точки В:

[ х - Зу -1 2  = 0 
[4х - 2у -1 3  = 0

В

Координаты Точки D  получаем из соотношений



*B+xD _ r  У в + У о _ !1 
~ 2 2 Ур’

в результате чего имеем

5

ЗАДАЧА 5. Составить уравнение сторон треугольника, 
если даны вершина В(- 4; -  5) и уравнения двух высот

(CD): 5* + 3z/-4 = 0 и (АБ): 3 * + 8у + 13 = 0 . 
Решение. Запишем уравнение пучка прямых, прохо­

дящих через точку В :

Рис. 42

у + 5 = k(x + 4) (2.36)
Исходя из уравнений данных высот, имеем:

ь -  5 ь - 3  
e c d “ ” "g * ае “ ~  g" •

Используя условие перпендикулярности прямых, по­
лучаем отсюда:

8

3 '%CD *АЕ

Возвращая найденные значения угловых коэффициен­



тов в (2.36), имеем:

(A S ) : y + 5 = — (х + 4) => Зх -  5i/ -1 3  = О 
5

{ в с ) : у + 5 = - ( х  + 4) => 8х - Зу + 17 = О'
3

Далее решением системы уравнений А В  и А Е  находим 
координаты точки А, а решением системы уравнений ВС 
и CD — координаты точки С:

3 * - 5 у - 1 3  = 0 ^   ̂
Зх + 8{/ +13 = О v * 
'8 * - 3 0  +17 = 0 , ч 
5х + Зу -  4 = 0 ^  3>

Остается найти kAC и использовать уравнение пучка 

У - у  А = Ь ( г - * а ) ’- Ь а с  = \ ? ~ УХА = ~ Т ~ 7  = ~ 1Xq — Лд — jL — J. Z

(АС): у + 2 = -  — (г -  l)  или 5jc + 2у — 1 = 0 . 
z

ЗАДАЧА 6. Даны вершины треугольникаА(4; 1),В(8; 7), 
С(1; 3). Составить уравнение биссектрисы внутреннего 
угла А.

Решение. Известно, что биссектриса внутреннего угла 
треугольника делит противоположную сторону на части, 
пропорциональные прилежащим сторонам:

А (4; 1) 

Рис. 43



А,=
1 А В

щ АС
; А В  = (4; 6> АС = (- 3; 2)

АвЦ = >/16 + 36 = 2л/1з, lUcll = л/9 + 4 = л/13,

л/13
Находим координаты точки D:

ДС п — + \х с _
1 + X

8 + 2 1  
1 + 2

10
3

_ У в + ^Ус _ 7 + 2 -3  _ 13 
D 1+Я 3 3 ’

Теперь определяем угловой коэффициент искомой бис­
сектрисы

И - i
k AD =  =  - А ----- =  - 5

XD ~  ХА 10 - 4

и записываем ее уравнение (.A D ):y  - 1  = - 5(лс - 4 ) .

4.5. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ ДО ПРЯМОЙ

Дана прямая Ах + B y  + С = Ои точка М 0(х0,у0) 9 не 
лежащая на ней. Получим формулу, выражающую рас­

стояние d от точки до прямой 
(рис. 44).

План действий:
1) составим уравнение прямой 

М 0Р , перпендикулярной задан­
ной;

2) найдем точку пересечения 
К  рассматриваемых прямых;

3) составим вектор М 0К  и 

найдем его норму \\М0К\\ = d .



Принимая во внимание, что вектор N = (А ;В )  перпен­
дикулярен данной прямой, запишем уравнение прямой

ix = A t + х0
М 0Р  в параметрическом виде | у = B t + у0 * Для нахожде­

ния точки пересечения К  решаем систему

х = At + х0 
У ~ B t  + у0 => 

Ax + B t + C = О 

A(At+ Xq) + B(Bt+ у0)+С = 0=>

откуда

и, значит,

(а 2 + B 2)t = -Ах0 - B y 0 - С, 

Ах:0 + Ву0 + С
tK - ~~ А 2 + В 2

хк  = A t K  + *о

У к = В*К + Уо

Записываем теперь вектор М 0К  = (хк - х0; ук - у0) и 
находим его норму

<* = Цм„*|* \/(*lг - *of  + fo - Ho f  = =

= м . = I41" + Д!У  ° l . Д Т Г Ғ
Итак,

= |Ах0 + Ву0 + С[

у1а2 + в2 (2‘37)
ЗАДАЧА 7. Стороны квадрата лежат на параллельных 

прямых 5х -  Зу -  10 = 0 и Ъх -  Зу + 7 = 0 . Найти площадь 
этого квадрата.



Решение, Длина стороны квадрата равна расстоянию 
от любой точки первой прямой до второй прямой. Выби­
раем на первой прямой точку М0, полагая у0 = 0; тогда 
х0 = 2, М0(2; 0). Расстояние от этой точки до второй пря­
мой определяем по формуле (2.37):

d _ | 5 -2 -3 -0  + 7|_ 17 
V25 + 9 ^34 *

Искомая площадь квадрата

S  = d2 = —  = 8,5.
34

ЗАДАЧА 8. Найти уравнения биссектрис углов между 
прямыми (i): 10х -  8у + 3 = 0 и (и): 4х + 5у - 7 = 0 .

Решение основано на том, что каждая биссектриса 
представляет собой множество точек, одинаково удален­
ных от сторон угла (рис. 45). Обозначим черезX и Y  коор- 
динат'ы текущей точки М  биссектрисы. Тогда, согласно 
(2.37), расстояние dx от точки М  до прямой (I) определя­
ется формулой

_ |10Х -  8У + 3| _ |10Х -  8У + 3|
1 ” VlOO + 64 ” 2yfli 

а расстояние от этой же точки до прямой (II)



_ |4Х + 5У-7| _ |4Х + 5У-7|

2 "  V ie + 25 Ш
Для точек, леясащих на биссектрисе, d1 = d2; поэтому

|10Х -  8У + 3| _ |4Х + 5Y -  7| 
2^41 ” V41

т. е.
|10Х-8У  + 3| = 2|4Х + 5У -7|.

Равенство модулей означает, что либо
1 0 Х -8 У  + 3 = 2(4Х + 5 У -7 ) ,

т. е.
2 X -1 8 Y  + 17 = О,

либо
10Х -  8У + 3 = -2(4Х  + 5У -  7),

т. е.
18X + 2 Y -  11 = 0.

Мы получили уравнения сразу двух биссектрис: и угла 
Ф, и угла я -  ф. Принимая во внимание, что смысл урав­
нения заключается в зависимости между координатами 
текущей точки, а не в том, как они обозначены, можно 
записать искомые уравнения, заменив X  на х, а У на у:

2х-18 у + 17 = 0 
18х + 2 у -1 1  = 0 ‘

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ. 
1-Й УРОВЕНЬ

1. Определить точки пересечения прямой 
2х - Зу - 12 = 0 с координатными осями.

2. Стороны треугольника заданы уравнениями
(A B ):  4 * + 3i/- 5  = 0, (ВС ):х  - Зу + 10 = О,
(AC): х - 2  = 0



О п р ед ел и ть  к о о р д и н а т ы  е го  вер ш и н .
3. Написать уравнение прямых, проходящих через точ­

ку А (5; -2 ):
а) параллельно прямой Зх -  4у + 1 = 0;

б) перпендикулярно прямой 2г-Зг/+4=0;
в) параллельно оси ординат;
г ) перпендикулярно оси ординат.
4. Найти углы между заданными прямыми:
а) 2х -  by - 1  = 0 и 4х + Зу + 2 = 0 ;

б) х-2у  + 5 = 0 и З х- у  + 4 = 0;
в) 2х -  Зу + 5 = 0 и Зле + 2у - 7 = 0 .
5. Проверить, лежат ли точки А, В, С на одной прямой
а) А(£1), В(0;5) С(4;-3);

б )А (-1 ;0 ), B (l;-  2), C (3 ;-l) .
6. Даны три последовательные вершины параллелог­

рамма A(l;4), £ (3 ;- l) l  С(0;2). Найти координаты чет­
вертой вершины.

7. Даны вершины треугольника А ( 1; 2), В (2; —3), 
С(—1; 7). Найти уравнения всех его сторон.

8. Даны вершины треугольника А( 1; —2), Б(3; 4), 
С(7; 6). Найти уравнения всех медиан и доказать, что они 
пересекаются в одной точке. Указать эту точку.

9. Найти точку пересечения высот треугольника, вер­
шины которого находятся в точках А(—2; —2), В(1; 3), 
С(4; -5 ).

10. Даны уравнения двух сторон прямоугольника 
2л;-Зг/ + 5 = 0, 3jc + 2i/ - 7 = 0 и одна из его вершин 
А(2; —3). Составить уравнения двух других сторон пря­
моугольника.

11. Через точку пересечения прямых х + 2у - 3 = 0 и 

Зх -  у -  2 = 0 провести прямую, перпендикулярную пря­
мой 2х + 5у - 1 4  = 0 .



2-Й УРОВЕНЬ

12. Найти проекцию точки А (2; 3) на прямую, прохо­
дящую через точки В( 1; 5) и С(—3; —1).

13. Найти точку В, симметричную точке А(—1; 4) отно­
сительно прямой 2х - Зу + 1 = 0 .

14. Составить уравнение прямой, равноудаленной от 
двух параллельных прямых:

а) х + у + 3 = 0, 2х+2у - 1  = 0 ;

б) 2х - у = 0, 4х - 2у + 5 = 0 .
15. В треугольнике ABC  даны уравнения стороны (АВ): 

4я + у - 1 2  = 0 ,  высоты (А Н ) : 2х + 2у - 9 = 0 и высоты

(BD): 5х - 4у - 1 5  = 0 . Составить уравнения сторон ВС  и 
АС.

16. Составить уравнения сторон треугольника, зная одну 
его вершину В(2; —7), а также уравнения высоты
Зле+ # + 11 = 0 и медианы х + 2у + 7 = 0 , проведенных из
различных вершин.

17. Зная координаты двух вершин ромба А(0; 4) иВ(2; 3)
и уравнение стороны (<CD): х + 2у -  3 = 0 , вычислить ко­
ординаты остальных вершин.

18. Точка А (—4; 5) является вершиной квадрата, диа­
гональ которого лежит на прямой 7х - у + 8 = 0 . Соста­
вить уравнения сторон и второй диагонали этого квадра­
та.

19. Даны вершины треугольника А(1; —2), В(5; 4), 
С (-2; 0). Составить уравнения биссектрис его внутренне­
го и внешнего углов при вершине А .

20. Даны две противоположные вершины квадрата 
А {—1; 3) С(6; 2). Составить уравнения его сторон.

21. Начало координат является центром квадрата, урав­
нение одной из его сторон х + 2у - 1  = 0 . Найти координа­
ты вершин квадрата.



ОТВЕТЫ:
1. (б;0) (0 ;-4 ) . 2. А (2;-1), В ( - 1;3> С(2;4).

3. а) Зх -  4у -  23 = 0 , б) Зл: + 2у - 11 = О, в) х = 5 , 
г ) у  = - 2 .

4. а )~ arctgЩ- , б) в) | . 5. а) да, б) нет. 6. (-2 ; 7).

7. (А В): 5х + у - 7 = О, (ВС): 10* + Зу -1 1  = О,

(АС): 5* + 2у - 9 = О

8. (A M j): 7* -  4у -1 5  = О (ВМ2): 2jc + г/ -10  = О

(пт, \ , „ f l l  8 )  (  18 23)(СМ3): x - i / - l  = 0,^— J

10. Зх + 2у = 0, 2х - Зу - 1 3  = 0 . 11. 5х -  2у -  3 = 0.

5 53 
12' 1 1 3 ; 13 . 13. (3; -2 ). 14. а) 4х + 4у + 5 = 0 ,

б) 8л: -  4у + 5 = 0 .

15. (ВС): *  - у  - 3  = 0 (АС): 4х + Ъу-2 0  = 0 .
16. х -Зу  - 2 3  = 0, 7х + 9у + 19 = 0, 4х + Зу + 13 = 0 .

17. C(l; l)l D (-1; 2). 18. 4х + Зу +1 = О,

Зх -  4i/ + 32 = 0 .

4х + Зу - 24 = 0, Зл: -  4у + 7 = 0, х + Ту -  31 = 0 .

19. 5х + г/-3 = 0 — биссектриса внутреннего угла, 

х - 5у -1 1  = 0 — биссектриса внешнего угла.

20. Зх - 4у + 15 = 0, 4х + Зу -  30 = 0, Зд: -  4у - 10 = О, 

4х + Зу -  5 = О

1 3 1 П  _ 1 )  П* А
5 ’ 5 f 5 ’ 5 Г 5 ; 5



Глава 3 
КРИВЫЕ И ПОВЕРХНОСТИ

§1. КРИ ВЫ Е ВТОРОГО ПОРЯДКА

Определение. Всякая линия, которая в некоторой си­
стеме координат описывается уравнением второй степени 
относительно переменных х и у, называется кривой вто­
рого порядка.

В самом общем виде уравнение кривой второго поряд­
ка таково:

Ах2 + Вху + Су2 + Dx + Е у  + F  = 0  (3.1)
Рассмотрим, прежде всего, конкретные виды кривых 

второго порядка и уже затем вернемся к уравнению (3.1).

1.1. ЭЛЛИПС. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ 
И ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ

Определение. Эллипсом называется множество точек 
плоскости, сумма расстояний от каждой из которых до 
двух данных точек, называемых фокусами, есть величи­
на постоянная, равная 2а.

Для вывода уравнения эллипса введем систему коор­
динат: ось абсцисс проведем через фокусы F x и Ғ2, а ось 
ординат — перпендикулярно оси абсцисс через середину 
расстояния между ними. Обозначим через 2с — расстоя-



ние между фокусами. Тогда (рис. 46) фокусы имеют коор­
динаты Fx(c\ 0)t F2(- с; О) Пусть М (х ; у) — текущая 
точка эллипса.

Расстояние гг = ҒХМ  и г2 = Ғ2М  называются радиуса­
ми - векторами точки и вычисляются очень просто:

Складываем и вычитаем (3.3) с (3.5). Результатом яв 
ляются формулы, связывающие радиус-векторы текущей 
точки эллипса с ее абсциссой и заданными параметрами:

Приравнивая г2 в формулах (3.2) и (3.6), имеем:

Из условия 2а > 2с (сумма длин двух сторон треуголь­
ника больше длины третьей стороны) следует, что а > с, 
разность а2 — с2 положительна. Обозначив а2 — с2 = Ь2 , 
получаем из (3.7) :

После деления обеих частей равенства на 62, приходим 
к каноническому уравнению эллипса

Г1 = ^ (х -с )2 +у2, r2 = }/(x + c f  +у2 (3.2)

Из определения эллипса следует, что 
гх + г2 = 2а , 

а простой подсчет показывает, что
(3.3)

2 2 лг2 ~ г\ = 4сх (3.4)
Разделив (3.4) на (3.3), имеем:

о сг2 -гх = 2 - х (3.5)а

гх = а - - Х ,  /2 = (3.6)а

(3.7)



a bz
Исследование формы и построение эллипса.
1) Если точка (х; у) лежит на эллипсе , то точка (х; —у) 

тоже лежит на эллипсе. Это означает, что эллипс симмет­
ричен относительно оси абсцисс. Аналогично показывает­
ся, что эллипс симметричен и относительно оси ординат.

2) Находим точки пересечения эллипса с координат-

х 2 1
ными осями: при у = 0 имеем ~ 1 =* х = ±а . Значит,

эллипс пересекает ось абсцисс в точках А г(а; 0) и 

А2(-а ; О). Эти точки называются вершинами эллипса.

Если х = 0, то у  = ±Ь, и мы отмечаем еще две вершины
эллипса ВД0; Ъ) и В 2(0; -Ь).

3) Выражая из уравнения эллипса у явно через х, по-

у = ± - л / ^ 7 ~ 2лучаем *  • Область определения этой фун­

кции -  а < х < а , т. е. эллипс не выходит за пределы этой 
полосы. Рассуждая подобным образом, увидим, что эл­
липс не выходит и за пределы полосы -Ь < у < b . Значит,

{- а < х > а\
весь эллипс находится в прямоугольнике

Ь I 2 2~
4) В первом квадранте  ̂ = ~ х Из этого ра­

венства следует, что с увеличением х от 0 до а у убывает 
от b до 0.

Принимая во внимание все сказанное, делаем вывод о 
форме эллипса (рис. 47). Механически эллипс можно по­
строить таким образом: нить длиной 2а закрепить в фо­
кусах F l и F 2, в точку М  поместить острие карандаша и, 
натянув нить, описать точкой М  эллипс.

Полагая в каноническом уравнении эллипса Ъ = а, по-



лучаем х2 + у 2 = а2 -  окружность радиуса а с центром в 
начале координат. Значит, окружность — частный случай 
эллипса.

ЭКСЦЕНТРИСИТЕТ ЭЛЛИПСА

Определение. Эксцентриситетом эллипса называется 
отношение фокусного расстояния к длине большой оси

2 с с8 =
2 а а

Из равенства а2 -  с2 = Ъ2 или с = 7а2 _ следуют два 
важных соотношения

е = J 1 - и

которые показывают, что эксцентриситет эллипса харак­
теризует степень сжатия (растяжения) эллипса вдоль оси

О у: чем меньше е , тем больше отношение — и, значит.а
эллипс более вытянут вдоль оси О у; минимальное значе­
ние эксцентриситета 6 = 0  соответствует тому, что Ь = а. 
т. е. равенство нулю эксцентриситета отвечает случаю ок­



ружности. Формулы (3.6) позволяют установить связь ра­
диусов-векторов текущей точки с эксцентриситетом:

rx = а - ex, г2 = а + ех . (3.9)

1.2. ГИПЕРБОЛА. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ

Определение. Гиперболой называется геометрическое 
место точек, для каждой из которых разность расстояний 
до двух данных точек, называемых фокусами, есть вели­
чина постоянная, равная 2а.

Систему координат выбираем, как и в предыдущем слу­
чае (при выводе уравнения эллипса). Фокусы имеют те же 
координаты: F x (с; 0), Ғ 2 (—с; 0), но теперь 2с > 2а (длина 
любой их сторон треугольника больше разности длин двух 
других сторон) и через Ъ2 обозначим величину с2 — а2.

Далее, для текущей точки гиперболы, расположенной 
справа от оси Оу , имеем (рис.48):

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ

1\ = y j(x -c f +у2, Г2 = yj(x + с)2 + у2

I

Сгх = —х - а
а
сг2 = — х + аа

М(х, у)

ҒЦ-с; 0) о F t(c; 0) х

Рис. 48



И тогда

х2 + 2 сх + с2 + у2 = ^  х2 + 2сх + а2

-1
а

2 2 2 2 ]х - у =с -а

х у---1ь2 (3.10)

Получили каноническое уравнение гиперболы.
Этому же уравнению удовлетворяют координаты любой 

точки гиперболы, расположенной слева от оси ординат.

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ ГИПЕРБОЛЫ

1) Если точка (х; у) лежит на гиперболе, то на гипер­
боле лежат точки (—х; у )9 (х; —у) и (—х; —у). Это значит, 
что обе координатные оси являются осями симметрии, а 
начало координат — центром симметрии гиперболы или 
просто ее центром. Ось абсцисс называется фокальной осью 
гиперболы (или действительной осью).

2) Находим точки пересечения гиперболы с осями ко­
ординат. При у = 0 получаем х = ±а. Точки А х(а\ 0) и 
А^—а; 0) называются действительными вершинами гипер­
болы. Если х = 0, то у = ±bi. Это означает, что гипербола 
не имеет точек пересечения с осью О у; тем не менее точки 
ВДО; Ь) и В2(0; Ь) имеют большое значение для построения 
гиперболы. Их называют мнимыми вершинами гипербо­
лы.

Ь I 2 ~23) Выразим у явно через х: У = ±~~Vх - а  . Эта фун­

кция определена тогда и только тогда, когда х2 -  а2 > 0 >



т. е. для х < —а и для х> а - Это говорит о том, что гипер­
бола имеет две ветви: левую и правую.

_ Ь I 2 2*4) В первом квадранте У - — V* -  а . Когда х —> +<*>, 

то у —> +°°, возрастая.

Ь
5) Прямая У = является асимптотой* гиперболь *̂ 

Действительно,

Из соображений симметрии следует, что прямая 
Ъ

У - ~ ~ х тоже является асимптотой гиперболы.

ПОСТРОЕНИЕ ГИПЕРБОЛЫ

Прежде всего, построим асимптоты гиперболы. С этой 
целью изобразим прямоугольник со сторонами 2а и 2b 
(рис. 49). Диагонали этого прямоугольника и есть асимп­
тоты. Теперь в первом квадранте от вершины А 1 график 
гиперболы возрастая стремится к + оо , приближаясь к 
асимптоте. В остальных квадрантах график гиперболы 
строится на основе симметрии.

Если Ъ = а, гипербола называется равнобочной.
Эксцентриситетом гиперболы называется отношение

* Асимптотой называется прямая, к которой график кривой 
неограниченно приближается, когда точка вдоль кривой уҳодит в. 
бесконечность.



фокусного расстоя­
ния к длине дей­
ствительной оси:

£ - —  - с
2 а а ’

Т. к. с > а, то 
е > 1 ( в отличие от 
эксцентриситета эл­
липса). Из соотно­
шения с2 = а2 + Ъ2 
следует, что Рис. 49

e=iFW
откуда ясно, что эксцентриситет характеризует степень 
сжатия (растяжения) гиперболы вдоль оси Оу.

1.3. ПАРАБОЛА. ВЫВОД УРАВНЕНИЯ

Параболой называется 
геометрическое место то­
чек, одинаково удаленных 
от данной прямой, назы­
ваемой директрисой и от 
данной точки, называе­
мой фокусом.

Для составления урав­
нения параболы выбира­
ем систему координат: ось 
абсцисс проводим через 
фокус Ғ  перпендикулярно 
директрисе, ось ординат — 
перпендикулярно оси Ох 
через середину расстоя­
ния р между фокусом и директрисой (рис. 50). Величина 
р называется параметром параболы. Пусть М(х; у) — те-



кущая точка параболы, Л 7̂ 5 О — ее фокус, N  о ’ ^
— основание перпендикуляра, опущенного из точки М  на 
директрису. Тогда

- ( - Я
F M

По определению параболы

N M  = \ х + ў ;  О

ғм\\ = m m
т. е.

Отсюда

т. е.

2 Р  ̂ 2 2xz - рх + + y z = дг + px + ,

у2 = 2jdx. (3.11)
Это и есть каноническое уравнение параболы.

ИССЛЕДОВАНИЕ ФОРМЫ И ПОСТРОЕНИЕ ПАРАБОЛЫ

1) Если точка (х; у) лежит на параболе, то точка (х; —у) 
тоже лежит на параболе. Значит, парабола симметрична от­
носительно оси Ох, т. е. ось Ох — ось симметрии параболы.

2 )0 (0 ; 0) — единственная точка пересечения параболы 
с координатными осями. Эта точка называется вершиной 
параболы.

3) Выразив у явным образом через х, имеем:
у = ±у[2рх .

Учитывая, что р > 0, делаем вывод, что область опре­
деления параболы: х > 0 . Это говорит о том, что парабола 
целиком расположена в правой полуплоскости.

4) Формула у = +^2рх (верхняя часть параболы) го­
ворит о том, что с ростом д: от 0 до +оо j/ тоже растет от 
0 до + оо. Парабола имеет вид, изображенный на рис. 50.



§2. ПРЕОБРАЗОВАНИЯ СИСТЕМ 
КООРДИНАТ. ПРИВЕДЕНИЕ КРИВЫХ 

ВТОРОГО ПОРЯДКА 
К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ
2.1. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС 

КООРДИНАТНЫХ ОСЕЙ

Пусть хОу — исходная 
система координат и ХО
— другая система координат 
с началом координат Ох (а;
Ъ). Пусть (х; у) — координа­
ты точки М  в исходной си­
стеме, а (X; У) -  координа­
ты этой точки в новой сис­
теме (рис. 51). Установим 
связь старых координат с 
новыми

х = ON = OQ + QN 
у = M N  = М Р  + PN ,

х = X  + а
» = У  + Ъ <ЗЛ2>

Формулы (3.12) называ­
ются фордлулами парал-“ 
лельного переноса коорди­
натных осей.

» к Y

i
\М

» ° ’
Р  X

0 а Q N  х 

Рис. 51

2.2. ПОВОРОТ КООРДИНАТНЫХ ОСЕЙ

Пусть хОу - исходная система координат и XO Y  — но­
вая система, полученная поворотом исходной на угол а.



Пусть-(я; у) — координаты точки М  в исходной системе, а 
(X; Y) — координаты этой точки в новой системе. Выра­
зим (ж; у) через (X; Y) и угол а  (рис. 52).

Из AO PN  : OP  = ON  cos а  = X  cos а , P N  = X  sin а, 
а из AM LN : L N  = M N  sin а  — Y  sin а, M L  — У cos а.

Тогда

х = OQ = OP - QP = OP - LN  1 х = X  cos а -  У sin а 
у = QM = QL + LM  = PN  + Lm \ ^  {у = X sin а + У cos а *3'13)

2.3. ПРИВЕДЕНИЕ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 
И ПОСТРОЕНИЕ КРИВЫХ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Общее уравнение кривой второго порядка имеет вид: 

Ах2 + Вху  + Су2 + Dx + Е у  + F  = 0 (3.14)

Оказывается, что за исключением отдельных вырож­
денных случаев (с которыми мы тоже познакомимся), лю­
бая кривая второго порядка представляет собой либо эл­
липс (в частности, окружность), либо гиперболу, либо па­
раболу. Мы не станем доказывать этот факт в общем виде, 
а убедимся в нем на примерах. С этой целью достаточно 
привести уравнение данной кривой к каноническому виду. 
Если в уравнении ( 3.14 ) содержится произведение х у 
(т. е. В  ф  0), то необходимо произвести поворот коорди­
натных осей на специально выбранный угол а , что по­
зволит от х у избавиться. Если в уравнении ( 3.14 ) 
произведение отсутствует, то привести его к одному из 
канонических уравнений ( 3.8 ), ( 3.10 ) или ( 3.11 ) мож­
но с помощью параллельного переноса координатных осей 
( 3.12 ).

Рассмотрим, прежде всего, как работает поворот коор­
динатных осей.



РАВНОБОЧНАЯ ГИПЕРБОЛА

Приведем к каноническому виду уравнение кривой

У - — или х • у = k . Повернем исходную систему коорди­

нат хОу на угол а  (пока неизвестный), для чего восполь­
зуемся формулами ( 3.13 ):

(Х  cosa -  Ysina) • (Х sin а + Y cosa )= k ,

откуда

X 2 cos a  sin  а  + (cos2 а -  sin2 офс У  -  Y 2 c o s a s in a  = k-

Угол поворота, коор­
динатных осей надо выб­
рать так, чтобы уравне­
ние кривой в новой сис­
теме координат не содер­
жало произведения X  • У 
. Это будет тогда, когда 
угол поворота а удовлет­
воряет соотношению

cos2 a  -  sin2 a  = 0 > 
т. е. cos2a = О,

отсюда
2а = 90° => а = 45 °.

Итак, повернуть систему координат следует на 45°. 
В  новых координатах получим уравнение

X 2 Y 2 _ 
2 2

или, после деления на ft обеих частей, уравнение

X 2 У 2 
2k 2k ~ ’



Если k > 0, то оно выражает равнобочную гиперболу с 
полуосями а = b = 'J2k (рис. 53). Если k < 0, то перепи- 
сав уравнение в виде

осью симметрии является ось O Y, т. е. расположена она 
во втором и четвертом квадрантах.

Теперь будем рассматривать кривые, уравнения кото­
рых не содержат произведения координат.

Пример. Привести к каноническому виду и построить 
кривую

Решение. Для выяснения координат нового начала вьь 
деляем полные квадраты обеих переменных:

4(х2 -  4х) + 9(у2 + 6у) + 61 = О 
4(х2 - 4х + 4) -  16 + 9(у2 + 6у + 9) -  81 + 61 = О 

4(х - 2)2 + 9(у + З)2 = 36

Теперь ясно, ясно параллельный перенос можно осу­
ществить по формулам

Новыми осями являются прямые х = 2, у = —3. Начало 
координат новой системы находится в точке ОД2; —3). 
Уравнение кривой в новых координатах:

мы вновь имеем гиперболу; ее полуоси а = Ъ = v - 2ft , а

4х2 — 16х + 9 у2 + 54у + 61 = 0.

=1 эллипс9 4

х - 2  = Х  
У + 3 = Y  •

X 2 , Y 2 _ 1



Итак, данная кривая
— эллипс с полуосями 
а = 3 и Ъ = 2 (рис. 54). 
Можно в дальнейшем 
не переходить к новым 
координатам, а пользо­
ваться тем, что найде­
ны координаты центра 
эллипса (в исходной си­
стеме). В  общем случае 
уравнение эллипса пос­
ле дополнений до пол­
ных квадратов имеет 
вид:

(х — ос)2 t (у - РУ _ t

Здесь (а, (3) — координаты центра эллипса, а а и Ъ - его 
полуоси. Аналогичным образом, можно получить следую­
щие факты:

(х - a  Y (у - р)2 _ 1 _
гипербола с полуосями а и Ь, дей­

ствительной осью у — 3 и центром 
в точке С(а, (3);

-----5—  + -1—~5—  = 1 — гипербола с полуосями а и Ь, дей-
а* b*

ствительной осью х = а  и центром 
в точке С(а, Р);

(У - З)2 = 2р(х — а) - парабола с осью симметрии у = 3,
вершиной в точке С(а, Р ) , ветвями 
вправо;

(У ~ Р)2 = —2р(х — а) — парабола с осью симметрии у - р,
вершиной в точке С(а, Р), ветвями 
влево;



(х — а )2 = 2р(у — Р) — парабола с осью симметрии х = а,
вершиной в точке С(а, Р), ветвями 
вверх;

(х — а )2 = —2р(у — Р) — парабола с осью симметрии х = а,
вершиной в точке С(а, Р), ветвями 
вниз.

Пример 1. Привести к каноническому виду и постро­
ить кривую

у = —х2 + 4х.

Решение. Дополняем до полного квадрата:

У = — (я 2 — 4х)
у = — (х2 — 4х + 4) + 4 

у -  4 = - (*  -  2)2.

С(2; 4)

Получилась парабола с 
вершиной в точке С(2; 4), с 
осью симметрии парал­
лельной оси Оу (х = 2) и рас­
положенной ветвями вниз. 
Для удобства находим еще 
точки пересечения парабо­
лы с осью Ох:

у = 0 =» хг = 0, х2 = 4.

Результат на рис. 55.
Теперь приведем приме­

ры вырождения кривых 
второго порядка.

Пример 2. Каков геометрический смысл уравнения 
х2 — 6х — у2 -2у + 8 = 0?

Решение. Дополняя левую часть до полных квадратов, 
имеем:

(х2 -  6х + 9) -  9 -  (у2 + 2у + 1) + 1 + 8 = 0 
т. е. (х -  З)2 -  (у + I ) 2 = 0.

Рис. 55



Представление левой части в виде разности квадратов 
приводит к уравнению

(х — 3 + у + 1) (д; — 3 — у — 1) = 0

или

(х + у - 2) (л: -  у - 4) = 0.

Это уравнение эквива­
лентно паре линейных 
уравнений х + у — 2 = 0 и 
х — у — 4 = 0. Таким обра­
зом, исходное уравнение 
выражает пару прямых, 
пересекающихся в точке 
С(3; -1) (рис. 56).

Пример 3. Вы яснить 
геометрический смысл 
уравнения

4х2 — 8х + у2 + 4у + 12 = 0.

Решение. Организовав в левой части полные квадрат 
ты, имеем:

4(х2 - 2х + 1) -4 + (у2 + 4у + 4) - 4 + 12 = 0 
4(х - I ) 2 + (у2 + 2у)2 = —4

(* - Р 2 A y + i f  
-1 - 4

Перед нами пустое множество, ибо левая часть уравне­
ния неположительна, а правая равна 1. Уравнение не вы­
ражает никакого реального объекта. Можно назвать это 
множество точек мнимым эллипсом с полуосям#
a = i = у П  и b = 2i



Пример 4. Каков геометрический смысл уравнения

х2 + у 2 - Sx + 2у +17 = 0 ?
Решение. После дополнения до полных квадратов по-

Сумма квадратов может быть равна нулю лишь тогда, 
когда одновременно равны нулю оба слагаемые х — 4 = О 
и у + 1 = 0. Это означает, что кривая второго порядка 
выродилась в одну точку с координатами (4; —1).

§3. ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ. 
УРАВНЕНИЯ ЛИНИЙ 

В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ

Наряду с широко распространенной декартовой пря­
моугольной системой координат часто оказывается полез­
ной полярная система. Она представляет собой выбран­
ную на плоскости точку О, названную полюсом, и прохо­
дящую через эту точку числовую ось (а точнее, полуось) 
Ор. Положение точки М  на плоскости (рис. 57) определя­
ется двумя координатами: М (г, ср) полярным радиусом г 
и полярным углом ф. Полярный радиус — это длина век-
тора ОМ > а полярный угол — угол наклона этого вектора 
к полярной оси. Для

лучаем:

(*2 - Sx + 1 б )-16+ 1уг + 2у +1 ) - 1 +17 = 0

полюса г = 0 , аф — про­
извольно; для всех ос­
тальных точек плоско­
сти г > 0, а (р имеет 
бесчисленное множе­
ство значений, отлича­
ющихся друг от друга

М(г, ф)



Значение (ре (-я; 7i] 
будем называть глав­
ным. Совместим де­
картову прямоуголь­
ную систему коорди­
нат с полярной так, 
чтобы начало коорди-

на 2тш, где п — целое. ^  и М

х
Рис. 58

нат совпало с полю­
сом, а полярная ось — с положительной полуосью абсцисс 
(рис. 58). Это позволяет легко установить связь между 
декартовыми координатами (х; у) точки М  и ее полярны­
ми координатами (г; ф):

В  полярной системе координат, также как и в декарто­
вой, могут ставиться и решаться задачи:

1) составить уравнение данной кривой, т. е. найти за­
висимость между координатами г и ф текущей точки;

2) построить кривую по ее уравнению г = /(ф).

JC = Г COS ф
у  =  г  sin <р и ф = arctg (3.15)

105* 90 75' \щ ' •>
х = const



Самыми простыми в полярной системе координат яв­
ляются окружности с центром в полюсе (они, очевидно, 
имеют уравнения г = const) и лучи, из него выходящие 
(ф = const). Эти два семейства линий образуют координат­
ную сеть полярной системы (рис. 59 а). Напомним, что в 
декартовой прямоугольной системе координатную сеть об­
разуют семейства х = const и у = const (рис. 59 б).

Для построения кривой по ее уравнению г = Дф) со­
ставляем небольшую таблицу значений (rft, фЛ), k = 1, 2, 
..., пу полученные точки наносим на плоскость (отклады­
вая на луче Ф =  Ф* отрезок длиной r k) и соединяем их 
плавной кривой. Работа упрощается, если функция Дф) — 
четная. Тогда график искомой линии симметричен отно­
сительно полярной оси.

Пример 1. Построить кривую г = совф.
Решение. Составим таблицу значений функции, напри­

мер, с помощью калькулятора. Поскольку рассматривае­
мая функция четная, будем брать ее значения лишь на 
отрезке [0; тс], а принимая во внимание требование г > 0 ,

ограничимся отрезком * !

ф 0° 15° 30° 45° 60“ 90°

г 1 0,965 0,865 0,705 0,5 0

Соединив плавной 
кривой точки с указан­
ными координатами, по­
лучим верхнюю часть 
линии. Ее нижню ю  
часть построим, отобра­
зив верхнюю зеркально 
относительно полярной 
оси (рис. 60).

В  результате имеем



1 ( 1 . оокружность радиуса — с центром в точке I 2 . В  этом

легко убедиться, переходя от полярных координат к де­
картовым:

г = cos ф => г = — => г2 = х=$х2+у2 = х=> 
г

х2 -х  + у2 = О 1 Г 2 1X —  + цА = —
2 I 4

Ниже приводятся изображения и уравнения в поляр­
ных координатах некоторых часто встречающихся кри­
вых.

Рис. 61 Рис. 62 Рис. 63

г = acos3(p , а > 0 г = Аещ, А > 0 г = k <p, k > 0 
трехлепестковая логарифмическая спираль Архимеда  

роза спираль

г = а(1 4- cos(p), а > 0 
кардиоида

Рис. 65

г = â /cos 2ф , a > 0 
лемниската



Для дальнейшего важно умение переходить от уравне­
ния линии в декартовой системе к уравнению этой линии 
в полярных координатах.

Пример 2. Перейти к полярному уравнению кривой

(х2 + у2)2 = а2(х2 - г/2), а > 0.

Решение. Принимая во внимание формулы 
х — г coscp, у = г sincp, х2 + у2 = г2у

имеем:

г4 = a 2r 2(cos2 ф - sin2 ф)=> г4 = a2 cos 2ф =» г = ctyjcos 2(р .

Мы получили уравнение лемнискаты (рис. 65). 
Пример 3. Получить полярное уравнение окружности

х2 + (у - В )2 = Л 2.

Решение.

х2 + у2 - 2Я.у + R 2 = R 2 => х2 + у2 = 2i?z/

=> г2 = 2 R rsin ф => г = 2Е sin ф .

Пример 4. Составить полярное уравнение прямой 

х + у = 4.

Решение.

• „ 4х + z/ = 4 => г cos ф + г sin ф = 4 =ф г = ----------
cos ф + sin ф ■



ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Изобразить линии, заданные уравнениями в полярных 
координатах.

1) г coscp = 2; 2) rsincp = 3; 3) tgq> = -1 ;

4) г = 4 cos ср; 5) г = б sin ф; 6) г = д/5 sin 2ф;

7) г = —; 8) г = a|sin 2ф|; 9) г = a(l - cos ф), а > 0.

О Т В Е Т Ы : 1) прямая* = 2; 2) прямая у = 3; 3) прямая 
у = — х; 4) окружность С(2; 0), R = 2; 5) С(0; 3) = 3; 
6) лемниската; 7) гиперболическая спираль; 8) четырех­
лепестковая роза; 9) кардиоида.

§4. ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА. 
МЕТОД СЕЧЕНИЙ.

Постановка задачи. По данному уравнению поверхно­
сти в прямоугольной системе координат выяснить вид этой 
поверхности и схематически построить ее. В  основу реше­
ния такой задачи положен метод сечений, суть которого 
заключается в следующем.Находим последовательно ли­
нии пересечения исследуемой поверхности координатны­
ми плоскостями и (если необходимо) плоскостями, парал­
лельными координатным. Сопоставление нескольких по­
лученных линий создает представление о форме изучае­
мой поверхности.

4.1. ЭЛЛИПСОИД

Рассмотрим поверхность, заданную уравнением



Определим форму 
этой поверхности. Ли­
ния ее пересечения с 
плоскостью хОу нахо­
дится решением систе­
мы:

I О У

Рис. 66а

и представляет собой эллипс

с полуосями а и Ъ (рис. 66а). В  сечении поверхности дру­
гими координатными плоскостями х = 0 и у = 0 получа­
ются соответственно эллипсы (рис. 666 и 66в)

Рассекая поверхность плоскостями у = ±й, где 0 < h < Ь, 
мы получаем в сечениях линии

*  г

>
У



*1 «1 = 1 - * !  
a2 + c2 b2

Т. к. 1 “  > 0 то, обозначив 1-- ^ = cc2b ^
ft_2
ft2

имеем:

(aa)2 (ca)̂
= 1

т. e. во всех сечениях, параллельных плоскости хОг, по­
лучаются эллипсы, полуоси которых аа и са уменьшают­
ся с удалением вдоль оси О у вправо или влево от начала 
координат (рис. 66г). Аналогично показывается, что сече­
ния нашей поверхности плоскостями z = h и х = h тоже 
являются эллипсами. Исследуемая поверхность называ­
ется эллипсоидом. Когда две полуоси эллипсоида равны 
(например, а = Ь), он называется эллипсоидом вращения; 
если же а = Ъ = с, то эллипсоид является сферой

2 2 2 2 х + у +z =а .

Методом сечений можно исследовать все другие повер­
хности второго порядка. Рекомендуем читателю сделать 
это самостоятельно, а ниже лишь перечислим их и приве­
дем к ним небольшие комментарии.



Эллиптический
параболоид

Гиперболический
параболоид

Рис. 67 Рис. 68

—  + —  = 2zy р > 0, q > О 
Р Я

(рис. 67).

Сечения плоскостями х 
= 0 и у = 0 являются пара­
болами, а сечения горизон­
тальными плоскостями 2 
= й, 0 < А < о о  — эллипса­
ми. В  случаях, когда эти 
эллипсы являются окруж­
ностями, т .е .р  = q поверх­
ность называется параболо­
идом вращения.

——  —  = 2zy р > 0, q > О
р q

(рис. 68)

Сечение плоскостью у =
О — парабола, плоскостями 
х = h — параболы, плоско­
стями z = h — гиперболы, 
плоскостью z = 0 — две пе­
ресекающиеся прямые.



4 .3 .  ГИ П ЕРБ О ЛО И Д Ы

Однополостный
гиперболоид

Двуполостный
гиперболоид

(рис. 69).

Сечения плоскостями 
х = 0 и {/  = 0 -  гипербо­
лы, сечения горизонталь­
ными плоскостями — эл­
липсы. Если а = by повер­
хность называется одно­
полостным гиперболои­
дом вращения.

(рис. 70)

Сечения плоскостями 
х = 0 и у  = 0 — гипербо­
лы, сечения плоскостями 
z — ±h , где h > с — эл­
липсы. Если а = 6, повер­
хность называется двупо­
лостным гиперболоидом 
вращения.



Цилиндром называется поверхность, получаемая дви­
жением прямой (образующей) параллельно некоторой оси 
по кривой, называемой направляющей.

Мы будем рассматривать только цилиндры с образую­
щими, параллельными какой-то координатной оси. В  за­
висимости от направляющей цилиндры второго порядка 
могут быть эллиптическими (в частности, круговыми), ги­
перболическими и параболическими.

Эллиптический Гиперболический
цилиндр цилиндр

X
Рис. 72

Рис. 71

(рис. 71). (рис. 72).



Параболический
цилиндр

Рис. 73

х2 = 2р г , где р > О, 
(рис. 73).

Эллиптический
конус

Рис. 74

= 1
а2 Ъ2 с2 

(рис. 74).

Конусом называется поверхность, образованная прямы­
ми (образующими), проходящими через данную точку и 
пересекающими данную кривую - направляющую конуса.

4.5. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ

Поверхность, образованная движением прямой, назы­
вается линейчатой.

Примерами таких поверхностей являются, конечно, ци­
линдры и конусы. Кроме того, среди поверхностей второ­
го порядка прямолинейными образующими обладают так­
же однополостный гиперболоид и гиперболический пара­
болоид (рис. 75, 76).



Рис. 75 Рис. 76

Наличие прямолинейных образующих используется в 
строительной технике. Основоположником практическо­
го применения этого факта является известный рус­
ский инженер Владимир Григорьевич Шухов (1853—1939). 
В. Г. Шухов осуществил конструкции мачт, башен и опор, 
составленных из металлических балок, располагающих­
ся по прямолинейным образующим однополостного гипер­
болоида вращения. Высокая прочность таких конструк­
ций в соединении с легкостью, невысокой стоимостью из­
готовления и изяществом обеспечивает широкое распрос­
транение их в современном строительстве.



ГЛАВА 4. 
ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

§1. ПОНЯТИЕ ФУНКЦИИ
1.1. ФУНКЦИЯ КАК ОТОБРАЖЕНИЕ

Предположим, что-Б — некоторое множество в простран­
стве Д\

Определение. Закон, который каждой точке х е Е  ста­
вит в соответствие вполне определенное число у {ye Д1)
называется отображением множества Е  в Д1 или веще­
ственной функцией, определенной на Е .

Чаще всего мы будем обозначать функцию буквой f  (но 
также и другими буквами: ф, \j/, й, g, ...). Запись у = f{x)
или х — -— >у указывает как раз на то, что функция /
точке х е Е  ставит в соответствие число у. Наиболее хо­
рошо читатель знаком с функциями, определенными на 
множествах из Д 1, иначе говоря, с функциями одной пе­
ременной. Однако в практической жизни мы значительно 
чаще сталкиваемся с функциями, определенными на мно­
жествах из R ny т. е. с функциями от нескольких перемен­
ных. Например, количество тепла Q, выделяемое в участ­
ке проводника, пропорционально времени прохождения 
тока t , сопротивлению участка R  и квадрату силы тока 
I  : Q = I 2Rt. Мы имеем здесь дело с функцией трех пере­
менных I, R, t9 т. е. с отображением из R 3 в Д1.

1.2. ГРАФИК ФУНКЦИИ

При п = 1 и п = 2 возможно геометрическое изображе­
ние функций с помощью графика.

Случай п = 1. Пусть /-  отображение множества Е  с  Д1 
в Д1.



Определение. Графиком функции f  называется мно­
жество точек пространства R 2 с координатами (х9 /(х)), 
х е Е  . Обычно график функции одной переменной пред­
ставляет собой некоторую линию на плоскости (рис. 77). 
Однако не всякая линия на плоскости является графиком 
некоторой функции. Исходя из определения функции, 
согласно которому для каждой точки х е Е  существует 
единственное значение у, можно заключить следующее: 
заданная на плоскости линия является графиком некото­
рой функции тогда и только тогда, когда каждая прямая, 
параллельная оси О У, пересекает ее не более чем в одной 
точке. Например, линия L , изображенная на рис. 78, не 
является графиком никакой функции.

Случай /г = 2 ./ -  отображение Е  с  R 2 в Я 1: z = f(x, у). 
Определение. Графиком функции f называется множе­

ство точек пространства R 3 с координатами (х, у, f(x, у)).
График функции двух переменных обычно представ­

ляет собой некоторую поверхность (рис. 79).



Пусть и = ф(х) — функция, определенная на множестве

Е  с  R n со значениями на множестве F  с  Л 1, а у = f(u) — 
функция, определенная на F. В  таком случае каждому 
х е Е  можно поставить в соответствие вещественное чис­
ло у по закону у = /[ф(зе)]. Тем самым на множестве Е
определена функция, которую мы будем обозначать /  • <р
и называть сложной функцией или композицией функ­
ций f  и ф ; при этом функцию ф будем называть внутрен­
ней, а функцию f  внешней.

Пример. У = lg(l - х 2) — сложная функция, и = 1 — х2 — 
внутренняя функция, у = lgu — внешняя.

1.4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ

Следующие функции относят обычно к числу основ­
ных элементарных:

1) степенная у = ха, а  е R 1 — любое;

2) показательная у = ах, а > 0, а *■ 1;
3) логарифмическая у = loga х, а > 0, а * 1;
4) тригонометрические у = sin*, у = cos*, у = tgar, 

у = ctgoc;
5) обратные тригонометрические функции
у = arcsinx, у = arccosx, у = arctgx, у = arcctg*;.
Определение. Элементарными функциями называют­

ся все функции, которые можно составить из основных 
элементарных с помощью конечного числа алгебраичес­
ких операций и композиций.

Например, элементарными являются функции

у = ln(sin7x), у = 4arctg5x + cos(jc3 + 1), У -
х 2'е  +х '

с4 + 5х



Пусть функция у = f(x) определена на множество Е  
(Е  С R 1), а ее значения заполняют множество F. Если каж ­
дому у е F  можно поставить в соответствие единственное
значение х е Е  так, что f(x) = у, то говорят, что на мно­
жестве F  определена функция х = которая называ­
ется обратной для у = f(x).

Ясно, что, если х = f~l(y ) — функция обратная для 
у = f(x)9 то сама функция у = f(x) является обратной для 
х = Поэтому функции у = f(x) и х = f ' l(y) называ­
ются взаимно обратными.

Очевидно, что f(f~ l (y)) = У . Г 1 (/(*)) = *•
Примерами взаимно обратных могут служить следую­

щие пары функций:

1) у = х2 на отрезке [2; 3] и х = Jy на [4; 9],
2) у = ах, а > 0, а *  1 на всей числовой оси и х = logay 

на (0 ; +°о);

3) у = sinjc на и х  — arcsiny на [—1; 1],

у = cosx на [0; л\ is. х  — arccosу на [—1; 1],

у = ctg* на (0; тс) и х  = arcctgy на (—<»; +оо).



§ 2. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ 
И БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШ ИЕ ФУНКЦИИ

2.1. ПОНЯТИЕ ОКРЕСТНОСТИ ТОЧКИ. 
ПОНЯТИЕ ПРЕДЕЛЬНОЙ ТОЧКИ МНОЖЕСТВА. 

ОБЛАСТЬ, ГРАНИЦА ОБЛАСТИ

Пусть а - произвольная точка в R n.
Определение. Дельта-окрестностью точки а (или от­

крытым шаром радиуса 8 с центром в точке а) называется 
множество точек из R n , удаленных от точки а на рассто­
яние меньшее, чем 8. Коротко это определение можно за­
писать так:

Г7б(а) = {с е R n : р(х, а) < б} р(х, а) = \\х - а||.
В  случае пространства R 1 — окрестность точки а пред­

ставляет собой интервал (а - 8, а + 8), в случае R 2 — это 
внутренность круга радиуса 8 с центром в точке а, в слу­
чае Д3 - внутренность шара (рис. 80, 81, 82).

В  случае пространства R 1 мы будем иногда рассматри­
вать в качестве точки а бесконечно удаленную точку + «> 
(или — <*>). Условимся окрестностью точки + °о называть 
любой интервал (Ь, + °°), а окрестностью точки — *» интер­
вал (— оо; -  Ь ) у  где b — произвольное положительное чис­
ло.

Пусть Е  — произвольное глножество в R n,



Определение. Точка а е R n называется предельной точ­
кой множества Е , если в любой сколь угодно малой ок­
рестности точки а содержится бесконечное множество то­
чек из Е .

Примеры. 1. Е  - (а, р )с  R 1. Легко видеть, что пре­
дельными являются все точки отрезка [а, (3].

2. Е  — множество точек плоскости, координаты кото­
рых удовлетворяют условию {а < х < Ь, с < у < d) (рис. 83).

Предельными являются точки, лежащие внутри пря­
моугольника, и все точки на его сторонах.

3 Е  = U8(a) с  R n 
Предельные для множе­
ства Е  — суть точки са­
мого этого множества и 
все точки  сферы
р(х, а) = 5 .

4. Е  = N  — множество 
натуральны х чисел. 
Единственной предельной 
точкой этого множества

является + ©о.

В самом деле, тот факт, что -+ ©о является предельной 
точкой множества, следует из того, что какое бы большое 
вещественное число b мы ни взяли, в интервале (Ь, + °о )  

имеется бесчисленное множество натуральных чисел. Точ­
ки самого множества N  предельными не являются, ибо, 
окружив каждую из них окрестностью радиуса, напри­
мер 1/2, мы увидим, что в этой окрестности нет других 
точек из N.

Приведенные примеры показывают, в частности, что 
предельные точки множества могут принадлежать этому 
множеству, а могут и не принадлежать. J

Множество точек Е  называется замкнутым, если оно 
содержит все свои предельные точки.

Например, замкнутыми являются множество всех то­
чек отрезка [а, Р], множество точек плоскости, координа­
ты которых удовлетворяют условиям



а < х <b, с < у < d, 
множество точек х е R n > удовлетворяющих ограничению

р(х, а) < 8,
где а — фиксированная точка в R n , а 8 — любое положи­
тельное число.

Точка х0 е Е  называется внутренней, если существует
окрестность этой точки £/6(л;0), целиком содержащаяся в 
Е . Множество, состоящее только из внутренних точек, 
называется открытым.

Областью называется открытое множество, любые две 
точки которого можно соединить ломаной, состоящей из 
точек этого множества (свойство связности).

Граничными точками области называются точки, не 
принадлежащие этой области, но являющиеся для нее 
предельными. Совокупность всех граничных точек обла­
сти образует ее границу. Если к области присоединить гра­
ницу, то полученное множество называется замкнутой 
областью. Так, множество точек, расположенных внутри 
прямоугольника (рис. 83), представляет собой область (оно 
открыто и связно;, точки, лежащие на сторонах прямо­
угольника, составляют его границу, а совокупность всех 
внутренних и граничных точек представляет собой замк­
нутый прямоугольник. Еще один пример получим, если к
открытому шару !7§(а) присоединим границу - сферу

S 5(a )  = {с е R n р(х, а ) = s ), 
в результате чего образуется замкнутый шар

К 8(а) = {е е Я " : р(х, а) < б}.
Множество Е  с  R n (в частности, область) называется

ограниченным, если существует шар 1/д(0), R  <°о , такой,
*гго Е  с  UR(0).

Наряду с понятием окрестности важную роль играет 
еще одно понятие.

Определение. Проколотой 8 окрестностью точки а на­



зывается ее 5— окрестность, из которой удалена сама точ­
ка а. Если U6(a) - 5 - окрестность точки а, то проколотая

5-окрестность обозначается C/S(a) Таким образом,

Ub(a) = {к е R n : р(х, а) < 5, х *  а].
Геометрическими иллюстрациями проколотой 5-окрес­

тности в случаях пространств jR1, Д2, R 3 могут служить 
фигуры, изображенные на рисунках 80, 81, 82, если уда­
лить соответственно середину интервала, центр круга, 
центр шара.

2.2. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ФУНКЦИИ (Б.М.Ф.)

Рассмотрим функцию а(х) = а(хг  х2, ..., д;д), опреде­
ленную на множестве £  с  R n • Пусть а — предельная точ­
ка множестваЕ . Термин «бесконечно малая функция при 
ху стремящемся к а*, призван выразить то обстоятель­
ство, что когда точка х приближается к точке а, значения 
функции становятся как угодно малыми по абсолютной 
величине. Можно добиться того, что значения функции
|а(х)| будут меньше сколь угодно малого наперед заданно­
го числа Е > 0, если только точки х будут попадать в очень 
малую окрестность точки а.

Определение. Функция а(х) называется бесконечно ма­
лой при х —> а (или в точке а), если для всякого сколь 
угодно малого числа г > 0 можно указать такую окрест­
ность f/5(a ) , что  для всех

х е Е  П Ub(a) выполняется не­

равенство |а(л:)| < €. На рис. 84
мы видим, что, когда х прибли­
жается к а, значения функции 
уменьшаются по абсолютной ве­
личине, принимая значения, 
меньшие любого положительно­
го числа.



Рис. 85

Примеры.
1. Функция у = х — 2 является б.м.ф. в точке а = 2 

(рис. 85а).
2. Функция у = х2 является б.м.ф. в точке а = О 

(рис. 856).
3. Функция у = sinx является б.м.ф. в точке а = к 

(рис. 85в).
На приведенных рисунках легко увидеть, что если взять 

узкую полосу вдоль оси Ох : - 8 < у < в, то на оси абсцисс 
можно указать интервал (а — б, а 4- 6) такой, что Vjc из 
этого интервала ординаты графика окажутся внутри за­
данной полосы.

В  более сложных примерах б.м. функций значение 
функции в точке а может быть не равным нулю или вооб­
ще не определено (рис. 85г и 85д.).

Обратите внимание на то, что на рисунках 85а, 85г и 
85д изображены графики разных функций хотя бы пото-



му, что в случае 85а у(2) = 0, в 85г у(2) = 3, а в 85д у(2) 
вообще не определено. Тем не менее, все эти функции яв­
ляются б.м.ф. в точке а = 2.

2.3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ
О БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ ФУНКЦИЯХ

Все функции, о которых ниже будет идти речь, предпо­
лагаются определенными в некоторой области Е  с  R n > 
для которой точка о — предельная.

Теорема 1. Сумма двух б.м.ф. (при х —» а) является 
б.м.ф. (при х —> а).

Дано: а^л:) -  б.м.ф. (при х -> а ), а 2(х) -  б.м.ф. (при
х а ). Доказать, что а^л:) + а 2(ж) — б.м.ф. (при х —> а ).

Доказательство. Пусть е > 0 — с|коль угодно малое по­
ложительное число. Мы должны указать такую окрест­
ность точки а, где (а^х) + а2(х)| < е . Так как а х(х) —

б.м.ф. (при х -> а ), то 3 (7 (а) такая, что

\х^х)\ < | ,  Ух е USi(a) (4.1)

Так как а 2(х) ~ б.м.ф. (при х —> а ), то 317§2(а) такая, 
что

la2.(*)| < (°) (4-2)

Окрестности й& (а) и Щ 2(а) представляют собой кон­
центрические шары.

Если мы выберем наименьший из них (обозначим егЧЗК’
U6(a )) то в £/5(а) выполняются и неравенство (4.1), и
неравенство (4.2).

Тогда



К (*)+ « г И  < ^(лс)! + |a2(x)| < |  +1  = в, V* е Us(a).

Это и означает, что функция а х(л:) + а 2(х) является
б.м.ф. (при х —» а ).

Теорема остается справедливой, если взять k функций. 
Рекомендуем читателю провести доказательство в этом 
случае.

Определение. Функция f(x), определенная на множе­
стве £  с  R n 9 называется ограниченной, если существует 
число М  > О такое, что

|/(лс)| < М  Vjcg Е .

Примеры. 1) Функция у = sinx ограничена на всей 
действительной оси (М  = 1).

2) Функция у = tgx ограничена на множестве[
п я 1

- 4 ; lJ

тс п
(М  = 1) , но не ограничена на  ̂ 2 *2

3) Функция У = — на множестве (-«>, — б) U (5, +оо)

ограничена (5 > 0), а на множестве (- «>, - 0)U (О, + ° °)  не 
ограничена.

Теорема 2. Произведение б.м.ф. oc( jc) (при х —> а ) на 
ограниченную функцию f(x) есть б.м.ф. (при х —> а).

Доказательство. Пусть задано в > 0. Так как /(*) ог­
раниченная функция (на множестве £ ), то ЗМ  > 0 такое,
что |/(х)| < М , \/х е Е . Так как а{х) — б.м.ф. (при х —» а ), 

то 3{/Да)такая, что

|a (* )|< ^ r, V x e U s(a ).



Теперь ясно, что

|сФ0/Х*)| = |а(*)|• |/(*)| < ■ м  = е Ухе U s(a ).

Чтобы понять, что доказательство закончено, вспом­
ните определение б.м.ф.

Теорема 3. Если а(лг) и P(jc) — б.м.ф. (при х -» а ) и 

если V jte U 6(a) функция у(*) удовлетворяет неравен­

ству а(х) < у(х)  ̂Р(я) > то y(^) тоже б.м.ф. (при х -> а ). 
Рекомендуем читателю доказать эту теорему самостоятель­
но.

2.4. БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ ФУНКЦИИ (Б.Б.Ф.)

Определение. Функция Ф(х) называется бесконечно 
большой при х —» а , если Ф(дг) Ф 0 в некоторой окрестно-

1
сти точки а и ф ^  является б.м.ф. (при х —» а). Тот

факт, что Ф(х) — б.б.ф (при х —> а ), записывается так: 
lim Ф(х) = оо; причем, если Ф(х) > 0 в окрестности точки
х-*а

а , то следует писать lim Ф(х) = +°о, а если Ф(лг) < 0, тоJt-»a
lim  Ф(х) - -оо
х->а

Примеры

1) Ф ункц ия Ф(ле) —— г» , х е  R 1, х * 1 является 
[ x - l f

б.б.ф. при х —» 1 • Более точно lim ---- гтг = +°° (см. рис.
[X -1 у

86). Это очевидно, так как фдо — есть б.м.ф.



Рис. 87

2) Функция Ф (*) = — ( х  Ф 0) является б.б.ф. при х -» 0 >

причем lim -  = -оо а Иш -  = -f-со (рис# 87)# 
л-»0 JC х->0 JC
(слева) (справа)

Поскольку мы определили б.б.ф. как функцию, полу­
ченную делением единицы на б.м.ф., то отсюда вытекает 
свойство б.б.ф., по существу оправдывающее ее название. 
Каким бы большим ни было число К  > О, всегда можно
подобрать настолько малую окрестность Z76(a) точки а 

(можно так близко подойти к точке а)9 что Vxe tfb{a) 

будет выполняться неравенство |Ф(лг)) > К  .

Действительно, так как функция является б.м.ф.

(при х а ), то 3£/б(а ), где Ф (*) К , но тогда в той же

окрестности |Ф(*)| > К  , ч.т.д. Этот факт очень хорошо
иллюстрируется геометрически в случае функции одной 
переменной.



Рис. 88 Рис. 89 Рис. 90

То обстоятельство, что f(x) — б.б.ф при х —> а , геомет­
рически означает, что график функции f(x) «взвивается» 
вверх (на +оо ) или резко уходит вниз (на -оо ) при подходе 
точки х к  точке а с одной стороны или с обеих сторон. В  
этом случае прямая х = а называется вертикальной асим­
птотой графика. На рис. 88 прямая является левосторон­
ней асимптотой, на рис. 89 — правосторонней, а на рис. 90 — 
двусторонней.

В  заключение этого параграфа отметим еще два важ­
ных факта.

Теорема 4. Если при х —> а Ф(л:) —> +<*> и G(х) —> +<*>,
то Ф(х) + G(x) -и».

Аналогичный результат имеет место, если обе функ­
ции стремятся к -оо.

Теорема 5. Если Ф(х) - б.б.ф. (при х -> а ), а функция

f(x) удовлетворяет условию \f(x)\ > т  > 0 в окрестности

точки а, то f(x)Ф(лг) — б.б.ф. (при х —> а ). Рекомендуем 
читателю доказать эти теоремы самостоятельно.



§3. ПОНЯТИЕ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ. 
ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМ Ы О ПРЕДЕЛАХ

Будем предполагать, что все рассматриваемые ниже
функции f(x), ф(лг) и т. д. определены в области Е  с  R n и 
что точка а является предельной для Е .

Определение. Число А  называется пределом фун­
кции f(x), при х —> а , если f(x) представима в виде 
f(x) = А  + а(х), где а(х) -  б.м.ф. (при х -» а ). Кратко:
lim f(x) = А  <=> f(x) - A  + а(х) , где а(лс) — б.м.ф. (при
х—>а
х -> а ).

Эта запись согласуется с записью lim а(л:) = 0 для.г—>а
б.м.ф.

Из данного определения вытекает:
Следствие. Если f(x) = С , то lim f(x) = С .jt—>а
Рекомендуем читателю, пользуясь определением пре­

дела, доказать, что если функция f(x) имеет конечный 
предел в точке а, то она ограничена в некоторой проколо­
той окрестности этой точки.

Теорема 1 (о пределе суммы). Если lim  f(x) = А  ,
х—>а

lim  ф(х) = Б  , то существует lim\f(x) + ф(х)] и справедли- 
х-ia х->а

во равенство lim|/(jc) + ф(*)] = А + В .
х-^а

Доказательство.
Так как lim f(x) = А , то f(x) = А + а (* ) , где а(л;) ->а

б.м.ф (при х —» а ). Так как lim (р(х) = В  , тох—>а
ф (х ) = В  + Р(дс), где |3(х) -  б.м.ф. (при х -> а ). Тогда
/(jc) + ф(л:) = А  + В  + [а(х) + Р(*)]- Слагаемое, стоящее в 
квадратных скобках, представляет собой б.м.ф. при х —» а



на основании т. 1 п. 2.3. Таким образом, функция 
f(x) + ф (х ) отличается от А  + В  на б.м.ф. при х —» а . По

определению это означает, что + ф(л:)] = А  + В  ^
Теорема 2 (о пределе произведения).
Если lim  f(x) = А  , lim  ср(л:) = В  , то сущ ествует

х ->а х-*а

lim[/(x) • ф(х)] и справедливо равенство
х-^а

lim[/(x) • ср(х)]= А -В.
х—>а

Д о казател ьство . Так как lim /(x) = A ,  тоjе->а
f(x) = А + а (х ), где а(х) — б.м.ф. при х —> а . Так как 
lim  ф(х) = В , то ф(х) = В  + Р (х ), где Р(х) — б.м.ф. (при
х-*а
х —> а ).

Тогда
f{x) • ф{х) = А - В  + \А- Э(дг) + В  ■ а(х) + а(*)Р(л:)]. 

Каждое слагаемое в квадратных скобках представляет 
собой б.м.ф. при х -> а на основании теоремы 2 п. 2.3; 
значит, и все выражение, стоящее в квадратных скобках, 
представляет собой б.м.ф. при х а (теорема 1, п. 2.3).

Таким образом, функция f(x )ф(я) отличается от числа 
А - Б  на б.м.ф. при х -»а . Это означает, что 
lim  [/(я) • ф(х)] = А  В
х-*а

Теорема 3 (о пределе частного). Если /(х) = А  ^

f(x)lim  ф(х) = В  Ф 0 # т0 существует и справедливо

равенство lim fix) А
х-+а ф(л:) В  в

Для случая функций одной переменной с доказатель­
ством теоремы можно ознакомиться в (1 , с. 44). Такое же 
доказательство проходит и в общем случае.



Теорема 4 (о позитивности предела). Пусть в каждой 
окрестности точки а имеется точка х Ф а , где f{x) > О.

Тогда из = следует, что А  > 0 •

Следствие. Если f(x) = ® , то ЗС/5(а ): f(x) > О

Ухе и6(а)-
Теорема 5 (о пределе промежуточной функции).
Если ~ А , И т  ф(ас) = А  и если у х из некото­

рой окрестности точки а выполняется неравенство

f(x)<g(x)<<v(x), (4.3) 

то Иш g(x) = А
X-W,
Доказательство. Вычитая из обеих частей каждого из 

неравенств (4.3) число А  , получим

f(x )-A < g (x )-A < < p (x )-A  (4.4)

Так как ^  Л *) = ^ , то f(x) -  А  = а(х) -  б.м.ф. при

х -> а . Так как = то <р(я) - А  = Р(лг) - б.м.ф.
при х -> а . Если мы теперь обозначим через g(x) - А  че­
рез у (* ), то из (4.4) получим:

а(х) < у(х) < f3(jc) (4.5)

Из теоремы 3 п. 2.3 следует, что у (х) — б.м.ф. при 
х —» а . Таким образом, функция g(x) отличается от числа

А  на б.м.ф. Значит, S(x) = -А,
При изучении всего курса математического анализа 

приходится вычислять пределы различных функций. Сей-



час мы познакомимся на примерах с некоторыми простей­
шими приемами нахождения пределов.

Пример 1. Вычислить А  = lim --- -— -—^ ^ *->2 х + 4
Решение. Используя последовательно теоремы о преде­

лах 3, 1 и 2, получаем:

Нш(х3 + 5х + 2) f  lim  лА 3+ 5 Ихп х + 2
^  _  JC—»2 ________ ' _  I *->2 ) х->2 _

П т(х2 +4) ( й * ) 2-1-4

23 + 5-2+2 20 5 
22 + 4 "  8 “  2 ‘

В  дальнейшем мы не будем писать столь подробно. В  
случаях, когда предел знаменателя отличен от нуля, а 
предел числителя конечен, можно непосредственно пере­
ходить к пределу, подсчитывай результат.

_  . 1 • х4 +2х +9Пример 2. А  = lim -------—  = 16.
х + о

Рассмотрим теперь случай, когда числитель стремится 
к конечному пределу, отличному от нуля (или когда чис­
литель просто ограничен), а знаменатель стремится к нулю.

х2 + 5
Пример 3. Найти И т  ---- —  .^ х->4(Х - 4 ) 2

Решение. Выражение, стоящее под знаком предела, 
представим как произведение множителей х2 + 5 и

1
(х _ 4)2  • Первый из них — ограниченная функция (так

как имеет конечный предел, равный 21); второй множи­
тель представляет собой бесконечно большую функцию при 
х —> 4 . Но произведение бесконечно большой функции на 
ограниченную есть б.б. функция (теорема 5 п. 2.4).

Поэтому



*->4 ( ; t - 4 )2 x->4 ( x - 4 )2

Итак, если числитель — ограниченная функция в окре­
стности некоторой точки а, а предел знаменателя при 
х —> а равен 0, то в ответе всегда будем иметь 00.

Значительно сложнее ситуация, когда одновременно 
стремятся к нулю и числитель и знаменатель дроби. В  
таких случаях говорят, что мы имеем неопределенность

. Чему равен предел такого отношения заранеевида О
сказать невозможно. Предел отношения двух б.м.ф. мо­
жет оказаться и нулем и любым другим числом и беско­
нечностью. Наша задача — вычислить предел в каждом 
конкретном примере, раскрыв тем самым имеющуюся нео̂  
пределенность. Сейчас мы покажем некоторые приемы рас­
крытия неопределенностей. Все они объединены одной* 
важной идеей. Если при х —» а мы имеем неопределен­

но̂ то и в числителе, и в знаменателе «зап-ность вида О
рятан» «опасный» множитель (х - а). Его надо выделить- 
в числителе, знаменателе и сократить до того, как перей­
дем к пределу.

. .. ж2 - 2 5
Пример 4. Вычислить Л  - п т  —— ----— .

*-»5 хг -8jc + 15
Решение. Множитель (х — 5) в числителе обнаруживает­

ся очень легко, разложением на множители разности 
квадратов; в знаменателе мы разлагаем на линейные 

множители квадратный трехчлен. Тогда получаем

A = l i m f c t S  = 1^ = 5
х—>5 (ж -  5)(ж -  3) *->5 (ж -  3) 2

. -Jx  + 2 - 2 
Пример 5. Вычислить А  - lim ---------И *^2 * 3 _ 8



Решение. «Опасный» множитель х — 2 в знаменателе 
обнаруживается разложением разности кубов. Для того 
чтобы выделить такой множитель в числителе, умножим
числитель и знаменатель дроби на (Vx + 2 + 2) - выраже­
ние, сопряженное числителю. Тогда имеем

. г {л/х + 2 — 2 ) jx  + 2 +2 )
А  = lim  / х__ :------ъ -------- L— х =

х~*2 [yjx + 2 + 2дх - 2\х + 2х + 4]

-  l i m  х  +  2  “  4

~ (х - 2)(Ух + 2 + г)(х2 + 2х + 4J ~

= И т  _________1___________  = 1 = J _
х—»2 (Ух + 2 + 2Ддс2 + 2х + 4) 4-12 48 '

. -Jx + 4 - 2
Пример 6. Вычислить ^  ~т= — г .ғ  ^ -̂>0 Vjc н- 9 - 3
Решение. Здесь нам придется умножать дробь и на 

выражение, сопряженное числителю, и на выражение, 
сопряженное знаменателю:

. .. (\/х + 4 — 2 YVx + 4 + 2 )(\/х + 9 + 3) А  = lim -
U/x + 9 - 3jU/x + 9 + 3Wx + 4 + 2)

= ,im Ф + 1  + Ц  ,  llm  (- /^ 9  * з)

x4 + 5x3 + 2x - 8Пример 7. Вычислить -A = lim --- -— — z— -— .
r  X-+1 x + 6x - 7

Решение. Каждый из многочленов в числителе и зна­
менателе дроби делится на х — 1, ибо при х = 1 он обраща­
ется в ноль. Для выделения этого множителя используем 
метод непосредственного деления «уголком»:



_х +5xJ + 2x — 8_x-l _______ X3 + 6x2 -7  x —1
x x x" +6x'+ 6x + 8 “ v — - * 7

6x' + 2x x -х- x" + 7x + 7
6x~~ —6 x 2 7x~—7
6x^+2x 7x~ —7x

~6x2 - 6x 7x-7

M  ' ^ 4
о 0 

Теперь мы имеем:

. {x- ifx3 + 6x2 + 6x+ 8) .. x3 +6x2+6x + 8A  = hm v л ,/ „ -----p-' = hm--- 5---------=
(х-1Дх +7x + 7) *-»1 x +  7x + 7

= 21 = 7 
15 5 '

Пример 8. Вычислить A. - lim x3 - 5x2 + 8x - 4
x->2 3c3 _ 3*2 + 4 

Решение. Несложно проверить, что х = 2 является кор­
нем числителя и корнем знаменателя; разделив «уголком» 
на х — 2 числитель и знаменатель (проделайте это само-

. . .  х 2 - З х  + 2  
стоятелыю), мы получим А = п т  — -̂---- - • Интересно

f 0>!то, что перед нами снова неопределенность вида Pq • Это

говорит о том, что и числитель, и знаменатель снова со­
держат «опасный» множитель. Разлагая соответствующие 
квадратные трехчлены на множители, имеем

(x-2X*-l) (*-l) 1А  = hm 7----у----г = lim 7--- { = —.
х—*2 (х — 2дХ + 1) х—*2 (х + l)  3 

Другой важный вид неопределенностей (будем обозна-
оо

чать его ^  ) представляет собой отношение б.б. функ-



ций. Здесь часто приходится иметь дело с отношением 
многочленов.

. Зх4 - 2х3 + 5х2 + 2Пример 9. Вычислить А  = lim -- ----- ---------.
5х + 7х3 + 2х + 3

Решение. Разделим числитель и знаменатель на самую 
высокую степень аргумента (на хА):

з - 1  + А  + А  
А = lim ----—с 7 2 3 

* х3 х4
Все слагаемые числителя и знаменателя, кроме пер­

вых, стремятся к нулю, ибо представляют собой б.м. функ­

ции при х —> оо . Поэтому в пределе имеем А = ^ .
5

2х5 +3х4 -2
Пример 10. Найти А = lim — -------—— .

*->°° Зл; + 4х +1
Решение. Разделив числитель и знаменатель дроби на 

х4, имеем:

2х + 3 - \
А  - lim ---- ----= ©о.

X X

7х3 -5х + 4Пример 11. Вычислить А  = lim — ----- 5— -.
*-♦- 2л:4 + Зх2 + 5

Решение. Разделив числитель и знаменатель на х4, по-

_ _5_ + _4_
А  = lim  —— \ ---ў— = 0.лучаем 0 3 5

V +—Г *  х
Проанализировав результаты последних трех примеров, 

приходим в выводу, что при х —> ° °  существенную роль



играет старшая степень многочлена; именно она характе­
ризует скорость ухода на оо. Поэтому предел отношения 
многочленов одинаковых степеней (при х —> оо) всегда 
равен отношению их старших коэффициентов. Если сте­
пень многочлена в числителе выше степени многочлена в 
знаменателе, то в пределе получается оо (как в примере 
10). Если же числитель уступает знаменателю в скорости 
роста на бесконечности, то в пределе имеем ноль (как в 
примере 11).

Мы еще не раз вернемся к вычислению пределов в 
последующих главах.

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

2х2 + Ъх - 3 
х + 3

lim 6х2 - х -1
1) lim 1

х->-1

х - а
yfx — yfcL ;
(х>0, а>0)



lim I - ? -  
x —>-2( X  + 2 x 2 - 4

4x5 + 4 x 3 + 3 
7x5 - 4

16) Hm 2x3 +1
3x° + Ix  + 8 ; J 7) lim

6x7 -2
*-»- 4x5 + 7x6 +1 ’

2x - 3x 4n + 3/1-2 yln +118) lim -- -----; 19) lim — -------- ; 20) hm ~r±.....  .
9x + 5 6ra5 + 2ra + 3 n-’~ Vn3 +2

Замечание. В  примерах 13 и 14 мы имеем неопреде­
ленность вида (оо -  о о ). в таких случаях рекомендуется 
приведение дробей к общему знаменателю.

2-Й УРОВЕНЬ

21)
5х6 -1lim -----------

л/х12 + 7х + 3 ’

х3 + 5х2 + 8х + 4

22) И т х3 + 5х2 + 7х + 3

23) И т
х —> -2  X +3х -4

V9 + 2х - 525) П т — -j=-----;
*->8 vx - 2

*->-1 лс3 + 4Х2 + 5х + 2 ’

л/х + 13 — 2д/х ~h 1
24) П т ------ о л-----;' дг->3 X2 - 9

, .  л/х -126) И т

.. у/в + Зх + х2 - 227) Ит-
*->0 х + х 

sin х - cos х

28)

л/х -1 ’

.. л/ix -2 lim — --- = r .
*-»2 л/2 + х - v2x ’

lim29) v_4n cos2x
4

30) lim f л/х2 + x + 1 - л/х2 - x ] :

lim 1 + 2 + 3 + ... + rc(3 - nf - ( 3  + ™)2
31> b (3 - ny , ( 3 t B f  ̂ 32> ~ Д Й Т Г



О тв е т ы : 1) -3. 2) 5. 3) -7. 4) 49. 5) 0. 6) - ° о  . 7) j .

8) 9) 10) 2. 11) 2 ^ .  12) 1. 13) 14) - j .

4 1 2
15) у .  16)0. 17) оо. 18) - g . 19) g . 20) 0. 21) 5. 22) 2.

1 1 12 2 1 4
23) з . 24) - — . 26) у .  26) -  27) j - 2 8 )- - .

1 1
29) ~~ J2 ‘ 30) 31> °' 32> б*

§4. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИСТОЛКОВАНИЕ 
ПОНЯТИЯ ПРЕДЕЛА НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 

ДЛЯ ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ. 
АСИМПТОТЫ

Пусть f(x) = А . По определению это значит, что
f(x) = А  + а(х), где а(лг) — б.м.ф. при х —> ©о . Функция 
а(х) показывает в каждой точке разность ординат функ­
ции у = f(x) и горизонтальной прямой. Тот факт, чтоа(лг) 
является б.м.ф. при я —> + о о ,  говорит о том, что при 
х —> н-оо график функции неограниченно приближается к 
прямой у = А.

В  таких случаях прямую у = А  будем называть гори­
зонтальной правосторонней асимптотой (рис. 91).

Если lim  f(x) - Ay то прямая у = А  — левосторонняя
X— > —оо

горизонтальная асимптота; если lim f(x) = А  , то у = А —
JC— > ±оо

двусторонняя асимптота (рис. 92).
Обобщим теперь понятие асимптоты.



У У

У у *А

V

У = f(x)

%
0

■ X

Рис. 92

Определение. Прямая у = kx + b называется асимптотой 
графика функции f(x), если разность f(x) — (kx + b) = а(х) 
является б.м.ф. при х —> ° °  . Геометрический смысл этого 
понятия ясен из рис. 93.

Теорема. Пусть прямая у = kx + b является асимпто­
той графика функции f(x). Тогда

(4.6)

Доказательство. Так как у — kx + b — асимптота, то

/(х) - {kx + b) = а(х) 

где офс) - б.м.ф. при х —» оо . Отсюда

(4.7)



f(x ) _ k , b I tt(x)
X JC JC

Переходя в этом равенстве к пределу при х —» оо, полу- 
f(x\чим Нш = Л» Возвращаясь к соотношению (4.7), за-JC

пишем его в виде /(х) — kx = b + о.(х) и снова переходя к
пределу, получим lim l/(x) - kx] = b . Теорема доказана.

Сформулируем обратное утверждение.
Если существует предел lim [/(я) - kx\ = b , то прямая

у = kx + Ь является асимптотой графика функции у = f(x). 
Формулы (4.6) служат удобным средством для практичес­
кого нахождения асимптот.

х3
Пример 1. Найти асимптоты кривой У - ~̂ 2~+ j

Решение. Вычисляем параметры k и Ь:

fix) Xs х 2k = lim Ш  = lim -г-*- - ч = lim - f —  = 1 .
х->°о X +1 9

b = lim(/(jc) - kx) = lim X3 
* 2 +1

- 1  X

X3 “ x 3 — X . X= lim --- -— -—  = - lim —— - = 0, так как скорость
* - > o o  X* +  1  X*  +  1

стремления к бесконечности числителя уступает скорости 
роста знаменателя. Итак, асимптота имеет уравнение у = х.

Замечание. Нетрудно видеть, что в рассмотренном при­
мере значения параметров k и b не зависят от того, стре­
мится ли х к -foo или - оо . В  таких случаях говорят, что 
асимптота является двусторонней.

Пример 2. Найти невертикальную асимптоту кривой 
У = 2х.



Решение. Если х —» +<», мы имеем k = lim —  = +<*>,
Л -4оо X

так как показательная функция растет значительно быст­
рее степенной (этот факт будет строго доказан в главе 3). 
Тот факт, что k = +оо говорит о том, что правосторонней 
асимптоты не существует. Если же х —> -«>, то ;

k = lim = lim  —  = lim — = О 
X->-co x x x-̂ -oo x • 2 x

b = lim [f(x)- k • x]= lim 2X = lim — = 0
x—»— OO JC—>—o o  X — > —0 0  2

Таким образом, уравнение левосторонней асимптоты 
у = 0, т. е. левосторонней асимптотой является ось абсцисс.

§5. ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ. 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ 

И БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШ ИЕ ФУНКЦИИ

5.1. ПЕРВЫЙ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ

„  .. sin х 1
Покажем, что linJ ------ = -1.*->0 х
Пусть сначала х > 0.
Докажем прежде всего следующее 

неравенство:

лsmx < х < tgx, 0 < х < —.Ct
С этой целью в круге единичного 

радиуса (рис. 94) рассмотрим сектор 
АОВ и два треугольника АОВ и АОС.

Их площади связаны неравен­

ствами: ^isAOB < Sceit.AOB < 'SДАОС .



После подсчета этих площадей получаем 

1 • 1— Sin X < — X < — tgx .
2 2 2

Разделив все члены неравенства на —■, будем иметьА
sinxcos х <----< 1.

х
Но lim  cos х = 1.1) На основании теоремы 5 (о пределе х—>о

,. sin х л
промежуточной функции) получим = 1.

Пусть теперь х < 0, тогда, принимая во внимание не­
четность функции sinx, увидим, что

sinx -sinx  sin(-x) .lim ----= lim ------ = lim --- ----= 1
*->o x x->o - x *-»o (-x) 3

так как -x > 0.
Предлагаем читателю обратить внимание на следствия:

tgx л arcsinx  ̂ arctgx .lim -2— = 1, lim -------= 1, lim ----—  = 1.x->0 x x->0 x x-̂ 0 X

Обоснование этих следствий находится, например, в [1].

5.2. ВТОРОЙ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЙ ПРЕДЕЛ

Касательной к плоской кривой у = f(x) в точке М 0 
(рис. 95а) называется предельное положение секущей (хор­
ды) М 0М , когда точка М приближается вдоль кривой к 
точке М 0.

2 X X X X21} Действительно, 1 - cos х = 2 sin — < 2 • — • — = — , т.е.
А й Z Z

при х —> 0 1 — cosx — б.м.ф. Значит, cos х =



Рис. 95а Рис. 956

Рассмотрим семейство функций у = logax (а > 1). Мож­
но доказать (мы здесь этого делать не будем), что среди 
всех этих кривых есть такая, которая в точке (1, 0) на­

те
клонена к оси абсцисс под углом — (рис. 956). Основание

этой логарифмической функции называют натуральным, 
его обозначают числом е; приближенно оно равно 2,71. 
Логарифмы чисел при основании е называются натураль­
ными и обозначаются In х. В  частности, In е = 1. 

Покажем теперь, что

.. 1п(1 + й)
— и—  = 1- (4.8)о h

1п(1 + К)
Из рис. 956 видно, что ---:--- = tg(p. Когда ft —> 0п

точка М  —> М 0 , угол ср — наклона хорды стремится к углу

п
наклона касательной —.4

Поэтому

1п(1 + К) , 71 лlim — ------ = lim tgcp = tg — = 1.
л->о h * 4

4



Вообщ е говоря, введенное здесь понятие числа е недо­
статочно обосновано, ибо существование в семейства лога­
рифмических функций {i/ = loga х, а > 1} кривой с ука­
занным выше свойством здесь не доказано.

Приведем важное следствие равенства (4.8). Заключа­
ется оно в том, что

ех -1lim ----- = 1.х-)0 х

В  самом деле, из (4.8) следует, что

lim -------= 1 (л о\
л->о1п(1 + Л) " * * '

Сделав в (4.9) замену переменной

1п(1 + h) = t~=*l + h = et =$ h = е1 -1,

получим:
€* — 1lim ---- = 1. (4.10)/—>о t

В  этом рассуждении есть тонкий момент. После заме­
ны переменной мы записали t 0 , хотя раньше знали 
лишь о том, что /г —> 0 - Тот факт, что из этого следует 
t = ln (l + h) -> 0 вытекает из понятия непрерывности, речь 
о которой пойдет в следующем параграфе этой главы. За­
метим тут же, что фактически мы уже неоднократно ис­
пользовали факт непрерывности элементарных функций 
в областях их определения при вычислении пределов.

Например, заявляя, что lim yfx = 4 , мы уже исполь-
*-»64

зуем непрерывность функции у = ifx в точке х = 64, а



утверждая, что е8ш* =  ̂ мы пользуемся непрерывнос­

тью сложной функции esinx в точке х = 0.

5.3. СРАВНЕНИЕ Б.М.Ф* ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ Б.М.Ф.

Во многих вопросах анализа, связанных с изучением 
б.м.ф., имеет значение не только сам факт стремления 
функции а(х) к нулю (при х -» а)> но и то, «с какой ско­
ростью» сфе) стремится к нулю. С этой позиции б.м.ф. 
можно сравнивать. В  основу такого сравнения положен 
предел отношений этих функций.

сс(х)Определение. Если lim --- = 0, то говорят, что а(х)
х->а (3(х)

- б.м.ф. более высокого порядка малости, чем (3(х); этот 
факт символически записывается так: а(х) = о(Р(х)) или 
а(х) «  р(х).

cx(jt)Если lim — — = k  Ф 0, Ф , то а(х) и (5(x) называются
х-*а \5(Х)

б.м.ф. одного порядка; этот факт записывается так: а(х) =
cx(jt)0(В(х)). В  частности, если lim  ——  = 1, то а(х) и В(х) на-

х—>а (3(Х)

зываются эквивалентными б.м.ф.; этот факт символичес­
ки записывается так: а(х) ~ Р(х).

Примеры.
1) Сравнить б.м.ф. при х —» 2 • <4,х) = {х — 2)2 и Р(х) = х2 - 4.

.. (х - 2 )2 _
Находим предел их отношения: “

jq_2
= lim --- - = 0 . Значит, а(х) = о(р(д:))при х —> 2 или

х —>2 X ■+■ Л

а(дг) «  (3(х).



2 ) Сравнить б.м .ф . при х —» 1 <х(х) =  х 4 +  х 2 — 2 и

х4 +х2 - 2  .. (х2 - l ix 2 +2)Р(х) = х2 -  1 , lim --- 5-----= lim i---- -Л-----1 = 3 .
Р ' ’ *-»» х2 -1 *-*i х2 -1
Значит, а(х)=  0(р(х)).

3) Сравнить б.м.ф. при х -» 0 сх(х) = tg(x) и Р(х) = 1п(1 +х).

lim = lim — —  = lim 
* -» 0  Р(лг) x-iO  ln (l + x )  x -»0

= lim • lim -------= 1 .

tgx x 
X ln (l + x)

*->0 X * —»0 l n ( l  +  x )

Значит, t g x  ~  ln ( l  +  x ) .
Важность понятия эквивалентности устанавливается 

следующей теоремой.
Теорема 1. Предел отношения функций равен пределу 

отношения их эквивалентных, т. е. если при х —» а а(х) ~ 
у(х), Р(х) ~ 5(х), то

.. а(х) .. y ( x )  lim -т-4 = lim -!4-4 
*-»а P(xj 1-><| 8(х) '

Доказательство.

а (х )_lim —f-4 = lim
jс->а p\JC) x->a

а(х) y(* ) 8 (x )

. y(x) S(x) P(x).

y (x )lim -гт 
x->a §(x)

y(x)
= lim - , r

x->a b[x)

Для практического пользования этой теоремой полез­
но иметь «набор» эквивалентных функций. Мы рекомен­
дуем следующую цепочку эквивалентных б.м.ф. при 
а(х) —» 0 :



с /(х )  ~  s i n a ( x )  ~  t g a ( x )  ~  a r c s i n a ( x )  ~  a r c t g a ( x )  ~
~ 1п(1 + ос(х)) ~ - 1.

tg2(5x)-(>rcsin5* - l l
Пример. Найти А = lim ----—t—V*------ -—^.

*-»0 sin (4jc )ln (l + x )
Так как

tgbx ~ Ъху £arcsin5 x - i  ^ arcsin5:c ~ x5, 
sin4x2 ~ 4x2, ln (l + jc3) ~ jc3,

TO

x_>0 (4JC2 ]P Xs

Следующий полезный факт представляет собой 
Теорема 2. Если (3(л:) <<ос(лг) при х -» а , тоа(х) ± (3(лс) ~ 

~ а(х).
Докажите ее самостоятельно.

5.4. СРАВНЕНИЕ БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИХ ФУНКЦИЙ. 
ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ Б.Б. ФУНКЦИИ

Пусть Ф(х) и G(x) — б.б. функции при х —> а .

Определение. Если Цщ — Х  ̂ = k Ф О, Ф <*>, то говорят,
х-ъа а д

что Ф(х) и G(x) являются б.б. функциями одного порядка 
или что Ф(х) и G(x) стремятся к бесконечности с одинако­
вой скоростью. Обозначают этот факт таким образом Ф(х) 
= 0(G(x)). Если, в частности, k = 1, то б.б. функции Ф(х) 
и G(x) называются эквивалентными (обозначение обыч­
ное: Ф(х) ~ G(x)).

При х —> °°  каждый многочлен эквивалентен своему 
старшему члену а0хп + аххп~1 + + ап ~ а0хп. В  самом 
деле,



Г Ф(*> _Определение. Если îm ^ - 00, то говорят, что Ф(л:)

есть б.б. функция более высокого порядка, чем G(x) или 
что Ф(х) —» о© с большей скоростью, чем G(jc). Обознача­
ется этот факт так: Ф(х) >> G(x) или G(x) «  Ф(х). 

Докажите самостоятельно следующие факты.
Теорема 1. Предел отношения б.б. функций равен пре­

делу отношения их эквивалентных.
Теорема 2. Если G(x) «  Ф(х), то Ф(лс:) ± G(x) ~ Ф(х). 
Покажем примеры использования эквивалентных при 

вычислении пределов.

е10х-1ГТпимер 1. Вычислить -А - lim ----— .х^о tg5x
Решение. При х —> 0 величины 10х и 5х являются 

бесконечно малыми, поэтому е10х — 1 ~ 10х и tg5x ~ Ьх.

л е 10х - 1  Юл: 0Тогда А = lim — ——  = lim —— = 2. х—>о tg5x х—>о 5х

_  _  л 1 -  COS X
Пример 2. Вычислить ^  - lim —-

2 sin2 * Xо . л
Решение. А = lim --- . Учитывая, что sin 7> 2 ’х->0 х

ползучим
\2

2-
А = lim-

JC
2х2 1= lim

jc—>0 х2 х_>0 4х2 2 
Из этого примера вытекает следующий полезный факт:



ех -1 1
Пример 3. Вычислить А  = Иго -г—— —г = —• у *  *->о 1п(1 + 5х) 5
Решение. Заменяя эквивалентными числитель и зна­

менатель, получаем А  = lim  —  = —.*->о Ьх 5

. .. ln(cosx)
Пример 4. А  - lim — ^2— •

Решение. Мы имеем здесь неопределенность вида ;*)•
Выражение, стоящее под знаком логарифма, стремится к 
1; поэтому мы можем записать его в виде (1 + б.м.ф.). 
Тогда имеем:

. ln[l + (cos х -1)1 cos jt- l 1-cosjcA  = lim — -— —---- = lim --------—  = - lim --- -—  =
* ->o X X X

x2 1= - lim

Пример 5. Вычислить A  = lim*->0 ln (l + 2x)
Решение. Знаменатель сразу заменяем эквивалентной 

б.м.ф., в числителе вычитаем и прибавляем 1 и разбиваем 
предел на сумму пределов:

Так как при jc —> 0 sin* и sin5x являются б. м. функ­
циями, то e*inx — 1 ~ sin#, e*in5x — 1 ~ sin5x и тогда



A = lim 1n(sm x)
Пример о. Вычислить х_̂ п - п)

2

Решение.
. .. ln[l + (sin х - l) l .. sinjc-1 A  = lim — -̂----— = l im ------ - =

(2x - n) x->̂  (2x - Tif

1 - cos
= - lim ' i - U K

(2x - l i f  2(2x - n f  8

. .. Зл:4 + 2л:3 - 5x2 + 6Пример 7. Вычислить A. = lim ——-— ——— ---- — .
7x4 + 6x2 + 3x + 8

Решение. Заменяя каждый из многочленов своим стар-

Зл:4 3
шим членом, имеем: А  = lim 7х4

. (2x + 3 f(3 x - 2 f 
Пример 8. Вычислить Л - lim -------— ----- .

~ А I•_ (2хТ • (3хУ _ 1-™ 8x3 ■ 9x2 _ гго Решение. А  = lim ----------- lim --------- 72.
* - > о о

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

sin 4л: ех -1 ,. sin х-  sin а
1) lim-— — — ; 2) lim —--- ; 3) hm ----------х—»0 1п(1 + Зл:) х—>о sin Зх х-*а х — я

tgx-sinx  1-е~х еах-еЬх
4)  з--- ; 5) lim —:---- ; 6) lim --------;

X  * -» 0  S in  X х->а X



1 ; m  (pc +  1 f ( 3 - 7 x f  l ' S i n |
7) (ox i \4 ; 8) iim ------ 2,;

\fi* - 1 )  x-*k и  — x

arctg(x2 -  4 ) #
9) ---oV2 \ I a ' Qy  10) Hm x ■ [ln(x + l)  - In x ].x̂ 2 (x - 2f  sin(x - 8J ’

,. 1 - 2  cos x  * /-------, Iim --------------- .. 1 -V c o s x
Ш  X->1 n - 3 x  12) lim ---------------;x->0 x *

u M L l S l i ) .  14) Iim g5.2 - ^ .
*->0 sin 4x x—>0 sin3x

ln (l- 2 x ) sin7x15) lim —------IK ) lim — ---------
*->o arctg5x ’ * x-*o x +nx ’

^5x^~+ 2x^ l . e7x _ e3*
17) x 2%625x4 + x  + 7 5 18) tg20x  *

2-/Ў УРОВЕНЬ

ln cos5x In tg
1 9  ̂ x— In co s4x  ’ 20) lim

71 A— + 4x  4

21) lim x In cos — • 22) lim
Г—400 -V ’ ' V- v „

x->0 X

In x -  In a
X *->a x — a

e - 1  « -eav _ _f3*
lim —= = = = —----- lim

23) V l+ sin (x2) -  1 ; 24) *^° s£  sin P* ;

ln cos2x  lim -----
2 e x + e ' x - 2

x >̂° sin2 x



elx -e~2x e -cos*
*-»o sin x - 2x ; 28) lim .jc->0 Sin X

ex -e
X

‘J l + X  +  X'*

29  ̂ i^ i /9—  1 ’ ^  *im — t— ~r=— \— ;----г ;x  ̂ x->oo 1п|д. + + l ) -  ln(* + 1)

.. sin[tg(x2 - Ax + 3)] e* - e '3x31) lim -- ------------£l; 32) lim — 7-------T;
*-»1 In *  *->0 ln(l + tg8*)

9̂  _ / \ 1
33) lim ---- — ; 34) lim ll - 2x3b? ;x->2 X -2  x->0V >

 ̂ •_ fx  + 2} ~ х2-ь1; 37 ) lim x In —5---;x->«o x +535) lim(cos х)хг ; 36) lim,’ x-*<y ’ ’ *->4*+ 5

38) lim x 1ex + — 
* j

; 39) lim ax +b*

40) lim*->0
ax+1 +bx+1

4 1 1
О тветы : 1) x ;  2) —; 3) cosa; 4) —; 5) 1; 6) a — b; 

о о  Z

7) y | ;  8)0; 9) 00; 10)1; 11) 12) 13)V 3 ;

1 1 25
14) - 3 ; 15) ' j ;  16) —; 17) - ;1 8 )  - ;1 9 )  ^ r ;2 0 )8 ;

2 j
21) - y ; 22) - ;  23) 2; 24) 1; 25) -2л2; 26) 1; 27) -9;



§6. НЕПРЕРЫВНЫЕ ФУНКЦИИ.
ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ 

О НЕПРЕРЫ ВНЫ Х ФУНКЦИЯХ
6.1. ПОНЯТИЕ НЕПРЕРЫВНОСТИ ФУНКЦИИ

Пусть а — фиксированная точка пространства Л", х — 
переменная точка этого пространства. Будем считать, что 
все функции, о которых будет идти речь, определены в 
точке а й в  некоторой ее окрестности.

Определение 1. Функция / называется непрерывной в

точке а, если = /(а) . Обозначим через Ар рассто­
яние между точками х и а.

Пусть Аг/ = f(x) - f(a) . Тогда непрерывность / означа­
ет, что из Ар -> 0 => Ау -> 0 . Для функции одной пере­
менной определение 1 можно перефразировать так.

Определение 2. Функция f(x) называется непрерыв­
ной в точке а, если бесконечно малому приращению аргу­
мента Ах соответствует бесконечно малое приращение фун­
кции Дг/, т. е. из Ах -> 0 => Ау -> 0 (здесь Ар = |Ах|). 
Самым очевидным примером непрерывной функции служит 
функция у = ху где х е R 1 • Приведем другие примеры.

Пример 1. Линейная функция у = kx + Ьу х е R 1, не­
прерывна в любой точке а е R 1 •



Доказательство. Дадим х приращение Лх; тогда Ду = 
(kx + b) — (ka + b) = kAx и, если Дх —> 0 * то Ду -> 0 .

Пример 2. Функция у = siiur, х е Д1, непрерывна в

любой точке в е й 1. Приращение функции Ду соответ­
ствующее приращению аргумента Ах = х — а, можно пред-

д • - о • х + а „ставить в виде Ду = sin х -  sm а = 2 sin— cos —-— . При
 ̂ а

а ** V л •„ Ах Д^ п % + аАх -»  и sin >a2cos—-------функция ограни­

ченная. Поэтому Ду -  б.м.ф. при Ах -» 0 (теорема 2, с.
И).

Можно показать, что все основные элементарные фун­
кции непрерывны (в области определения).

6.2. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 
НАД НЕПРЕРЫВНЫМИ ФУНКЦИЯМИ. 

КОМПОЗИЦИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

Теорема 1. Сумма непрерывных в точке а  функций 
f v f 2, ..., f n представляет собой непрерывную (в этой точ­
ке) функцию.

Доказательство. Так как
lim Д(х) = /j(a), lim f2(x) = f2(a), ..., lim fn(x) = fn(a)
x -*a  x-+a x—>a 1

то, используя теорему о пределе суммы (теорема 1, п. 5), 
получим:

lim{/x(x)+ f2{x)+ ■■■ + fn(x)] = lim Д(х)+ lim /12(*)+
x—̂a x —>a x-*a

+ • • • + lim  fn(x) = A (o)+ f2(a)+ ■■■ + fn(a).

Таким образом, ~ , где f  = f l + f2 + ... + f„,
ч.т.д.



Рекомендуем читателю (совершенно аналогичным об­
разом) доказать следующие две теоремы.

Теорема 2. Произведение непрерывных в точке а фун­
кций является непрерывной (в этой точке) функцией.

Теорема 3. Частное от деления двух непрерывных в 
точке а функций представляет собой непрерывную функ­
цию, если делитель в точке а отличен от нуля.

Теорема 4 (о непрерывности сложной функции).
Пусть функция ф, являющаяся отображением из R n в 

i?1, непрерывна в точке а, а функция f — отображение из 
R 1 в R 1 — непрерывна в точке ф(а). Тогда сложная функ­
ция g(x) = Яф(х)] непрерывна в точке а.

Доказательство. Пусть х —» а . Так как ф непрерывна
в точке а, то ф(х) —> ф(а). Из непрерывности функции f в 
точке ф(а) следует, что ф(х) —> ф(а) => /[ф(х)] —>

Следовательно, х —> а =$ g(x) g(a).
Следствие. Все элементарные функции непрерывны в 

области определения. Этот факт вытекает из непрерывно­
сти основных элементарных функций и того обстоятель­
ства, что всякая элементарная функция есть результат 
последовательного применения к основным элементарным 
функциям конечного числа арифметических операций и 
композиций.

Приведем без доказательства еще один интересный 
факт.

Теорема 5. Если функция у = f(x) строго возрастает 
(убывает) и непрерывна на отрезке [а, 6], то для нее су­
ществует обратная функция х = f ' l(y), строго возрастаю­
щая (убывающая) и непрерывная на отрезке [а, р], где 
а = f(a), Р = f(b).

6.3. ДАЛЬНЕЙШИЕ СВОЙСТВА 
НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ

В  этом пункте мы хотим указать читателю на факты, 
имеющие исключительно важное значение в математиче­
ском анализе. Все теоремы относятся к функциям, опре­
деленным на множествах из R n. Мы будем сопровождать



у

о

Рис. 96

их рисунками, относящимися к функциям одной перемен­
ной. Доказательства приводиться не будут.

Теорема 1 (о сохранении знака).
Если функция f(x) непрерывна в точке а и положи­

тельна в этой точке, то она положительна и в некоторой 
ее окрестности (рис. 96).

Теорема 2 (о наибольшем и наименьшем значени­
ях).

Если f непрерывна в замкнутой * ограниченной облас­
ти D d R n j то хотя бы в одной точке J )  она принимает 
свое наибольшее значение и хотя бы в одной — наимень­
шее.

Наибольшее (наименьшее) значение функции может 
достигаться либо во внутренних точках области (тогда их 
называют соответственно точками максимума и миниму­
ма), либо в граничных точках области J )  . Так, для функ­
ции одной переменной, изображенной на рис. 97, наимень­
шее значение достигается во внутренней точке х0, а наи­
большее — в граничной точке Ь. Заметим, что условие зам­
кнутости области существенно. Если его снять, то теоре­
ма перестает быть верной, что показывает пример функ-

* Напомним, что замкнутая область J)  получается из области D  
путем присоединения всех ее предельных точек.

ции у = tgx, непрерывной в области
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Рис. 97 Рис. 98

имеющей в этой области ни наибольшего, ни наименьше­
го значений (рис. 98).

Теорема 3 (о промежуточном значении). Пусть f  —
непрерывная функция в области D е R " • Предположим, 
что в двух точках х1Ух2 е D функция принимает различ­

ные значения f ( x l) = A, f ( x 2)= В, АФ В . Тогда каково 
бы ни было число у > заключенное между ними,

А с у  < В , найдется точка х0 Е D такая, что f ( x 0 ) = у
(рис. 99,а.), т.е. непрерывная функция не пропускает сво­
их промежуточных значений.

Следствие. Если функция f(x) непрерывна на отрезке 
[а, Ь] и на его концах принимает значения разных знаков, 
то уравнение f(x) = 0 имеет в интервале (а, Ь) хотя бы 
один корень (рис. 996).



6.4. ТОЧКИ РАЗРЫВА. НАХОЖДЕНИЕ 
ВЕРТИКАЛЬНЫХ АСИМПТОТ

Непрерывность в точке а функции одной переменной 
означает, что она определена в этой точке, имеет предел

слева , предел справа Л * ) и что все эти
величины совпадают:

lim  f(x) = lim  f(x) = f{a)
x->a- 0 x->a+0

Если нарушено хотя бы одно из указанных условий, то 
говорят что точка а есть точка разрыва. Существуют точ­
ки разрыва различных типов. Мы рассмотрим два вида 
разрывов.

Разрывы 1-го рода (разрывы с конечным скачком). 
Точка а называется точкой разрыва 1-го рода, если суще­

ствует х^а+о^Х^9 н0 они не совпадают, т. е. 

lim f {x )*  lim f(x) Величина д = lim f(x)х-+а-0 х-*а + 0 * х—>а+0 х->а-О
называется скачком f(x) при переходе аргумента через 
точку а.

Пример 3. Исследовать на непрерывность функцию

х + 2, х < —1> 
о с 2 , - 1  <  х  <  2,

-  2 х  + 6 ,  х  >  2 .

Решение. На каждом из рассматриваемых интервалов 
f(x), очевидно, непрерывна. Поэтому интерес представля­
ют только точки стыка. Рассмотрим каждую из этих то­
чек.

Пусть х = —1. Тогда
f(-1) = (-1)2 = 1; lim f(x ) = lim f(x  + 2) = 1;

x—>-1-0 jc—> —1

lim f(x) = lim x2 - 1.
x—>-1+0 x->-l



Итак, ^  Это значит, что
x = —1 - точка непрерывности.

Пусть теперь х = 2,
/(2)=22 =4; lim f(x) = lim х2 = 4; lim (̂jc) =

'  x->2-0 4 л:—>2 х —>2+0

= lim(- 2x + 6) = 2x—>2
Ясно, что x = 2 — точка разрыва 1-го рода. При этом 

скачок А = 2 — 4 = -2. Результаты исследования хорошо 
видны на графике (рис. 100).

Стрелка показывает, что прих = 2 значение нельзя при­
нимать равным 2. Мы уже отметили выше, что f(2) = 4. 

Пример 4. Исследовать на непрерывность функцию
1

ех + 1
Решение. При любом х Ф 0 функция непрерывна (дока­

жите самостоятельно). Покажем, что точка 0 является точ­
кой разрыва 1-го рода. В  самом деле, когда jc —> 0 слева,

1 1 ех -11 V ^  л  чП lim f(x) = lim —--- = -1.---> -°°, е —> U , поэтому *_>о-о *->o-o I
*  е* +1

тг 1 хЕсли же х —> 0 справа, т о ---> +<», е* _> +оо и
JC



lim f(x) = lim —-*0+0 jc->0+0 _
exlim ^ r  = l.

jc-»0+0
ex +1

*->0+0 1 
ex

Пределы слева и справа различны. Значит, 0 - точка 
разрыва 1-го рода. Скачок А = 2.

Переходим к разрывам 2-го рода, к бесконечным раз­
рывам. Будем говорить, что а — точка разрыва 2-го рода 
или точка бесконечного разрыва функции /(х), если хотя

бы один из пределов или является
бесконечным, т. е. /(х) является б.б. функцией в точке а, 
а значит, прямая х = а служит вертикальной асимптотой 
графика функции f(x).

Вывод: для нахождения вертикальных асимптот сле­
дует найти точки бесконечного разрыва; при этом если 
точка а является таковой, то прямая х = а является вер­
тикальной асимптотой.

Читателю рекомендуется после нахождения и построе­
ния вертикальной асимптоты исследовать поведение фун­
кции в окрестности точки разрыва.

Пример 5. Найти вертикальные асимптоты графика

непрерывна для всех х, кроме точек, где знаменатель дро­
би обращается в нуль. Значит, точками бесконечного раз­
рыва функции являются точки хх = 1, х2 = 2. Поэтому 
прямые х = 1 и х = 2 служат вертикальными асимптота­
ми графика. Для исследования графика по отношению к 
асимптотам найдем пределы

х
функции У = х2 _ 3х + 2 Данная функция определена и

= +оо . lim —-------
’ х-я+о х2 - Зх + 2



На рис. 101 изображено поведение функции f(x) в ок­
рестностях точек разрыва.

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти вертикальные асимптоты графиков функций. 
Показать на рисунках поведение функции в окрестностях 
точек разрыва.

V y = 7T~i\*'’ 2) у = т г \ >  3 ) У = Х*(х - 1 г  ’ ж3 -1 ’ ж2 -1

х - 2  х2 -1 х2 +1

X2 - 2х +1 X3



ГЛАВА 5, 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

§1. ПОНЯТИЕ ПРОИЗВОДНОЙ

При исследовании функции одним из основных вопро­
сов является определение скорости изменения функции. 
Анализ этого понятия, имеющего физическое происхож­
дение, приведет нас к одному из самых основных матема­
тических построений: к определению производной.

Рассмотрим какой-либо физический процесс и = f(t), 
т. е. функцию одного переменного — времени t.

Физическая природа величины и при этом безразлич­
на (в механике это может быть координата движущейся 
точки или угол поворота вращающегося вокруг оси твер­
дого тела, в теории теплоты — температура, в теории элек­
тричества — сила тока или напряжение и т. д.).

Рассмотрим два близких момента времени t и t + At и 
вычислим соответствующее приращение Да величины и:

Отношение —  естественно назвать средней скоростью

изменения величины и на интервале времени [t,t + Д£] в 
случае At > 0[t + если Д* < 0). Ясно, что чем величи­
на At меньше, тем более подробную информацию о харак­
тере изменения и вблизи точки t мы имеем. Естественно 
поэтому произвести характерную для математики идеа­
лизацию и ввести величину

Аи = f(t + Д£)- f(t). (5.1)

Аи

(5.2)



Будем предполагать., что предел (5.2) существует (бо­
лее подробно об этом ниже). Важно отметить, что величи­
на и имеет локальный характер, т. е. связана уже не с 
интервалом времени [ tyt + At] (или [t + Д£,£]), а с одним 
только моментом t, и носит название мгновенной скорос­
ти процесса и = f(t) в момент времени t . Обобщим это 
рассуждение. Пусть рассматривается функция одной пе­
ременной у = f(x), причем независимая переменная х уже 
не обязательно является временем. Поднимая вопрос о ско­
рости изменения у(х) по отношению к изменению величи­
ны х, придем к выражению

y'=f ' (x)= lim 7 ^ , (5.3)Лх->0 Ах v 7

называемому производной функции у = f(x) в точке х. 
Итак, производной функции у = f(x) в точке х называется 
предел отношения приращения функции к приращению 
аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю. 
Если предел (5.3) существует, то функцию f(x) называют 
дифференцируемой в точке х, в противном случае — не­
дифференцируемой.

Отметим, что величина f\x) зависит, конечно, от вы­
бора точки х, так что f\x) следует рассматривать как 
новую функцию аргумента х.

ПРОИЗВОДНЫЕ НЕКОТОРЫХ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

1) Производная постоянной равна нулю: С" = 0 .
Действительно, если /(х) = С , то

С' = И т = И т  = И т —  = 0..Дх->о Ах Ах—>о Ах дх->о Ах
2) Производная самого аргумента равна единице. В  са­

мом деле,



/ v (x + Ax)-x Ax „ x = lim ^ ---= hm —  = 1.
AX A x—>0 AxA x->0

3) (sin x) = cos x , так как

/. т sin(x + Ax)-sin x (sin x) = lim -- *----- ------ =
‘ л AxA x -*0

Г A _ - \
2 cos

lim -Ax—>0

X  +
Ax . Axsin--

2
cos

Ax
= 2 lim -A*->0

X  + -

Ax
= cosx

AxЗдесь мы заменили б.м. функцию sin ~r" эквивалент- 

- Ахнои и воспользовались непрерывностью функции cosx. л

4) (In * ) = - .
7 X

Действительно,

ln(x + Ах)- lnx In

Ддг—>0 
/

Ax
= lim -

Ад:—>0 A X

X  + Ax
X ____ _(lnx ) = limA- ‘г

1П * ’ I --  1* i. Г 1= lim —*------1 = hm = — . •
A*->0 Ax Ajc-̂ 0 a x  x

С производными других элементарных функций мы 
познакомимся дальше.

Упражнение: на основании определения производной 
доказать, что

(х2) = 2х, (х3) = Зх2, (cosx) = - sin х •

Понятия дифференцируемости и непрерывности функ­
ции связаны между собой.



Теорема. Если Д ж) дифференцируема в точке х, то она 
непрерывна в этой точке. Обратное неверно.

Доказательство. Поскольку дифференцируемость оз­
начает существование предела (5.3), то по определению

предела имеем: ~~  - f  (x) + а (Д*), где а(х) — бесконечно 

малая функция при Ах -» 0 . Далее

Ay = f'(x)Ax + a(AxX^x) . (5.4)

у = И

Рис. 102

Переходя в (5.4) к пределу 
при Ах -» 0 , получим Ау —» 0, 
что и означает непрерывность 
f(x) в точке х. Для доказатель­
ства того, что обратное невер­
но, построим контрпример. Рас­
смотрим функцию у = |лг| (рис. 
102).

В  точке х = 0 эта функция 
непрерывна, ибо

lim у = lim (- х)  = 0,л—>0 " 
слева

л -> 0

lin j У - |™ (х ) - 0 и у(0) = 0. Однако мы увидим сейчас,
ацюва

Дучто U rn-^- в точке х = 0 не существует. Действительно,

lim  = lim 1* + А*|~М = lim -(* + A*)-(-*) =
Дх-»0 Д х  Дх->0 Д х  Ax—>0 A jc

(Дх<0) (Ддс<0) (Дх<0)

- A jc - lim --- = -1,
Ax * О Дд:
(дх<о)



Д у л. (х-\-Ах)-х Ах 1lim —  = lim ----- }----= lim —  = 1.
в то время как Ах д*->о д# д*->о д#

(Д*>0) (Дх>0) (Дх>0)

Пределы слева и справа различны; это означает, что 

г &У
~Ах не сУЩествУет- Следовательно, производная фун­

кции у = \х\ в точке х = О не существует.
Итак, из непрерывности функции не следует ее диффе- 

ренцируемость. Поэтому доказанная теорема говорит о том, 
что свойство дифференцируемости сильнее свойства не­
прерывности.

Рассмотрим еще один важный вопрос. Как мы видели, 
дифференцирование функции влечет равенство (5.4). Имеет 
место и обратное утверждение. Именно, если для функ­
ции f в точке х выполняется соотношение

Ay = kAx + а(Дх) • Ах, (5.4’)

где k — некоторое число и а(Дх) — б.м.ф. при д* -> 0 > то
f дифференцируема в этой точке и f\x) = k .

Доказательство получается делением (5.4’) на Ах и пос­

ледующим предельным переходом: = k + а(Дх) 9

lim —  = к: => f\x) = к в Дх-̂ о Ах

§2. ОБЩ ИЕ ПРАВИЛА 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ

Теорема 2.1. Операция дифференцирования является 
линейной операцией, т. е. если существуют и'(х) и v'(x) , то

(аи(х) + Ру(х)) = аи'(х) + (5о'(х).



Доказательство. Обозначим у = аи(х) + Ри(х). Тогда 
у(х + Ах) = аи(х + Ах) + $v(x + Дл:),
Ду = у{х + Ах) - у(х) = аДи + рДу..

По определению производной

.„'(*) = lim —  = lim° ^  + PAl,=
Л*->0 А х  Дх-»0 Д х

= а  lim —  + р lim —  = au'(x) + P(/(x).
д*-»о А х  д*-»о Ах

Рекомендуем читателю получить из доказанной теоре­
мы следующие следствия.

Следствие 1. Постоянный множитель можно вынести
за знак производной (au(jt)) = аи '(х ).

Следствие 2. Производная суммы конечного числа сла­
гаемых равна сумме их производных:

{иг(х) + и2(х) +... + ип(х)) = их (х) + и2(х) + ... + ип (х).
Теорема 2.2. Если существуют производные и\х) и

v'(x) , то существует (и(х) • v(x)) и справедлива формула

(uv)' = uv  + vu  . (5.5)

Доказательство. Пусть у(х) = u(x)v(x). Вычислим при­
ращение функции Ау, соответствующее приращению аргу­
мента Ах. Обозначим через Аи и Аи приращения функций 
и(х) и v(x) при переходе от точки х к близкой точке х 4- Ах. 

Тогда

и(х + Ах) = и(х) + Да, v(x + Ах) = v(x) + Аи, у(х + Ах) = 
=  и(х 4- Ах) • и(х + Ах) =  [и(х) + Аи] • [v(x) + Ду] =
= и(х)и{х) + Аи • и(х) + и{х)Аи + Аи • Аи.



Вычисляем отношение
Ay Au , ч Av , 4 Au Av A
a = T~ ‘ + 7~ “ (* ) + T - ’ T~ ' Ax .Ax Ax Ax Ax Ax

и переходим к пределу при д* -> о .
Тогда получаем:

у' = lim —  = lim — )u(x)+f lim —  u(x) + 
д*-*о Ax (̂ Дх->о Ax J I дх-»о Ax J

+ lim —  • lim —  - lim Ax
Л*->0 Ax A x->0 Ax A x->0

Отсюда у' = u'v + v'u + uv ' • 0 = uv + v'u .
Технически более сложно доказывается теорема о пре­

деле частного.
Теорема 2.3. Если существуют производные и(х) и

v'(x) и если v(x) Ф 0 то, существует 

формула

'и '
и справедлива

/ и\ U V - V U

4» J — < 5 - 6 )

С доказательством можно ознакомиться, например, в 
( [ 1 ]  , С. 134).

Следующее правило относится к дифференцированию 
сложных функций.

Теорема 2.4. Пусть функция и = ф(х) дифференцируе­
ма в точке ху а функция у = f(u) дифференцируема в точ­
ке и(и = ф(л;)). Тогда композиция этих функций у = /[ф(#)] 
также дифференцируема в точке х и справедлива формула



где индексы и и х  указывают на аргумент, по которому 
ведется дифференцирование.

Доказательство. Так как и(х) и f(u) — дифференцируе­
мые функции, то имеют место представления:

Ли = их Ах + а(Дх) Аде 
/

Ay = fu Аи + (3(Да) • А и
В  этом случае,

А у = fu • I их + а(Ах) jAx + р (Аи^их + а(Ах) 

или

Ay = fu •UX -дx + {fu • а(Длс) + р(Ди)цж + 3(Ди)а(Дх)̂ Дх. (5.8)

Когда Ах -» 0 , то Дц -> 0 (поскольку и(х) дифферен­
цируемая, а значит, непрерывная функция). Поэтому вы­
ражение в скобках в (5.8) представляет собой б.м.ф. от

_ .. Ду , '
Ах. Следовательно, Ух ~ Iim„T ~  ' и хДх-*0 Ах

§ 3. ПРОИЗВОДНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ 
ФУНКЦИЙ. ТЕХНИКА 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ
3.1. ПРОИЗВОДНЫЕ ФУНКЦИЙ tg* И ctgx

Для нахождения производной tgx воспользуемся фор­
мулой (5.6)

(tgx) =
' Г f

r sin х\ (sin х) cos х - (cos х) sin х
y c o s x  ) c o s 2 X

cos2 х + sin2 x
cos2 x  cos2 X



Докажите самостоятельно, что (ctgoc) = - — 2 -.sin2 х

3.2. ПРОИЗВОДНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНОЙ ФУНКЦИИ
у = а*, а > 0, а * 1

Логарифмируя, имеем

lny = xlna. (5.9)

Дифференцируем (5.9), используя (5.7) :

1 ' 1— • у = In а
У

Умножая обе части равенства на у и вспоминая, что 
у = а*, получаем

у' = у\па = ах lna  .

Итак,

(a*) = ах In а- (5.10)

Следствие: (е*) = ех •

3.3. ПРОИЗВОДНАЯ СТЕПЕННОЙ ФУНКЦИИ

у = ха, a g R, х > 0

Используя метод п. 3.2, докажите самостоятельно, что 

у = аха~1 • (5.11)



(arcsinх) - *

Доказательство, у = arcsinx. Тогда

х = sin у и - ^ < у < ^ , (5.13)

Дифференцируя обе части по х, имеем:

1 1l  = cos У У = > У = — — . (5.14)cos у у '

cos у можно найти из тождества sin2 у 4- cos2 у = 1. Ясно, 
что

cos у = ±yjl - sin2 у (5.15)

Из (5.13) делаем вывод, что в (5.15) надо выбрать знак
п п-К Возвращаясь к (5.14), получаем, что для - —<*/<—■Л А

У =
^1 - sin2 у л/l-  х2

Производную функции у = arccosx можно получить ана- 
логично, а можно воспользоваться соотношение ;̂

71 !arcsm х + arccos х = — , из которого сразу следует, что



/
(arccosx) =/ 71-- arcsin x = - -

c2 •
Производная функции у = arctgx. Докажем, что

(arctgx) = — ^

Доказательство.
1 + х2

у = arctgх => х = tgy => 1 = — • у' ==> у' = cos2 у
cos г/

1 + tg zy 1 + дг 
Производная функции у = arcctgx.

(arcctgx)
2 1 + *л

Упражнение. Докажите самостоятельно, что = ех *
исходя из определения производной.

В заключение приведена таблица производных. Левая 
колонка таблицы пояснений не требует, правая же пред­
ставляет собой производные сложных функций.

Смысл формул, стоящих справа, можно выразить таким 
образом: производная сложной функции равна произведе­
нию производной внешней функции по своему аргументу на 
производную внутренней функции по своему аргументу.

Таблица 1
№

п/п
дг-аргумент «/-дифференцируемая 

функция аргумента

1 (xaj  = осе01' 1 (uaJ  = aua_1 • и'

2 (lnx) = — (in и) = — • и' 
и



3

4

5

6 

7

10

11

12

13

(loga x) = —~  
x ln a

(?xj  =ex 

(a1) = ax In a 

(sin * ) = cos x 

(cos x) = - sin x

(tgx) = —
COS X 

(ct£*) = —
sin2 X

(arcsin x) =
■Jl-x2

(arccos x) - —
y li- x 2

(arctgx) = — Ц -  
1 + x*

(arcctgx) =
l  + ar

(lo ga u) = _ J— -ц' 
u ln a

(eu)  =eu -u'

(au ) = a“ In a • u' 
f

(sin m) = cos и ■и 

(cosu) = - sin u-u'

(tgu) =— \ — u' 
cos и

(ct£u) -----• u'
sin* ц

(arcsin u) = ■ ■., • u'

t < 1 (arccosu) - — , ■■■■!■:■ - • и

(arctgu) = —
1 + i r

(arcctgu) = --- — z- • u'
1 + u*

3.5. ПРИМЕРЫ НАХОЖДЕНИЯ ПРОИЗВОДНЫХ

Пример 1. у = хь + sinx — 2х + 3. Найти у'
Решение. Используя теорему о производной суммы и 

формулы 1, 6, 5, из таблицы получаем

у' = 5х* + cosjt - 2*1п2.



Пример 2. у = х3 sin*. Найти у'
Решение. Используем формулу производной произве­

дения (5.5), а также формулы 1,6, имеем:

у' = 3x2sinx -I- x3cosx.

Пример 3. у = х3 • т/л̂ -1- х7 ■ Их •
Здесь можно было бы применить в каждом слагаемом 

формулу (5.5).Но это нерационально. Эффективнее снача-

ла переписать данную функцию в виде у = х ь + х 4 и 
уж е затем дифференцировать; получаем

Пример 4. Вычислить у'( 1), если У = " 2 +  ̂• 

Решение. Вначале, используя (5.6), найдем

Теперь, подставляя в это выражение х = 1, имеем

До сих пор мы использовали только левую колонку 
таблицы производных.

Переходим к примерам дифференцирования сложных 
функций, т. е. к  использованию правой колонки табли­
цы.

У =
Зх2(х2 + l)-  Xs • 2х _ х4 + Зх2



Пример 5. у = (tgx)b. Найти у'
Решение. Обозначим tgx = и (внутренняя функция).

1
Тогда у = иъ (внешняя функция), у = 5ц4 , их ---- -— вcos х
Согласно (5.7) имеем теперь

Ух = 5“ 4 --- о— = 5(tgx)4 •cos2 х cos2 X

В  последующих примерах мы уже не будем писать обо­
значения для внутренней функции, важно ее просто уви­
деть и решение можно писать сразу.

Пример 6. у = ln(jc4 + 2х). Найти у'
Решение. Производная внешней функции по своему

1
аргументу равна , а производная выражения в

скобках, равна 4хг + 2. Поэтому

х4 + 2х v } х4 + 2х

В примерах 5 и 6 сложная функция состояла из двух 
звеньев. На практике, конечно же, их может быть боль­
ше. В  таких случаях дифференцирование следует прово­
дить цепочкой, находя производную самой внешней фун­
кции по своему аргументу, умножая ее на производную 
следующей за ней функции по своему аргументу и т. д.

Пример 7. у = (arctg(x3 + 2х))9. Найти у'
Решение.

у' = 9(arctg(c3 + 2 x f ----• (зх2 + 2)
1 + (х3 + 2х f



Пример 8. .У - In^я + \1х2 + a2 J . Найти y 'ip jз ) + у'(0).

Решение.

У =
х + \1х2 + а2

1 +
2V*2 + а2

2х

yjx2 + а2 + х
х + 4х2 + а2 л/л:2 + а2 л/л:2 + а2 

Подставляя в полученное выражение х - a-v/З » имеем

у'(ал/з) =
J l p S f  + а2

-  1 _ J_
Далее, У и̂' - ^q2 + ^  ~ |а| и, значит,

y'iajз)+ i/'(0 ) = + рт = - 7-7 * v ’ w  2|а| |а| 2|а| •

Пример 9. у = 3te4(*5+x‘!). Найти у'
Решение.

у' = g t g ^ + x 2 ) l n 3 . ( t g 4 ( c 6 + * 2 |  =  3 t g 4 ( * s + * * ) . l n 3 .

• 4tg3(x5 + л:2)-- гД-- гл • (бл:4 + 2х)
V 7 cos2(a:5 + x 2) v л

Пример 10. у - sin3 (4л:) -e~̂ xUl • Найти у'
В  этом примере необходимо видеть, прежде всего, про­

изводную произведения; значит, в основу дифференцирова­
ния положим формулу (5.5). Вместе с тем надо обязатель­
но учесть, что каждый множитель представляет собой слож­
ную функцию. Выполнив все действия, получаем:



у' = 3 sin2 4х • cos 4х • 4 ■ е д̂’+1 +

+ sin3 4x • e Ĵt;4+1
2л/

• 4xE
x'1 +1

= 2 sin2 4x ■ e • 6 cos 4x - x3 sin 4x
& + 1

_  ?i, _ arctg2x
Пример 11. У - ln(4x + i j '  Найти У’

Решение.

— -—- • 2 1п(4л:2 +1)- arctg2x---^--- 8л:
_ 1 + 4л:2 V 4л:2 +1

" -------------------------- I n V  + l)

_ 2[lnjfo:2 +1) - 4л: • arctg2a:]
(4лг2 + 1]1п2(4л:2 + l )  *

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти производные следующих функций.

1-Й УРОВЕНЬ

1) у = 4хъ - 2л? + 3; 2) У = 2л:7 + 4лГ3 + — ;

6 3 /— з[~5 х
3) У = х - - j  + л/л: - л/л: ; 4) У = --- ;' 7 ' О! ТЛ Vsin л:

5) у = ln r + хе*; 6) у = (х3 + 2x)tgx; 7) У -
х~3 + х
3х + х4 ’

tua л,
8 ) у  = arctgx tgx; 9) У = х + 1п"“  ; Щ  у = 1п(л̂  + л:2);

cos л:



11) у = sin3*; 12) у  = V *4 +1; 13) У  = ^ll + x2

sin л/х14) у = х • 1п2х; 15) у = (ctg4x) • х2; 16) У = ln(tgx) ’

17) у = ln3(sin7x); 18) У = cos(2ctgx) + In i  ;

2й4* +5 4 sin Яг X19) У = т~7 з—1ч; 20) 0 = * « +--—г ;1п(х +1) arcsinvx

21) у = е^соБбх -  7л4; 22) У = -  + 21n3 х - ;
х X

23) у  = ctg2* -  х + ,/tgx ; 24) у = + 2 ;

1 "f"25) i/ = ctg2x + 3х; 26) У = х2 In j — ;

27) у = ln(sin2x + 1); 28) у = е** + xlnx5

29) у = arcsin(lnx) + 2; 30) У = ln(cos2x) + arctg-i ;

31) */ = (*3 + 2х)-^х + Vx2 + 16j; 32) у = ln(cos2x);

33) у = x~Jl6- х2 + е '6*2;
34) i/ = 3tg* + sin(x3) + cos2x.

УРОВЕНЬ

35) j/ = д/х + д/х + ; 36) у = arctg^/x + -J\n(x2 + l j ; 

^  (с2 + x ln x + arctg-s/xjf ’ ^   ̂= il*  + tfx + Jx I



i l l  + x cos2x ’

1
x  sia4 3x  .

43) У = 7xarcctg ----- -’ lnx  + 1V /

4 /

47) у = arccosVxln2 x -1 5 48) y  = sin(2e* +1)- e2sin*+1; 

49) у = %ll + xesin(lnx) ; 50) у = xsinx;

51) у = (arctgx)cos2 x ; 52) у = (ln Xf x
Указание: В  примерах 50—52 имеет смысл сначала про­

логарифмировать данные функции.

3.6. ПРОИЗВОДНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНО-СТЕПЕННОЙ 
ФУНКЦИИ

Теорема. ПустыДх) и и(х) — дифференцируемые в точ 
ке х функции.

Тогда функция

называемая показательно-степенной, имеет производную

Доказательство. Логарифмируем (5.16) In у = vlnu и 
полученное равенство дифференцируем

(5.16)

у' = uv \пи -v' + vuv 1 • и (5.17)



1 , ,, 1 ,— у = У In u + v —  и 
У и

Умножаем обе части равенства на у и, имея ввиду (5.16), 
получаем:

у' = uv In и ■ v' + vu^1 ■ и'

Это и есть равенство (5.17), которое называется форму­
лой Бернулли. Смысл формулы (5.17) заключается в сле­
дующем: производная показательно-степенной функции 
есть сумма результатов дифференцирования (5.16) как 
функции чисто показательной и чисто степенной.

Пример 12. у = (cosx)arctg2jc. Найти у'
Решение.

у' = (cos x fTCte2x ln(cos х) --- -—- ■ 2 +
1 + 4дг

+ arctg2x (cos x f rctz2x~1 • (- sin x) .

Упражнения. Используя (5.17), найти производные 
функций

53) у = (cos дг)1п(*2+1Ь

54) i, = (t » + l ) r 8i,,(4* ) ;

55) у = (х + sin 2x)~i ;

56) у = (tgx)c *

3.7 ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ОБРАТНОЙ ФУНКЦИИ

Теорема. Пусть функция у = f(x) строго возрастает (убы­
вает) и непрерывна в некоторой окрестности точки х0, а в 
самой точке х0 имеет производную, отличную от нуля. Тог­



да обратная функция *  = f~\y) дифференцируема в точке 

y0 = f(x0) K

Доказательство. Придадим аргументу у0 достаточно 
малое, но отличное от нуля, приращение Ау.Тогда функ­
ция х = f '\ y ) получит приращение Ах, которое тоже от­
лично от нуля в силу строгой монотонности f~l . В  самом 
деле, если например, Ау > О, то у0 + Ay > yQ. Тогда

Г 1 (г/о + д.у) > ГЧ</о) =» Аж = Г  Чуо + Ьу)-Г1(Уо)> 0 • п°-
Ах 1

этому имеет место равенство —  = ,в котором мы осу-

Ах
ществим предельный переход при Ау 0. Заметим, что
при этом Дх 0 в силу непрерывности обратной функ­
ции. Тогда имеем:

х'(уо) = lim —  = lim =---—А— = —J —тд*->о А у д*->о (  Ау_\ jim АJ/ у (х0 ) в
I Ax J  Д*->о Ах

Предельный переход оказался возможным благодаря 
условию у'(х0) Ф 0 .

Доказательство завершено.
Теорема позволяет, зная производные некоторых кон­

кретных функций, получать формулы для производных 
функций обратным к ним.

Например, выведем производную функции у = logax
(а > 0, а Ф 1), исходя из равенства |а* ) = ax lna* Ф унк­
ция у = logax является обратной к функции х = ау. Тогда

1 _ .1 _ 1 
П Х )=  х { у ) ~ ^ Ў Ш  = x lna-  Таким  образом,

(loga х) = —— . xlna



3 .8 .  НЕЯВНЫЕ Ф У Н К Ц И И  О Д Н О Й  ПЕРЕМ ЕННОЙ  
И ИХ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Е *

Предположим, что зависимость между х и у задана 
уравнением

F(x , у) = 0. (5.18)

Если для каждого значения х из некоторого множе­
ства Е  существует одно или несколько значений у , удов­
летворяющих (5.18), то этим на множестве Е  определяет­
ся функция у = f(x) (или функции), для которой (или для 
которых) (5.18) обращается в тождество

F (x ,f(x )) = 0. (5.19)

Такие функции называются неявными. Иногда удает­
ся получить их явное представление. Например, из урав­
нения эллипса

очень просто выразить у через х, в результате чего на 
множестве Е  = [—а; а] получаем две функции

= и у = -  — J a 2 -  х2,
а а

каждая из которых обращает (5.20) в тождество. Заме­
тим, что первая является уравнением верхней половины 
эллипса, а вторая — уравнением его нижней половины.

В  рассмотренном примере увидеть явное аналитичес­
кое выражение «запрятанных» в (5.20) функций оказа­
лось легко. Однако часто из уравнения (5.18) получить 
явное представление неявных функций либо трудно, либо 
невозможно. Например, выразить у через х в явной фор-

* Этот пункт рекомендуется изучать после прочтения § 1 гл. 9.



ху - ех • sin у - п = 0 (5.21)

мы не можем. Встает вопрос: определяет ли уравнение 
(5.21) какую-то неявную функцию у = f(x)? Быть может, 
такая функция есть, но мы не умеем записывать ее в виде 
явной аналитической зависимости у от х, а может, такой 
функции нет? В этой связи нас будут интересовать следу­
ющие вопросы.

1. Каким условиям должна удовлетворять функция 
F(x, у ), чтобы для уравнения (5.18) существовала (это 
не значит, что ее можно увидеть явно) неявная функция 
У = А *)?

2. Если такая функция у = f(x) существует, то имеет 
ли она производную и как эту производную найти? Пос­
ледний вопрос интересен тем, что мы хотим находить у' , 
даже не умея в явном виде находить у. В свете всего ска­
занного важную роль играет следующая теорема.

Теорема. Предположим, что функция F (х, у)
1) непрерывна вместе со своими частными цроизвод-

дҒ дҒ
ными —  и в окрестности точки М 0(х0> z/0), 

д Ғ \
2) Ғ (М 0) = 0, э^1мо

Тогда уравнение Ғ(х> у) = 0 определяет в некоторой 
окрестности точки М 0 одну неявную функцию у = f{x), 
обладающую свойствами:

а) У0 = f(x0)
б) и существует у',  вычисляемая по формуле



Доказательство этой теории мы не приводим. Ознако­
миться с ним можно, например, в ([10], стр. 3D).

Пример 1. Найти производную неявной функции, опре­
деляемую уравнением

х2у4 + 5x3i/ - Ах4 + у + 9 - 0

в точке М 0( 1; -1).
Решение. Сначала проверяем выполнение условий тео­

ремы. Очевидно, функция F(x, у ), определяемая левой 
частю уравнения, имеет на всей плоскости хОу непрерыв­
ные частные производные

—  = 2ху4 + 15х2у - 16х3, —  = 4х2у 3 + 5х3 + 1. 
дх ' ‘ ду

Кроме того, Ғ (М 0) = 1 — 5 — 4 — 1 + 9 = 0,

а ^ к = ^  + 5 + 1 = 2 * 0 .ду 1 0
Поскольку условия теоремы выполнены, существует един­
ственная неявная функция у = f(x) (выписать ее мы не 
может), производную которой находим по формуле (5.22):

ч 2ху4 +15х2г/-16х3У{х) =----- ----------- —о------- •4х у + 5х +1 

В частности, в заданной точке М 0( 1; -1)

2-15-16 29
У'(1)=- -4+5+1

Пример 2. Найти производную в точке М 0( 1; л) неяв­
ной функции, определяемой уравнением

ху - ех ■ sin у - л = 0.



Решение. Проверяем условия теоремы существования
Э F  х . ЭҒ х1) —  = У - ех sin у, ~  = х - е х cos у;

’ дх ду

2) Ғ (М 0) = п - еsin л - п = О,

после чего находим производную

откуда, в частности, следует, что

Примеры для самостоятельной работы

В  следующих примерах проверьте выполнение условий 
теоремы существования неявной функции и найдите про­
изводную этой функции в заданной точке.

1) 4х3у2 -  7х + 9у3 + у = О, М 0(0; 0)
2) у * - х * - 6 х у - 3  = 0, М 0( 1; 2)
3) Xs + у6 -  2ху = 0, М 0(1; 1)

4) yjx2 + у2 + х -  2у = 0, М 0(3; 4)
5) 1п(лс + у) — х — у2 + е* — 1 = 0, М 0(0; е)

и'(х)= У ~ е* SinУ = е* sinУУ ' ' . .  - X ______  гx - e xcosy х - е хх - е х cos у

!/'(!) =
е sin п - п  ли
1-е1 cos п 1 + е

О тв е ты : 1) 7; 2) + ; 3) -1; 4) 5) х ; 6)



§4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
ПРОИЗВОДНОЙ. УРАВНЕНИЕ 
КАСАТЕЛЬНОЙ И НОРМАЛИ 

К ПЛОСКОЙ КРИВОЙ

Пусть у = f (x ) 
дифференцируемая фун­
кция (рис. 27), М  — точ­
ка графика с абсциссой 
х, N  — точка графика с 
абсциссой х + Ах; N P  = 
Ду = f(x + Ах) -  f(x).

Напомним, что каса­
тельной к графику фун­
кции f(x) в точке М  на­
зывается предельное по­
ложение секущей M N , 

когда точка N, двигаясь вдоль кривой, приближается к  
точке М . Обозначим через <р угол наклона к оси абсцисс 
хорды M N , а через а  - угол наклона касательной к кри­
вой в точке М. Ясно, что, когда N  -» М , то ф —> ос,

у' = lim —  = Iim  tg<p = tg a .Дх->0 Ax (p->a

Здесь мы воспользовались непрерывностью функции 
tg(p. Таким образом, производная функции у = /(х) в точ­
ке х представляет собой угловой коэффициент касатель­
ной, проведенной к данной кривой в точке М(л:, f(x)). Со­
ставим уравнение касательной, проведенной в точке M0(jc0, 
у^ к кривой у = f(x). Уравнение всякой прямой, проходя- 
щей через точку М0(х0, у0), имеет вид у - f(x0) = k ' ( x -  х0). 
Для того чтобы из этого пучка прямых выделить каса­
тельную, надо взять k = f'(x0) . Таким образом, уравнение 
касательной к кривой у = f(x) в точке М0(;с0, у0) имеет вид:



y-f(xo)= f'(xo ) ( x - x 0).

Нормалью к данной кривой в точке М 0 называется пря­
мая, проведенная через М 0 перпендикулярно касательной. 
Исходя из этого определения легко заключить, что урав­
нение нормали имеет вид:

. У - / ( * о ) = - у ^ т у ( * - * о ) .

Пример. Найти уравнения касательной и нормали к 
параболе у = х2 точке с абсциссой х0 = 2 (рис. 104).

Решение. Находим производную функции f(x) = х2,
f'(x ) = 2х . Вычисляем значение этой производной в точке
х0 = 2 : /'(2) = 4 . Значит, угловой ̂ коэффициент касатель­
ной в точке с абсциссой х0 = 2, кг = 4, а угловой коэффи-

k - - - - - -циент нормали К2 ~  ̂ ~ ^

Найдем ординату точки М 0, абсцисса которой 
х0 = 2 : /т(^о)= 22 = 4 . Уравнение касательной будет 
иметь вид у — 4 = 4(х — 2), а уравнение нормали

у - А  = - ~ ( х - 2 ) .
4



Замечание. Теперь легко показать, что функция мо­
жет быть непрерывной в некоторой точке и не быть в этой 
точке дифференцируемой. В  самом деле, функция f(x), 
изображенная на рис. 105, является, очевидно, непрерыв­

ной в точке х0, но производная в этой точке f'{x0)= tg —
£л

не существует.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

х31) Написать уравнение касательной к кривой у = —
о

в точке с абсциссой х = —1.
2) Найти уравнение касательной и нормали к кривой

8
У - "  о в точке х = 2.4 + дГ

3) Написать уравнение касательной к синусоиде у = sinx 
в точке х = я.

4) Написать уравнения касательных к кривой у = 4х - х2 
в точках пересечения ее с осью Ох.

5) Написать уравнения касательных к кривой у2 = 4 — х 
в точках пересечения кривой с осью Оу.

2-Й УРОВЕНЬ

4
6) Написать уравнения касательных к гиперболе У = —

в точках x l = 1 и х2 = 4. Найти угол между этими каса­
тельными.

7) В  какой точке касательная к параболе у = х2 — 2х 4-5 
перпендикулярна к биссектрисе первого координатного 
угла? Написать уравнение этой касательной.

8) В  какой точке касательная к параболе у = дс2 4- 4х 
параллельна оси Ох?

9) Найти угол, под которым пересекаются параболы 
у = (х - 2)2 и у = —х2 + 6х - 4.



Помощь: углом между двумя кривыми в некоторой 
точке называется угол между их касательными в этой 
точке.

2 1
О тве ты : 1) .*/ - *  + — ; 2) у = - — х+ 2; у = 2х -  3; о 2а

3) у = -х + л; 4) у = Ах, у = -4* + 16; 5) у = ~ \ х  + 2;4
1 1 1 5у = - х ~ 2 ;  Ь ) у  = -Ах + 8, у = --Д Г-2 , arctg— ;
4 4 о

,1  17ҳ
7> l 2 ; T ’ у = ' *  + т ; 8) (_2; _4); 9) arctgf

§ 5. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ ФУНКЦИЙ 
И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

Задача линеаризации непрерывной функции ставится 
следующим образом. Зафиксируем точку М 0(xQ, fix^) на 
графике функции f(x). Среди всех линейных функций вида 
у = f(xQ) + k(x — xQ), т. e. среди всех прямых, проходящих 
через точку М 0, найти ту, которая наилучшим образом 
приближает данную функцию. Что значит наилучшим 
образом? Будем характеризовать близость данной функ­
ции к прямой пучка разностью
8(*) = f(x) - \f(x0 )+ k(x - x0 )] = f(x) - 1(x0 ) - k(x - x0 ). (5.23) 

Очевидно, для любой прямой нашего п учка
lim 5(лг) = 0 _ е_ _  б.м. функция при х —» ха . Од-

нако для разных прямых пучка 5(х) -> 0 с разной скоро­
стью, Так вот, наилучшей будем считать ту прямую, для

5(х)
которой 5(jc) = о(х - х0) , т. е. для которой х - х 0 =  ̂

(иными словами, 6(х) «  |.v - х0|).



Оказывается существование такой прямой равносиль­
но дифференцируемое™ функции f{x).

В  самом деле,
й(х) = f(x)~ f(x0)~ k (x-x0\

x - x 0 x - x 0 w '

lim JW - =  \ ы № ' - 1 Ы - к
X ->X0 x -  X q x -  x0

Теперь ясно, что существование производной в точке 
х0 и равенство f'(x0) = k равносильно тому, что предел 
слева равен нулю, т. е. касательная в точке М 0,если она 
существует, является наилучшей из всех прямых, при­
ближающих f(x) в окрестности точки М 0. Обратно, если 
наилучшее линейное^приближение существует* то пре-

li / (* )-/(* о) _ kдел слева равен нулю. В таком случае, 11111  ̂  ̂ - К ,X — Xq

т. е. для такой прямой угловой коэффициент k = f\x0). 
Следовательно, эта прямая есть касательная к данной кри­
вой в точке М 0. Одновременно мы показали единствен­
ность наилучшего приближения.

С понятием линеаризации функции тесно связано по­
нятие дифференциала. Считая функцию f(x) дифференци­
руемой в точке х0, т. е. линеаризацию возможной, введем 
определение.

Определение. Дифференциалом функции у = f(x) в точ­
ке xQ называется приращение соответствующей линеари­
зованной функции (касательной) при переходе от точки х0

к точке х = х0+ Ах : ^у\х0 = df{xo) = PQ • Ясно (рис. 106),
что

dy\x0 = f'(xo)bx (5.25)



(из AM 0PQ). Записав равенство (5.23) для касательной, 
получим:

8(х) = f(x )- f(x 0)~ f'(xоХ* - *о) (5.26)

Значит, f(x) - f(x0) = f ’(x0\\х + 8 (х ), где й(х) «  Ах при 
Ьх 0 , или коротко

&У = dy + 5(х). (5.27)

Отсюда можно сделать вывод, что дифференциал фун­
кции является главной частью приращения, поскольку 
dy пропорционален Ах, а второе слагаемое есть б.м. более 
высокого порядка, чем Дх, а значит, и чем dy. Это дает 
возможность утверждать, что

Ay « dy . (5.28)

На этом основано приближенное вычисление значений 
функции в точках, близких к фиксированной точке х0. 
Именно из (5.26) и (5.28) следует, что

f(x) « f(x0)+ f'(xoy±.x. (5.29)



Пример. Вычислить приближенно 7б26 • 
Решение. Рассмотрим функцию

f(x) -Jx.f (* )-   ̂д,о = g25, х = 626, Ах = 1,

/(дг0)= л/625 - 25, f '(xo)~ 2 ^ 2 5  = 2 2̂5f(x0)=y[625 -25, ^ о )

Теперь имеем, используя (5.29), получаем:

V626 = 25 + 0,02 • 1 = 25,02.

Отметим, что точность расчетов по формуле (5.29) не­
высока. Относительно хорошо получается лишь тогда, 
когда функция f(x) является «очень плавной» и точка х 
очень близка к точке xQ. Поэтому вычисление по формуле 
(5.29) большого практического значения не имеет. Одна­
ко очень важна и продуктивна сама идея возможности 
приближения функций, в том числе и очень сложных по 
своей структуре, функциями простыми, хорошо изучен­
ными и легко вычисляемыми. Здесь мы видели аппрок­
симацию любой дифференцируемой функции функцией 
линейной. Точность приближения невысока именно по той 
причине, что аппроксимация ведется с помощью самой 
простой функции. В  дальнейшем мы вернемся к вопросу 
приближения функций, но уже не только с помощью ли­
нейных функций, но и функций квадратичных, а также с 
помощью многочленов более высоких степеней. Оказыва­
ется, с повышением степени аппроксимирующего много­
члена существенно повышается точность приближения.

СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИАЛА

Мы уже видели, что если f(x) - дифференцируемая 
функция, то



Дифференциал независимой переменной совпадает с ее 
приращением, поскольку dx = х'Дх = 1 ■ Дх = Дх • 

Следовательно, из (5.25) получаем:

dy = f{x )dx. (5.30)

т. е. нахождение дифференциала сводится к нахождению 
производной и приписыванию множителя dx.

Например,

Основные свойства дифференциала следующие:
1) d(<xu + Ри) = adu + Рdv ,
2) d(uv) = udv + vdu,

Здесь и = u(x), v = v(x) — любые дифференцируемые 
функции.

Получим, например, 1):

= a(u'dx)+ $(v'dx) = adu + Р dv.
Формулы 2) и 3) вы легко получите по аналогии. 
Рассмотрим дифференциал сложной функции. 
Пусть у = f(u), и = ф(х).
Тогда

dy = y'xdx = у'и ■ uxdx = у'и ■ {u'xdx) = у'и • du. 

Таким образом, формула

udv - vdu , (v *  О)

dy = y'udu



оказы вается верной и тогда, когда и — независимая пере­
менная, и когда и - дифференцируемая функция. Этот 
факт называется теоремой о независимости вида диффе­
ренциала.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти дифференциалы следующих функций для допу­
стимых значений аргумента.

1)1/= *1пл - х; 2) У = arcsin ̂ ; з> у = 1п| ж + 4х2 + a2 j ;

4) у = arctg—; 5) у _ е-х*; 6) г/ = sin* - xcosx.

Заменяя приращение функции дифференциалом, най­
ти приближенно следующие значения:

7) з / Щ ; 8) sin29°; 9) cosl51°; 10) lg ll;  11) ;

12) Ш '
О тв е т ы : 7) 1,007; 8) 0,4849; 9) -0,8747; 10) 1,043;

11) 1,01; 12) 0,5078.



Глава 6 
ТЕОРЕМЫ О СРЕДНЕМ 

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ

§1. ПОНЯТИЕ ЭКСТРЕМУМА. 
ТЕОРЕМ Ы ФЕРМ А И РОЛЛЯ

Пусть на множестве Е  с  R n определена функция f.
Определение. Точка х е Е  называется точкой макси­

мума функции Д если существует окрестность этой точки 
U6(x) такая, что f{x)> f(x) \/хе Ub(x).

Аналогично дается определение точки минимума (в этом 
случае f(x) < f(x)). Точки максимума и минимума имеют 
общее название точек экстремума.

На рис. 107 и 108 изображены, соответственно, функ­
ции одной и двух переменных, имеющие точки экстрему­
ма. У  первой функции, заданной на множестве Е  = (а, Ь) 
(рис. 107), xv хг — точки максимума, х2> х4 — точки мини­
мума, у второй функции z = х2 + у2у определенной на всей 
плоскости (рис. 108), точка (0, 0) является точкой мини­
мума, а точек максимума нет.

У* V

Рекомендуем читателю 
при изучении теории экст­
ремума обратить внимание 
на следующее обстоятель­
ство. Экстремум — понятие 
локальное. Неравенства
f(x)>f(x) (для max) и 
f(x) < f(x) (для min) вы-

>х

полняется не на всем мно­
жестве (где задана функ­
ция /), а в какой-то, быть 
может, очень малой окре­
стности точки х • Легко за-



метить, что у функции f  
(рис. 107) значение шах в 
точке хх меньше, чем зна­
чение min в точке хл. На- 
ряду с понятиями шах и 
min вводятся понятия 
наибольшего и наимень­
шего значений функции 
на множестве Е . Это - по­
нятия глобальные. Ф унк­
ция может иметь на мно­
жестве Е  даже несколько 
экстремумов и не иметь 
на Е  ни наименьшего, ни 
наибольшего значений 

(рис. 109). Если Е  - замкнутое множество, а / — непре­
рывная функция, то f обязательно принимает на Е  свои 
наибольшее и наименьшее значения (глава 4, теорема из

6.3). Ясно теперь, что 
наибольшее значение 
функции может дости­
гаться либо в точке мак­
симума, либо в гранич­
ных точках множества 
Е . В  частности, если рас­
сматривается функция 
одной переменной на от­
резке [а, 6] = Е, то ее наи­
большее значение может 
достигаться либо во 
внутренней точке отрез­
ка [а, Ь]у и тогда это точ­

ка максимума, либо в одной из граничных точек (а может 
быть и в обеих).

Аналогичное положение имеет место и с наименьшим 
значением. У  функции Д изображенной на рис. 107, наи­
меньшее значение достигается во внутренней точке х2 (это 
точка min) и в граничной точке а, а наибольшее — в гра­
ничной точке Ь.



ТЕОРЕМА ФЕРМА 
(НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ ЭКСТРЕМУМА)

Бели х — точка экстремума функции f, и если в этой 
точке существует производная, то она равна нулю.

Доказательство. Пусть х — точка шах. Тогда суще­
ствует интервал (х - 6, х + 8) такой, что f(x) > f(x) для 
любой точки х из этого интервала. Таким образом, неза­
висимо от того, расположена ли точка х слева или справа
от точки х » выполняется неравенство f(x)-f(x)< 0 . Да­
лее, из существования производной в точке х имеем:

/ '(* )  = lim '( * > - / ( * ) .  lim t ( * ы * )
х->х х - х  X - X
(х<х) (*>*)

Дробь, стоящая под знаком предела в первом равен­
стве, неотрицательна; поэтому, применив теорему о пози­
тивности предела, получим, что f'(x) > 0 . Из второго ра­
венства следует, что / '(* )-  0 . Значит, f '{x )~  0.

Замечание. Условие равенства нулю производной, яв­
ляясь необходимым условием экстремума, не является



достаточным. Так, у функции f(x) = xz (рис. 110) произ­
водная в точке х = 0 равна нулю. Однако эта точка не 
является точкой экстремума, ибо ДО) = 0, в то время как 
f(x) < О V* < 0 и f(x) > О \/х > 0. Точки, в которых про­
изводная равна нулю, называются стационарными. Кро­
ме стационарных точек, «подозрительными» на экстре­
мум являются такие, где f'(x ) не существует (рис. 111). 
Стационарные точки и точки, где нет производной, назы­
ваются критическими.

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ТЕОРЕМЫ ФЕРМА

В точках экстремума дифференцируемой функции ка­
сательная к графику параллельна оси абсцисс (рис. 112).

Убедитесь в этом самостоятельно, исходя из геометри­
ческого смысла производной.

ТЕО РЕМ А  РО ЛЛЯ. Пусть функция у = f(x) удовлет­
воряет условиям:

1) непрерывна на отрезке [а, Ъ]
2) дифференцируема на интервале (а, Ъ)
3) №  = т .

Тогда существует хотя бы одна точка с е [а, Ь ], такая, 
где f'(c) = 0 .



Доказательство. Так как f непрерывна на отрезке 
[ау Ь]у то хотя бы в одной точке этого отрезка она достига­
ет наибольшего значения М  и хотя бы в одной точке — 
наименьшего т  (глава 4, теорема 2 из 6.3). Для всех ос­
тальных точек отрезка: т  < f(x)< М  (глава 4, теорема
6.3).

Если, т  = М , то f(x) = const и, значит, f'(x)= 0 на
[а, Ь]. В  таком случае в качестве точки с можно взять 
любую точку из (а, Ъ). Если же т  Ф М , то из условия 
f(a) = f(b) вытекает, что хотя бы одно из значений т  или 
М  достигается во внутренней точке отрезка [а, Ь]. Именно 
эту точку мы обозначим через с. Ясно, что с - точка экст­
ремума. По теореме Ферма f'(c) = 0 .

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ТЕОРЕМЫ РОЛЛЯ

Если функция f удовлетворяет условиям 1) — 3), то в 
интервале (а, Ь) существует хотя бы одна точка, касатель­
ная в которой параллельна оси абсцисс (рис. 113, 114).

Теоретическое упражнение. Докажите следующее ут­
верждение: между двумя нулями дифференцируемой фун­
кции находится хотя бы один нуль ее производной.



§ 2. ТЕОРЕМ Ы КОШИ И ЛАГРАНЖА
ТЕО РЕМ А  КО Ш И . Пусть функции f  и g
1) непрерывны на отрезке [а, Ь],
2) дифференцируемы в интервале (а, 6),
3) Ф 0 во всех точках (а, Ь). Тогда существует хотя 

бы одна точка с е (а, Ь) , такая, что

f(b )-f(a) Г(с)
4 > ) - « ( » Г г '( с )  (6Л>

Доказательство. Заметим, прежде всего, что формула 
(6.1) имеет смысл, т. е. что g(b) Ф g(a). В  самом деле, если 
бы g{b) = g{a), то по теореме Ролля нашлась бы точка
£ g (а, Ь) , где g'fe) = 0, что противоречило бы условию 3). 
Рассмотрим теперь функцию

Ғ(х) = f(x)~ f[a)~ • (g(x)-g(a)) .

Эта функция удовлетворяет всем условиям теоремы 
Ролля. Действительно, она непрерывна на отрезке [а, Ь] 
как сумма непрерывных функций. Ее производная

Наконец, F(a ) = 0 и F(b) = 0.
Следовательно, существует точка с е (а, Ъ) такая, что 

F\c) = 0 . Отсюда



и значит,

f(b)-f(a) = f'(c) 
g(b)-g(a) g'(c)'

Следующую исключительно важную теорему мы полу­
чим как следствие теоремы Коши.

ТЕО РЕМ А  Л А ГР А Н Ж А . Если функция f
1) непрерывна на отрезке [я,£ ],
2) дифференцируема в его внутренних точках, то суще­

ствует, по крайней мере, одна точка c g  (а, Ь), в которой

f{b )- f{a )= f\c\b -a ) (6.2)

Доказательство. Полагая g(x) = х, имеем из (6.1)

- ^ - т  (6.3)

где а < с <Ьо Отсюда f(p)- /(а) = /'(еХ̂  ”  а )> что и требова­
лось.

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ТЕОРЕМЫ ЛАГРАНЖА

ПустьА(а,/(а)),В(Ь,/(6)).
f(b)-f(a)Отношение — г----- пред-Ъ - а *

ставляет собой угловой коэф­
фициент хорды АВ (рис. 115),
в то время как f{c ) — угло­
вой коэффициент касатель­
ной, проведенной к графику 
функции в точке С(с, f(c)).



Из (6.3) теперь ясно, что если функция удовлетво'ог:^ 
условиям 1) — 2), то в интервале (а, Ь) найдется хотя бы 
одна точка с, касательная в которой параллельна хорде, 
стягивающей концы графика.

Формула (6.2) выражает разность значений дифферен­
цируемой функции через разность ее аргументов. Умно­
жив (6.2) на —1, получаем: /(a)- f(b) = f\c\a - b).

Это говорит о том, что формула (6.2) справедлива и в 
случае, когда а < 6, и в случае, когда b < а.

Пусть х — произвольная точка, в которой функция f  -  
дифференцируема, и пусть х + Дх близкая к ней точка. 
При этом приращение аргумента Дх может быть и положи­
тельным и отрицательным. Применив к отрезку [х,х + Ах] 
теорему Лагранжа, получим:

/(х + Дх)- f(x) = f'(c)Ах (6.4)

где х < с < х + Ах (когда Ах > 0) или х + Ах < с < х (когда 
Ах < 0). Ясно, что существует число 0,0 < 0 < 1, такое, 
что с = х + 0Дх и тогда имеем из (6.4):

/(X + Дх)- /(х)= f'(x + ©Дх)Дх. (6.5)

Формула (6.5) называется формулой конечных прира­
щений в отличие от приближенного равенства
f(x + Дх)-/(х) ~ /'(х)Дх , которое называется формулой
бесконечно малых приращений.

Следствие. Если функция / - непрерывна на [а, Ь] и во 
всех его внутренних точках имеет производную, равную 
нулю, то она постоянна на данном отрезке.

Доказательство. Пусть х1 и х2 — две произвольные точ­
ки из [а, Ь], хг < х2. Применим к отрезку [а, b] теорему 
Лагранжа. Будем иметь

f(x2)- f (x 1) = f'(cXx2 - x 1), (6.6)



где дс, < с < хг  Но /'(я) =■ О на [а, Ь], так что, в частности
f'(c) = 0 . И з (6 .6 ) следует тогда, что
f(x2)- f (x1)=0 => f(x2)=f (x i).

Но xt и х2 — произвольные точки отрезка [а, Ь]. Зна­
чит, f принимает одинаковые значения во всех точках от­
резка [а, Ь], т. е. она постоянна.

§3. ПРАВИЛО ЛОПИТАЛЯ. РАСКРЫТИЕ 
НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ.

ТЕО РЕМ А  (П РА ВИ Л О  Л О П И ТА Л Я). Пусть функции 
f n g

1) непрерывны в точке а и в некоторой ее окрестности;
2) дифференцируемы в окрестности точки а, причем

# '(*) * 0 ,

оч lim f(x) = О, lim g(x) = О
' х->а х—>а 9

у Г (г )4) существует um .

Тогда существует предел отношения данных функций 
и справедливо равенство:

Доказательство. Так как функция f непрерывна в точ­

ке а, то и, это значит с учетом условия 3),
что Да) = 0. Аналогично получаем, что g(a) = 0. В  таком 
случае имеем:



1- f(x ) 1- f{x )- f{o )lim ——  = lim ——— —yA- ffi 7̂*-»a g(x) *->a g(x) - g if )

Применяя теорему Коши на отрезке [а, г], продолжим 
равенство (6.7):

г /(*) ,• Г(с)lim ——  = lim — ■ ■ (6х->а g(x) х-*а g(c) ’

где а < с < х. Условие х —> а влечет за собой условие 
с -> а . Поэтому мы вправе продолжить (6.7) и (6.8), в 
результате чего получим:

х->а g(x) х-+а g'(c) х-+а g'(x) *

Самое последнее равенство означает лишь другое обо­
значение аргумента. Доказательство окончено.

Замечание. Теорема остается справедливой и в следу­
ющих случаях:

f b )1) когда lim - +~ или = -оо ,

2) когда х —> +°° или х —> ,

3) когда f{x )~  00 и &(х) = 00, т. е. когда рас­

сматриваются неопределенности вида

я 4 + 7х - 8
Пример 1. Вычислить А = lim ——--- -— -

4х5 + х2 - 5
Решение. Выполнение условий 1) — 3) теоремы оче­

видны. Условие 4) проверим в ходе вычислений. Приме­
няя правило Лопиталя, имеем:



„ 4л:3 +7 11 1А = lim --- ----- = —  = —
*-»i 20х +2х 22 2

Замечание. Выполнение условия 4) всегда будет про­
веряться в ходе вычислений. Поэтому, для того, чтобы 
иметь возможность применять правило Лопиталя при вы­
числении предела отношения дифференцируемых в окре­
стности точки а функций, достаточно убедиться лишь в 
том, что эти фулкции либо обе являются в точке а беско-

( ° )нечно малыми (неопределенность вида q ) либо обе —.

бесконечно большими (неопределенность вида
оо У

)•

1п(д;2 - з )Пример 2. Найти А  - lim ■ 1 ---- f-  . Числитель и
*  *  X + Зх — 10

знаменатель дроби являются бесконечно малыми функ­
циями при х —> 2 . Поэтому правило Лопиталя применять 
можно. Значит,

2х
А  = lim —------- = —,

х->2 2х + 3 7

„ л/18 - х - А 
Пример 3. Вычислить л  - iim ^ - —  — . Здесь мы

снова имеем дело с неопределенностью вида 0 , посколь­

ку в числителе и в знаменателе находятся функции беско­
нечно малые при х -> 2 • Применяя правило Лопиталя, 
получаем:



A = lim М Е З -----= , ^ Л Л
х->2 1 х—>2 д/18 -  X 4 2

2^6 - х

л -  ln(l + 3 * )
Пример 4. Найти А inn "+ 2х Г ^ этом примере

мы имеем дело с неопределенностью вида 

правило Лопиталя, получаем:
оо V У

. Применяя

1 о*•3* 1пЗ
А = lim l± S f _________ = О *  • Urn П ± Щ .

1 2х in 2 ln2 х_>+0° 2x(l + 3xJ 
1 + 2*

Снова имеем неопределенность вида . Но теперь

для ее раскрытия достаточно каждое слагаемое и числи­
теля, и знаменателя разделить на произведение 3х • 2х. В  
результате имеем:

. 1пЗ .. 2* 1пЗА  ----- lim
In 2 J _  j  In 2*

3х

e*+ e"*-2Пример 5. Найти А = lim —-------- .х-+о 1 - cos х
Применяя правило Лопиталя, заменим, как обычно, 

предел отношения данных функций пределом отношения



А = lim •х->0 Sin X

Однако в данном случае отношение производных тоже
(0 )

представляет собой неопределенность вида \~̂  . К  резуль­

тату приводит второе применение правила Лопиталя:

ех -е~х А  = lim -------= limх->о sm х = - = 2.. х->0 cosx 1

Правило Лопиталя является исключительно важным 
инструментом для вычисления пределов. Очень часто рас­
крытие неопределенностей оказывается возможным имен­
но благодаря этому правилу.

Пример 6. Найти А = lim (4* + 5л:2)* .
.X—

Решение. Прологарифмируем обе части равенства и, с 
учетом того, что логарифм является непрерывной функ­
цией, переставим знаки логарифма и предела. Тогда бу­
дем иметь

In А  = In lim (4* + 5х2)* = lim ln(4* + 5х2)* =
*-> °о  '  JC—»оо

,  i im ' 4  + 5* 2)lim

Получаем неопределенность вида 

вило Лопиталя, получаем

. Применив пра-



\nA = lim i l t S x 2 ' ^ ln 4 +10* ) = ц т  4Mn4 + 10s
x — 1 x-+°° 4 х + Ъх2

Вновь перед нами неопределенность вида 
Применив правило Лопиталя еще трижды, имеем:

, л 4х In2 4 + 10 4х In3 4 In А = lim ------------ lim
jc->oo 4 *  i n  4  +  *_>oo 4 * jn ^ 4  +  j q

4* in4 4 
= lim — n-  = In 4 .. 

дс—>°° 4'*’ In 4

Итак, 1гь4 = 1п4. 
Отсюда А = 4. 
Значит,

Пример 7. Найти А - lim

\im(4x + 5х 2)х = 4.JC —>оо

5jc16 + 9х7 + 8
^ 00 20jc16 + 17;t + 4я2 + 1 *

В данном случае применять правило Лопиталя нераци­
онально. В  самом деле, каждое применение этого правила 
снижало бы степень числителя и знаменателя лишь на 
единицу. Значит, для получения результата пришлось бы 
применить правило 16 раз. В то же время, заменяя чис­
литель и знаменатель дроби эквивалентными бесконечно 
большими функциями, сразу получаем:

5х16 5 1lim



Во многих случаях оказывается полезным сочетание 
правила Лопиталя с заменой некоторых бесконечно ма­
лых (или бесконечно больших) функций их эквивалент­
ными.

Пример 8. А  - П т
е16дг - cos х

х->о sin х • arctg4^r
Непосредственное использование правила Лопиталя (а 

здесь его пришлось бы применять дважды) привело бы к 
громоздким выкладкам, так как в знаменателе надо на­
ходить производную произведения. Значительно проще 
заменить бесконечно малые (при х 0 ) функции sin* на 
х и arctg4x на 4х и уже затем применить правило Лопи- 
~аля, в результате получим:

Лбх-
А = lim -

х —>0
cosх 1 .. е16х2 -32x + smx

4лГ
= — lim 4 *->о 2х

1
8

sm х32 lim e16* + lim
x —>0 x->0 x

33 
8 '

Пример 9. Вычислить ^  - lim (sin л;)16*
r  X —>°°

Решение. Предполагая, что искомый предел существу­
ет, будем искать сначала 1пА. При этом мы переставим 
местами знак логарифма со знаком предела, поскольку 
логарифм-функция непрерывная

In А  = lr^lim (sin x fgx j  = lim[ln(sin =

1
Ц \ —----- COS X

Sin-- = lim  ----=
x-> 0u x /J x —>0 d g X  x->0 1

sin2 x



.. sin л' • cos x ,.= - lim ---------- = -limsm.Y • cosx = 0 .
y-»o sin л* v—>o

Итак, 1пА = 0=>Л=1-
В заключение докажем важный факт, который мы нео­

днократно будем использовать в дальнейшем.
Теорема. Если а — любое положительное число и а — 

любое число, большее единицы, то при х —> ^ имеет мес­
то следующая шкала роста б.б. функций: jn х «  ха «  ах • 
Для доказательства первой части утверждения рассмот-

1пх
рим предел отношения îm —— в Применяя правило JIo- 

питаля, имеем

lim = lim — = — lim —  = 0.Ха аХа Gt Х~>са £ а

Переходим ко второй части утверждения. Число а за­
пишем в виде а  = k + а0 , где k — целая часть числа

х*
а, к > 0,0 < а 0 < 1. Для нахождения предела ~ 7 при­

меним правило Лопиталя k + 1 раз в результате получим:

.. х“ ах0' 1 а .. Xй-1 lim —  = lim ----- ------lim ---- =
*->оо а х  х->оо а х  in  а  in  а  х-^оо а х

(in аУ ах
(после k применений правила Лопиталя)

а(а -1) • • • (а - k) j ха° _ а(а -1) • •; (а - /г)а.0 
~ (ln а)А (in af +1



поскольку 1 - а 0 > 0 =» х1 а° -> «> и ах _> оо . Теорема до­
казана.

Сделаем еще одно замечание. Практика показывает, 
что правило Лопиталя является мощным средством на­
хождения пределов. Однако его нельзя считать универ­
сальным, в чем легко убедиться на простом примере.

х — sin хПример 10. Найти -А = lim ---- :---.*-*°о X + sin X
Здесь мы не имеем права применять правило Лопита-

А - iim (* ~ s in * )ля, мы не можем писать л  ~ 11111 , Т , так как пра-
{х + sin х)

вая часть не существует, ибо не существует ] [ ^ cos* .
Исходный предел нетрудно найти, исходя из других сооб­
ражений. Разделив числитель и знаменатель дроби на х 
(что естественно при х —>«>), мы получаем

 ̂ sin х

х->оо + sin х Теперь, учитывая что sin* — функция
X

1
ограниченная на всей числовой оси, а ~  — б.м. функция 

при х —> оо , имеем



ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

х -1 х - Зх + 51) lim --Т------ ; 2) lim --;------- ;
*-»! 2х - х -1 4х + Зх + 2

-JT+2X- 3 l-cos2x3) lim ---==------л\ lim-
х->4 4 ^ - 2  ’ *

Vx-6  + 2 .. ln (l + 4;t)h m ---5------ 6) hm — *------;*->-2 х» + 8 ж-»о х

ах - а ь , лч ех -17) lim ------ ; (а > 0); 8) hm*-»ь х - Ь  *->о arctg4jc ’



2-Й УРОВЕНЬ

sin х — х cos х ln(cosx)
21) — — г : — ; 22) limsin x *-*0 ln(cos 3x) ’ 

limI n ( l + X ) - X

23) ----- t ? T ~  ; 24) ^  cte 2*

.. (x + l)ln (x  + l ) ~  x x50 -50x + 49
25) ^  :x ■ ; 26) hm-*-»i * 1(>0 _ 100* + 99 ’

Ы  x -
v 2 I ,. ln (l - cos X )

27) lim  —i---- 28) lim ;
' *-»5+o tgx *->+0 ln(tgx)

2

29) lim xln^—arctgx j . 30) lim х3е~х3

31) lim f—- 1
*-»ч x sinx ’ 32) l i n / i -9  • 9  I • X sin"5 X )

3-И УРОВЕНЬ

Xх - 133) lim- 34) lim7 Jt->1
a 0

*-»1 ln x  

35) m n (l + x f *

(Указание. Воспользуйтесь формулой uv = ел"и и непре­
рывностью показательной функции)

xctgx-1 , vi_ lim (tgxf0SX
36> Й о ---р ---; 37) i™ (C0SJC) ?  38) х_д_о

39) 1нп(з*+ 3*2)ь; 40)1™*
( l  + х)х

х->о е



2 1 4  1
О т в е т ы : 1) 2) —; 3) 4) 2; 5) ; б)

7) а‘1па; 8) 9) 10) | ;  И ) 12; 12) 3; 13)

14) | ;  15) 16) 17) 18) 19) -2; 20) | ;

21) 22) 23) 24) -1; 25) 1; 26) 27) 0;

28) 2; 29) - \  ; 30) 0; 31) 0; 32) - 1 ; 33) 1; 34) ^ ;

1 1 1
35) 1; 36) 37) ~f=; 38) 1; 39) 3; 40) ~ г  .о yje ые



Глава 7. 
ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
И ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ

§1. МОНОТОННОСТЬ И ЭКСТРЕМУМЫ 
ФУНКЦИЙ

Функция f называется возрастающей на интервале 
(а, Ь), если \/х19х2 е (а, b):

Х1 < х 2 =* f { x l ) ~  f i x 2) (Рис- 1 1 6 > 1 1 7 )-
Функция f называется убывающей на (а, Ь), если

Ухх,х2 е (а, b) :
< х2 =>/(*!)>/(jc2) (рис. 118, 119).



Функции, изображенные на рисунках 117, 119, назы­
ваются соответственно строго возрастающей и строго убы­
вающей. Возрастающие и убывающие функции носят об­
щее название монотонных функций. Критерий монотон­
ности дает следующая

Теорема 1.1. Для того чтобы дифференцируемая функ­
ция у = /(х) возрастала на (а, Ь)9 необходимо и достаточ­
но, чтобы

/'(х)>0 V xe(a ,b ).

Для того чтобы она убывала на (а, Ь)9 необходимо и 
достаточно, чтобы

/'(х)<0 V x e (a , b).

Доказательство необходимости.
Дано, что f — возрастающая функция на (а, Ь). Пусть 

х — произвольная точка из (а, Ъ) и х + Ах е (a,b). Если 
Ах < 0, то

х + Ах < х => fix + Ах) < fix) => А у - fix + Ах) - f(x) < О 

Ау Л
и отношение ~  и . Если, Ах > 0, то

Ал:

х + Ах > х => f(x + Ах) > f(x)=> Ay = f(x + Ах)- /(х)> О 

А у Л
и снова отношение ~— — и . По теореме о позитивности Ах
предела можно сделать вывод, что

/'(*) = lim —  > О
Дх->0 Л г



независимо от того, стремится ли Ах —> 0 слева или спра­
ва.

Доказательство достаточности.
Нам дано, что f'(x) >0 Vjc g (а,&).
Пусть а <хг <х2<Ь. По теореме Лагранжа существует

точка с е (х19 х2) такая, что

f{x2)-f{x i)= f'(cXx2 - X l).

Так как /'(с) >0 и х2 — х1 > 0, то f(x2)-  0 • От­

сюда, f(x2)> f{xx) и, поскольку^ непроизвольные точ­
ки из (а, Ь), то / — возрастающая функция.

Упражнение. Докажите самостоятельно теорему 1.1. 
для убывающей функции.

Вернемся к теории экстремума.
В § 1 главы 6 было дано необходимое условие экстре­

мума (теорема Ферма), суть которого в следующем:
если xQ — точка экстремума функции f y то либо

f'(xо) = 0, либо f'(xо) не существует.
Мы уже говорили о том, что необходимое условие экст­

ремума не является достаточным и приводили соответ­
ствующий пример на стр. 223.

Полезность необходимого условия состояит в том, что 
оно позволяет найти все точки, «подозрительные» на эк­
стремум (критические точки). Для исследования каждой 
такой точки используются достаточные условия экстре­
мума.

Теорема 1.2. Если при переходе через критическую 
точку х0 (в которой f(x) непрерывна) производная :

а) меняет знак с « + » на «-», тох0 — точка максимума,
в) меняет знак с «—» на «+», то х0 — точка минимума, 
с) не меняет знака, то xQ не является точкой экстрему­

ма.



Доказательство пункта а).
П у с т ь

f'(x)> 0 \/хе (л:0 -5, л:0) и f'(x)< 0 \/х е (х0,х0 +5). 
По теореме Лагранжа

f(x )- f(x0)= f'(cXx-x0),

где c e U s{x0).
В  левой полуокрестности (xQ — 5,jcq) имеем:

j  f(c)>  О  ̂0 ^  ^
IX — Xq < и 

В  правой полуокрестности (я0,*0 4- 5):

f ^ <0 => f(x )- f(x o)<0=* f{x )< f(xо).
X  — Xq >  и

Итак, f{x) < f(xо) Vxe U5(*0 )- Это означает, что х0 - 
точка максимума.



Пункты в) и с) этой теоремы докажите самостоятель­
но.

Иллюстрацией необходимого и достаточного условий 
экстремума могут служить рис. 120—127. На всех восьми 
рисунках необходимое условие экстремума выполнено — 
производная либо равна нулю (рис. 120-123), либо не су­
ществует (рис. 124—127).

Что касается достаточного признака, то на рис. 120, 
121, 124, 125 мы наблюдаем перемену знака производной 
при переходе через критическую точку х0 и наличие экст­
ремума, а на рис. 122, 123, 126, 127 производная не ме­
няет знака и экстремумов нет.



у

Рис. 126 Рис. 127

План решения задач на нахождение экстремумов со­
стоит в следующем:

1-й этап — поиск критических точек, то есть точек 
«подозрительных» на экстремум. С этой целью находим 
точки, где f'(x) = 0 (стационарные) и точки где f'(x) не 
существует.

2-й этап — анализ каждой критической точки, где 
выясняется, меняется знак производной при переходе че­
рез эту точку (и тогда экстремум есть) или не меняется (и 
тогда экстремума нет). Параллельно с этим находятся 
интервалы возрастания и убывания функции.

Пример 1. Найти интервалы монотонности и точки эк­
стремума функции у = Зх5 — 5х3.

1-й этап . Находим производную у' = 15х4 -15х2.
Существует она на всей числовой оси. Поэтому «подо­

зрительными» на экстремум будут только точки, в кото­
рых у' = 0 . Решаем уравнение

15л:4 - 1 5 л:2 = 0; 

х2(х2 - l)=  0.

Получаем три точки. Выписывая их в порядке возрас­
тания, имеем:



Все дальнейшие рассуждения оформим в виде таблицы.
Таблица 2

X - 1 “ 1; о 0 0 ; 1 1 1 ; + 00
у' + 0 - 0 — 0 +

У 2 0 - 2

характер
критических

точек
max нет

экстре­
мума

min

На каждом из образованных интервалов определяем 
знак производной, например, вычислив значение произ­
водной в одной точке (произвольной) каждого интервала:

У (- 2) = 180, у' Г 45 / Л
Г 2 1

г*IS1II 45
Тб , у'(2)=180.

Расставляем знаки производной в таблице. Эти знаки 
дают возможность сделать вывод, где функция возрастает 
и где убывает (на основании теоремы 1.1.), что мы пока­
зываем стрелочками соответственно направленными вверх 
и вниз. Теперь становится ясным, что х1 = — 1 — точка
максимума, х3 = 1 точка минимума, а в точке х2 = 0
экстремума нет (как убывала функция до этой точки, так 
и убывает после нее). Максимальное значение функции 
находим вычислив его в точке х1 = — 1, y max = у(—1) = 2.

Аналогично, ymin = z/( 1) = —2.
Пример 2. Найти интервалы монотонности и точки эк­

стремума функции

у = 2х +Зл/х2

Решение.



Рис. 128

Из условия у' = 0 находим первую критическую точку

2^[х + l)=  0 => л/х + 1 = 0 => 'yfx = -1 => хг =-1.

Другая критическая точка х2 = 0. Эта точка, в которой 
у' не существует (заметим, что сама данная нам функция 
в этой точке определена и непрерывна). Переходим ко 
второму этапу. Разберите самостоятельно содержимое таб­
лицы:

Таблица 3

X - о о ; - 1 -1 — 1; о 0 0 ;+  ©о

у' + 0 - а +

У 1 0

характер
критических

точек
шах min

Оказывается график данной функции имеет вид, пока­
занный на рис. 128.



УПРАЖНЕНИЯ

Найти интервалы монотонности (возрастания и убыва­
ния) и точки экстремумов функций

JC3 о г 41) у = —  ~ X2 - Зх ; 2) у = 1 + 2х2 - —  ;о 4

Х4 я .4 _ 1 ^  дг2 -бл: + 13 3 ) , . т - х  ; = х _ 3

6) у = xlnx; 7) у = х2е~х\ 8) у = х - arctgx.

Ответы: 1) Ушах = у (~ 1) = д > Утт = у Ф1) = _9 .

2) Ушах = yi-2) = J/(2) = 5’ ymin = J/(0) - 1.
27

3) J/mi„ = y(3)= - —  . 4) j/max = y(0) = 1.

5) ^  = y d ) = -4, i/min = У(5) = 4.
1

e
8) экстремумов нет

6) Уmin = »| g
I \

= - 7 . 7 )  .«/max = 1/(2 ) =  4 - ’ J/min = I/(P) = 0  .

§2. ВЫПУКЛОСТЬ ГРАФИКА ФУНКЦИИ. 
ТОЧКИ ПЕРЕГИБА

Пусть функция f(x) определена на интервале (а, Ь) и в 
каждой точке этого интервала имеет конечную производ­
ную f'{x). Пусть х0 — некоторая точка из (а, Ь). Если в
этой точке существует производная функции f'(x ), то она 
называется второй производной функции f(x) в точке xQ и 
обозначается f"(x0). Если f'(x ) существует \/хе (а, &), то 
говорят, что функция дважды дифференцируема на этом 
интервале. Аналогичным образом вводятся производные 
более высоких порядков.



r ( x ) = ( r ( x ) i  /(4)(*)= С Г(*))'

и, вообще, f(n)(x )= (f(n~1)(x))- Если функция f(x) имеет
производные любого порядка, то она называется беско­
нечно дифференцируемой.

Вернемся к вопросу изучения графиков функций. В §1 
мы видели, что первая производная функции f(x) харак­
теризует возрастание и убывание функции. Вторая произ­
водная тоже играет существенную роль при исследовании 
графиков. Чтобы раскрыть эту роль, введем новые поня­
тия.

Пусть функция f(x) дифференцируема на интервале (а, &). 
Тогда в каждой точке графика М (х9 f(x)) существует не­
вертикальная касательная к данной кривой.

Определение. Будем говорить, что на интервале (а, Ь) 
функция f(x) выпукла вверх, если в пределах указанного 
интервала график функции расположен ниже касатель­
ной (кроме точки касания.) Будем говорить, что на интер­
вале (а, Ъ) функция f(x) выпукла вниз, если в пределах 
указанного интервала график функции расположен выше 
касательной (кроме точки касания).

На рис. 129 изображена функция выпуклая вверх, а 
на рис. 130 — выпуклая вниз.

Пусть функция f(x) имеет в каждой точке интервала 
(а, Ь) конечную вторую производную.



Т ео р е м а  2 .1  (достаточны й п р и зн а к  вы пуклости).

Если \/х е (а, Ъ) f*(x) < 0 , то f(x) выпукла вверх на (а, &).

Если \fx Е (а, b) f'(x ) > 0 , то f(x) выпукла вниз на.(а, &).
Доказательство. Пусть 

х0 — произвольная точка из 
(а, Ь). Проведем в точке 
M 0(x0, f(xQ)) касательную к 
данной кривой. Ее уравне­
ние имеет вид

У А

а х0 d с х
Рис. 131

ь ¥ х У Нас = f ( x О ) + /'(*0 X* -  *0 ) • 

Рассмотрим разность

f(x)-ykac = f(X)- f (Xo )- f'(x0Xx-X0). (7.1)

На отрезке [xQ, х] к функции f(x) применим теорему 
Лагранжа, согласно которой найдется точка с е [лг0, х] та­
кая, что

f(x )- f (x 0) = f\c )(x -x 0).

Учитывая это в (7.1), имеем:

/ ( * )  -  У кос = Г ( ф  - х 0)~ г{х  о Х *- *о ) =

= (f'{c)-f'{x0)Xx-x о). (7.2)

Теперь, применив теорему Лагранжа к функции f'(x) 
на отрезке [х0, с], получим:

К х )~ У кас = r ( d i c - X 0 X x - X 0 ) ,  (7.3)



где d е [г0, с]. Независимо от того, расположена ли точка 
х справа отх0 (как на рис. 131) или слева от нее, произве­
дение (с - х0\х - х0) положительно. Если теперь извест­
но, что Vx g (a, b) f'(x ) < 0 , то

f ’(d) < 0 => f{x)~ ykac < 0 => f(x) < укас,

то есть во всех точках интервала (а, ft), за исключением 
точки касания, график функции f{x) расположен ниже 
касательной. Значит, f(x) выпукла вверх. Аналогичным 
образом, из (7.3) следует второе утверждение теоремы.

Теорема 2.2 (необходимое условие выпуклости).
Если f(x) выпукла вверх на интервале и имеет в каж ­

дой точке интервала, непрерывную вторую производную,
то f'(x)< 0 Ухе (а, &).

Если f(x) выпукла вниз на интервале (а, Ъ) и имеет в 
каждой точке интервала непрерывную вторую производ­
ную, то f'{x)> 0 Vjcg (a, ft).

Докажем первую часть теоремы.
Предполагая противное, мы допускаем существование

точки xQ е (a, ft), такой, что f'(x0)> 0. В силу непрерыв­
ности f'{x ) найдется интервал (х - 5, х0 + 5) где f '(x ) > 0 . 
На основании второго утверждения теоремы 2.1 делаем 
вывод, что f(x) выпукла вниз на интервале (х - 5, х0 + б), 
что противоречит условию (ведь по условию f(x) выпукла 
вверх на всем интервале (а, Ь) и, тем более, на его части
(х - б, х0 + 8)).

Познакомимся еще с одним важным понятием. 
Определение. Точка М 0 называется точкой перегиба, 

если в этой точке существует касательная и при переходе 
через М 0 график функции меняет выпуклость вверх на 
выпуклость вниз или наоборот.



Теорема 2.3 (необходимое условие точки перегиба).
Если М(х0, f(xQ)) — точка перегиба и если в окрестности 

точки х0 существует непрерывная вторая производная, то
Г (х  о )= 0 .

Доказательство. Допустим, что при переходе через 
точку М 0 функция меняет выпуклость вниз на выпуклость 
вверх. Слева от точки М 0, вблизи нее, кривая выпукла
вниз; значит, /#(л:)>0 (на основании теоремы 2.2). По­
этому в силу непрерывности f'(x ),

f '{x0)= lim f\x)>  О
Г х\ (7.4)

Справа от точки M Q, вблизи нее, кривая выпукла вверх; 
отсюда f'(x)< 0 и, значит,

f'(x0)= lim f"(x)< О
Г х\ (7.5)

Из (7.4) и (7.5) следует, что f'(x0) = 0 .
Необходимое условие точки перегиба не является дос­

таточным. Убедитесь в этом на примере функции f(x) =х4 
(в точке х0 = 0). Заметим, что подозрительными на пере­
гиб являются те точки, в которых существует касатель­
ная, a f"(xо) либо равна нулю, либо не существует.

Теорема 2.4 (достаточное условие точки перегиба).
Если при переходе через подозрительную точку х0 f'(x):
1) меняет знак с « + » на «— », то M 0(xQ, f(x0)) — точка 

перегиба, в которой кривая меняет выпуклость вниз на 
выпуклость вверх;

2) меняет знак с «— » на « + », то M 0(jc0, f(xQ)) — точка 
перегиба, в которой кривая меняет выпуклость вверх на 
выпуклость вниз;



У J<
3) не меняет знака, то

М0(* 0, Я*о» не является т° ч-
кой перегиба.

Доказательство. 1) слева 
от точки х0 вблизи нее

вании теоремы 2.1, следует, 
что f(x) выпукла вниз. Спра­
ва от xQ, вблизи нее,
f'(x ) < 0 => f(x) вы пукла 
вверх. Итак, при переходе 
через точку xQ кривая меня­
ет выпуклость вниз на вы-

Рис. 132

пуклость вверх. Это означает, что M Q{xQ> f(xQ)) — точка 
перегиба.

Пункты 2) и 3) теоремы разберите самостоятельно.
Обратим внимание читателя на тот факт, что график 

функции может менять выпуклость вверх на выпуклость 
вниз (или наоборот) не только при переходе через точку 
перегиба, но и при переходе через точку разрыва.

В  качестве простейшего примера можно взять гипербо­

лу У ~ — . Точка xQ = 0 является точкой бесконечного раз-

вая выпукла вверх, а справа отх0: у0 > 0 и кривая выпук­
ла вниз (рис. 132).

ПЛАН РЕШЕНИЯ ЗАДА ЧИ НА НАХОЖДЕНИЕ ИНТЕРВАЛОВ 
ВЫПУКЛОСТИ И ТОЧЕК ПЕРЕГИБА ГРАФИКА ФУНКЦИИ

1 этап — поиск точек, подозрительных на перегиб. С 
этой целью находим вторую производную и выясняем точ­
ки, где / '(* ) = 0 и где она не существует (но существует 
касательная).

1

рыва этой функции. Слева от точки xQ: У ~ ~ % < 0 и кри-



2 этап — анализ каждой из полученных точек. Здесь
мы выясняем меняется или не меняется знак / '(я ) при
переходе через подозрительную точку, после чего можно 
делать выводы и относительно интервалов выпуклости и 
относительно точек перегиба.

Пример 1. Найти интервалы выпуклости и точки пере­
гиба графика функции у = х4 - 6х2 — 6х + 1.

1 этап. Находим производные

у' = 4х* -12х-6, у ' = 12л :2 - 1 2 .

Определяем подозрительные на перегиб точки: 

у* = 0 => 12х2 - 12 = 0 => х2 -1 = 0 = -1, *2 =1.

Так как у" определена и непрерывна на всей числовой 
оси, то других подозрительных точек на перегиб нет.

2 этап рассуждений оформим з виде таблицы:
Таблица 4

X — о°; — 1 - 1 —1; 1 1 1; + ©о

У" + 0 - 0 +

У и 2 П -10 и
характер

точек
перегиба

Из таблицы видно, что на интервалах (-оо, - l)  и
(l, + с») данная функция выпукла вниз, а на интервале 
(—1, 1) — выпукла вверх. Точки х1 = -1илс2=1 являются 
точками перегиба графика функции. Характер перегибов 
показан в нижней строке таблицы.

Пример 2. Найти точки перегиба графика функции



Решение. Находим производные

1 . -2
У = — г ~ .... ’> у = —7— Г

ЗЩх + ^ f 9$(х + 2)

г/" в нуль не обращается. Единственной подозритель­
ной на перегиб является точка, где знаменатель у" обра­
щается в нуль; это точках = —2. При х < -2, у0 > 0 , а при
х > -2, у0 < 0 .

Это означает, что точка графика (-2, 0) является точ­
кой перегиба (рис. 133). Заметим, что касательная в этой 
точке параллельна оси ординат, ибо первая производная 
при х = —2 бесконечна.

УПРАЖНЕНИЯ

Найти интервалы выпуклости и точки перегиба графи­
ков функции.

1) у = х3- 6х2 + 12х + 4; 2) у = (х +1)4 ; 

х3
3) у ~ 2 , Го ; У = x2inx'> 5) У = (* 2 + 1)«дс-X  -г J. Z

Ответы: 1) (2;12). 2) точек перегиба нет.



§3. ОБЩАЯ СХЕМА ИССЛЕДОВАНИЯ 
ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ

Теперь изложим схему, по которой целесообразно про­
водить исследование функции с целью построения ее гра­
фика и приведем примеры, иллюстрирующие эту схему. 
Вот основные пункты исследования:

1) находим область определения функции, выясняем, 
где она непрерывна, определяем точки бесконечного раз­
рыва функции и вертикальные асимптоты (если х = а — 
точка бесконечного разрыва функции, то прямая х = а — 
вертикальная асимптота графика).

2) находим точки пересечения графика функции с ко­
ординатными осями и определяем интервалы знакопосто- 
янства функции;

3) выясняем, является ли данная функция четной 
(у(~х) = !/(#)), нечетной (у(~х) = — у(х)) или это функция 
общего вида;

4) исследуем поведение функции при подходе к точкам 
разрыва слева и справа, тем самым выясняя, как график 
функции подходит к вертикальным асимптотам;

5) находим невертикальные асимптоты графика функ­
ции, исходя из уравнения у = kx + Ъ и соотношений:

k = lim ^  -, Ъ = lim \f(x) - kx] для левосторонней
Х - * - ° о  X  X —>-оо

асимптоты
и

k = lim ь = lim \f(x)-kx\ для правостороннейx->+°o x *->+«>
асимптоты.



Замечание. Часто асимптота является одновременно и 
левосторонней и правосторонней. Для дробно-рациональ- 
ной функции это верно всегда.

6) Выясняем расположение графика относительно 
невертикальной асимптоты, определяя знак разности: 
8(*) = f{x) -  г/асимптоты. Там, где 5(*) < 0 - график функции 
лежит под асимптотой, где Ъ(х) > 0 — график функции 
над асимптотой, а где 5(х) = 0 — график пересекает асим­
птоту (при конечных значениях х это возможно).

7) Если невертикальных асимптот нет, то поведение 
графика на бесконечности выясняем, вычисляя

lim f{x) и lim fix)
Х —> -oo JC—» +<*>

8) С помощью первой производной f'(x) находим ин­
тервалы монотонности функции и точки экстремума.

9) С помощью второй производной f'(x ) находим ин­
тервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графи­
ка.

10) Завершаем построение графика, используя всю пре­
дыдущую информацию. В случае необходимости, вычис­
ляем еще значения функции в одной-двух точках области 
определения.

Настоятельно рекомендуем изучающему наносить на 
рисунок элементы графика после каждого пункта иссле­
дования.

* з
Пример 1. Исследовать функцию У ”  ^  ^  и постро­

ить ее график.
1) Данная функция определена и непрерывна на всей 

числовой оси, за исключением точки х = 1. В  этой точке 
функция терпит бесконечный разрыв. Поэтому прямая 
х = 1 является вертикальной асимптотой графика.

2) Находим точку пересечения графика с осью Ох, для 
чего полагаем в уравнении кривой у = 0. Получаем х = 0. 
Таким образом, данный график пересекает ось Ох в нача-



ле координат. Для нахождения точки пересечения с осью 
Оу полагаем х = 0; тогда у = 0, т. е. ось Оу график пере­
секает тоже в начале координат. Других точек пересече­
ния с осями график не имеет. Для установления интерва­
лов знакопостоянства заметим, что знаменатель функции 
в области определения всюду положителен. Значит, име­
ем: при x<0=>z/<0,a при х > 0 => у > 0 .

3 )  у ( - х )  =  — L
X '1 = X

{ - x - i f  { x  +  i f

Так как у ( —х )  ф у ( х ) ,  то функция не является четной; 
так как у ( - х )  Ф —у ( х ) ,  то функция не является нечетной. 
Значит, она общего вида. На основании рассмотренных

пунктов 1) — 3) мы можем 
нанести на рис. 134 следу­
ющее:

Заштрихованы части 
плоскости, где графика не 
может быть. Элементарной 
дугой показано пересече­
ние графиком оси абсцисс. 
Далее,

4\ lim у= lim Х =+°ч*->1-0 Г—VI—Л -IV5лг—>1—0( x - l f

И т у  = И т -----—
*->i+o *->1+о _  \ Y

= +°о,

так как у > 0 при х —> 1 и 
слева, и справа. Теперь гра- 

^  фик дополнится (рис. 135). 
5) Находим невертикаль- 

ные асимптоты, используя 
эквивалентность б.б. функ­
ций:



k = lim = lim
*->«■ X *-»“  (x — 1 г

b = lim (f(x) - k ■ x) = lim
( ч X

( x - l f
x3 - Xs + 2x2 - x 0 = lim ---- ---------- = 2

( r - l j 2

Итак, невертикальная асимптота имеет уравнение 

у = х + 2.

Начертим ее (рис. 136) до двум точкам, например, 

л; = 0, у = 2; х = 2, у = 4.

\ * 3 ( о\ * 3 “  (* + 2Х* ~ i)2
6> 5 W ~ F i f " (* t2 > °  V - i r

_ x3 ~(x + 2)(x2 -2x + l )  3x-2
(x - lf C*-lJ*

Теперь ясно, что при *  < — :б(х)< 0 , при

х



2 2 х > — :д(х)> 0 , а при х = — :б(х) = 0 . 
о о

После пунктов 5) и 6) график можно дополнить. Слева
2

от точки х = — он расположен под асимптотой; в частно-

2
сти, при х -> -оо приближается к ней снизу. Когда х = —

О

2
график пересекает асимптоту и при х > — он находится

О

над асимптотой, поэтому при х —> +<*> приближается к ней 
сверху (рис. 136):

, _ Зх2(х - i f  - 2{х - 1>с3 _ х2(х - lX3x - 3 - 2х) _
S ) y  ‘  ( П ?  '  =

_ х2(х- 3)

Обратите внимание на технику преобразований: надо 
по возможности выносить общие множители за скобки,
не раскрывать все скобки сразу. Приравнивая у* = 0', по­
лучаем критические точки хх = 0, х2 = 3. Учитывая еще 
точку разрыва функции х = 1, разбиваем числовую ось на 
интервалы знакопостоянства производной:

(-со, 0); (0, 1); (1, 3); (3, +«>).

Выбирая по одной точке в каждом интервале, опреде­
ляем эти знаки:

у'( - 1) > и, у'Т
2 ,V У

>0, у\2)<0, у'(4) > 0.

Составляем таблицу для определения интервалов мо­
нотонности функции и ее экстремумов:



X ; 0 0 0 ; 1 1; з 3 3; + °°

У' + 0 + - 0 +

У 0 27
4

характер критических 
точек

нет
экстр. разрыв min

(з*2 -  6х)(* -  i f  -  3(r -  lf(x3 -  Зх2) 
9 ) У ~ (х-1 Т

(х - l)23jc[(jc - 2\х - 1)- х2 + Зх] _ 6х

\  o ^ i? =( ^ F
у* = 0 => х = 0; х = О — точка, подозрительная на пе­

региб. Учитывая снова точку разрывах = 1, составим таб­
лицу для определения интервалов выпуклости, вогнутос­
ти и точек перегиба графика:

Таблица 6

X —°°; 0 0 0; 1 1; + оо
#

У - 0 + +

У п 0 и и
Характер точек разрыв

перегиба

10) Завершаем построение 
графика, подсчитав дополни­
тельно еще две точки

у(~ 1 ) = -  у  * у(б) ~8,6 'р и с .4

У

7 '-■У; и

А 1
/  ■/

Z '

1 2 3 4 5 п



Пример 2. Исследовать функцию у = х2е х и построить 
ее график.

1) функция определена и непрерывна на всей числовой 
оси. Точек разрыва нет, вертикальных асимптот нет.

2) находя точки пересечения графика с осью Ох, мы 
полагаем у = 0, тогда х = 0. Но из определения функции

ясно, что у > 0\fx g R 1, причем у = 0 только при х = 0, а
при остальных х будет у > 0. Это говорит о том, что гра­
фик лишь касается оси Ох сверху.

„ , , , У (~х)*У (х )3) „ (- * ) -  , У Ы )  t  т  -

функция общего вида.
5) находим параметры уравнения правосторонней 

асимптоты:

I/ хk - lim  — = lim хе~х - lim  —  = 0,х—>+«* х х—>+°° q,x

Ь = lim  (у - kx) = lim х2е~х = 0.
*—» +оо Х->+°о

Таким образом, правосторонняя асимптота имеет урав­
нение у — 0, т. е. это ось абсцисс. Для левосторонней асим­
птоты имеем:

k = lim —̂  = lim (хе * ) = -с».*->-оо X Х->-оо

Значит, левосторонней асимптоты кривая не имеет.



6) f (x )- y aciluw„. = x2e~x > 0 Vx.
Это говорит о том, что кривая расположена над асимп­

тотой (по существу, мы уже это выяснили в 2).
7)  lim f(x) =  lim х2е~х =  -н>о

'  X ->~оо Х - ^ - о о

8) у' = 2хе~х - х2е~х; у' = х е х(2 - х) •
Находим критические точки:

у' = 0 х(2 - х) = 0 => хх = 0, х2 = 2.

Для анализа критических точек, а также для нахожде­
ния интервалов монотонности функции составим таблицу:

Таблица 7

* -оо; 0 0 0;2 2 2; + оо
/У - 0 + 0 -

У 0 4
2е

Характер критических 
точек

min max

9)
у" = 2е~х - 2хё~х - 2хе~х + х2е~х, у'  = (х:2 - 4я + 2)

Приравнивая к нулю у * , получаем jc2 - 4д: + 2 = 0 * 
откуда имеем подозрительными на перегиб две точки

хг = 2 - Л ,  jc2 =2 + л/2. Составляем таблицу:

Таблица 8

X -оо;2-72 2-42 2 - л / 2 ; 2 + 7 2 2 + 7 2 2 + 7 2 ;  + °°

У" + 0 — 0 +

У U п и

Характер
перегибов



Рис. 138

10) Для выяснения скорости роста функции при х —» -оо 
вычислим значения функции дополнительно в двух точ­
ках: при х = -1, у = е ~ 2,71 и при х = —1,3,

у = 1,69 • е1-3 « 6,2..
Теперь по всей имеющейся информации строим гра­

фик (рис. 138).
Замечание. Здесь мы не выполняли рисунки поэтап­

но, а привели график целиком.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Исследовать функции и построить их графики.

1-Й УРОВЕНЬ

1) у = Зх - X s; 2) У = 1 + х2 - ; 3) у = ^ - - ^ -  + 2;

х -1 2х - 3
4) у = (х + 1)(* - 2)2; 5) У = —  ; 6) У = ;



7) У = 

10) У 

12) У 

15) У

18) У

19) У 

22) У

2 5 )  У

28) у

31) У 

34 ) у

37) У 

39) у

; 8) у = -5—г; 9) У =х2 +1 ’ ; ■ X2 + 1’ ’ X2 +1

х2 - 4 ’ х2 -4х + 3 ’

*  „ч + 1  - „V X2 - 116)0 = — ; 17 >!/ = —  ;

Х ~ 1

а:2

2-/? УРОВЕНЬ

х -1
42 ; 20) I/- 2 ; 21) У =

л-1  х-1  ( х - 2 '2

х( x - 2 f ' ^ ) ! , ~ x 2 -2x

"2 _ (x + l f  _ X3 -1
(х -1)^ х

х2 х4
 ̂_ х 3 -1 5 27) у = (х  -  3 )У х  ;

In л;
= (4 -  х У х - 1; 29) г/ = xlnx; 30) у = — ;

= ^ ; 3 2 ) У  = ^ ; 3 3 ) у  = 1п(х2 + 1);

- 1п(х + 4); 35) г/ = 1п(х2 - 1); 36) у = 1п(4 -  х2);

= ln f 7 Y ; 38) у = 1п(х - 1) - 1п(х + 1);

Х г 1

-- е * ; 40) у = хе\ 41) У = р--; 42) у = е* ;



43) у - ^ ; 44) у = х + е *; 45) у = (г2 + 1  ̂ *2;

46) у = 1п(е* + 1); 47) у = 1п(е* - 2); 48) у = ln(eT + 1);

49) у = Ы(е* + 2); 50) У = - f — .е -1

J-tf УРОВЕНЬ

51) у = х /̂(х + I)2 52) у = е“ “ ;
X53) у  = sinx — ln(sinx); 54) у = — - arctgx ;
а

55) г/ = |*jM ; 56) у = |Х|Д .

§4. НАИБОЛЬШ ЕЕ И НАИМ ЕНЬШ ЕЕ 
ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ НА ОТРЕЗКЕ. 

ИНЖ ЕНЕРНЫ Е ЗАДАЧИ
Мы уже говорили о том, что максимум и минимум 

функции — понятия локальные. Сейчас перейдем к дру­
гой постановке вопроса.

На отрезке [а, Ь] задана непрерывная функция, диффе­
ренцируемая во внутренних точках отрезка. Найти ее наи­
большее и наименьшее значения.

Теорема 2, п 6.3, главы 4 утверждает, что непрерыв­
ная на отрезке [ а ,  6 ]  функция у  = f(x) хотя бы в одной 
точке отрезка достигает своего наибольшего значения и 
хотя бы в одной точке -наименьшего. Совершенно ясно, 
что наибольшее значение функции может достигаться либо 
в точке максимума, либо на конце отрезка. Аналогично, 
наименьшее значение функция может принимать либо в 
точке минимума, либо на конце отрезка. Алгоритм на­
хождения наибольшего и наименьшего значений функ­
ции таков:



1) находим критические точки, принадлежащие дан­
ному отрезку;

2) вычисляем значения функции в этих точках и на 
концах отрезка;

3) из полученных значений выбираем наибольшее и 
наименьшее.

Замечание. Исследовать критические точки с помощью 
достаточного признака экстремума здесь не следует. В этом 
нет необходимости. В  самом деле, если окажется, что наи­
большее значение функции (соответственно наименьшее 
значение) достигается в какой-то критической точке, то 
ясно, что это точка максимума(соответственно точка ми­
нимума). Если значение функции в данной критической 
точке не окажется ни наибольшим, ни наименьшим, то 
эта точка нас больше не интересует.

Пример 1. Найти наибольшее и наименьшее значения 
функции у = х3 4- 6х2 на отрезке [-3; 1].

Решение. Находим критические точки:

у = Зх2 + 12л:, Зх 2 + 12* = 0=з>х2 + 4 х = 0 = >

=> х1 = -4 , х2 = 0.

Точка хх = -4 не принадлежит отрезку [-3; 1]; поэтому 
мы оставляем ее без внимания. Вычисляем значения дан­
ной функции в точке х2 = 0, а также в точках а = —3 и 
6= 1. /(0) = 0, /(-3) = 27, /(1) = 7. Теперь можно сделать 
вывод, что наибольшее значение функция принимает на 
левом конце данного о тр езк а/наиб = /(—3) = 27, а наимень­
шее — в критической точке /наим = /(0) = 0.

Пример 2. Необходимо изготовить котел, имеющий 
форму цилиндра, завершенного полусферой. Каковы дол­
жны быть размеры котла, чтобы при заданной вместимо­
сти V на него пошло наименьшее количество материала?

Решение. Количество материала, необходимое для изго­
товления котла, пропорционально площади полной поверх­
ности. Обозначим через R  — радиус основания цилиндра (он 
же радиус сферы), а через Н  — его высоту (рис. 139). В  та­
ком случае площадь полной поверхности котла складыва-



Рис. 139 

и Н  формулой

ется из площади основания цилин­
дра его боковой поверхности 
2nRH и площади поверхности по­
лусферы 2nR2 и выражается фор­
мулой

S  = 2nRH + 3tlR2 (7.6)

Здесь S — функция двух пере­
менных R  и Н. Нам удобнее пред­
ставить S как функцию одной пе­
ременной. С этой целью использу­
ем условие задачи, что котел дол­
жен иметь заданный объем V. Это 
условие связывает между собой R

V = яД2Я  + -тсК3
3 (7.7)

2
Из (7.7) следует, что kR zH  = V - — nR3. Так как R  > О,

отсюда вытекает, что

яД Я  = ^ - | я Д 2 (7.8)

Подставляя (7.8) в (7.6), имеем:

nR2 j  + 3nR2

£nR2
то есть S(0) = 0 и S (R ) = + —-— при R  > 0 (7.9).R 3

Теперь S  — функция одной переменной. Каковы пределы 
изменения Д? Левый предел, конечно, тривиален, R  = 0.

S (i?) =
\  R  3



Правый предел найдем из таких соображений: из (7.7) 
видно, что при заданном объеме V, чем меньше Н  тем

[3V
больше R. H min = 0, что соответствует R  = v~2^ Итак, 

мы должны найти наименьшее значение функции 5(Д) на

отрезке М -V 2тг . Теперь действуем по обычной схеме.

Находим производную функции S (R ) при R  > 0:

Определяем критическую точку:

avm  л 2F 10яД Л D J W  S  (R ) = 0 =>---- +---- = 0 => Я. = з —
R 3 1 \ 5л '

Вычисляем значения S (R ) в критической точке й на 
концах отрезка. Расчеты показывают, что

S(0) = 0, 5(д ,)=  х/45лГ^, Я  Я—
V 2 п

= - у! 18nV2 
2

R = 0 с физической точки зрения означает, что котел 
не изготавливается вовсе. Поэтому минимальный расход 
материала на изготовление котла заданного объема V бу-

[3V
дет при R - ylfa  Этому значению R  соответствует зна-

ZJ J 3 Vчение * которое получается теперь из (7.8). Ми­

нимальный расход материала при этом находится из (7.6)



Пример 3. Из круглого брев­
на нужной длины и заданного 
диаметра d (рис. 140) вырезать 
балку прямоугольного сечения, 
имеющую наибольшую жест­
кость.

Решение. Жесткость балки 
— это способность мало изги­
баться под нагрузками. Обозна­
чим через х длину основания 
прямоугольника в сечении, а 
через у — его высоту. Из тео­

рии сопротивления материалов известно, что жесткость 
балки прямоугольного сечения (обозначим ее через /) 
пропорциональна величине ху3, то есть f  = kxy3, где k — 
коэффициент пропорциональности.

Представим f — как функцию одной переменной. По

теореме Пифагора х = ^d - у поэтому имеем

f = ky3̂ jd2 - у2 Эта функция исследуется на отрезке
[0, d]. Для того чтобы уменьшить технические трудности 
заметим, что искомая функция f принимает наибольшее 
значение в той же точке, что и функция F(y) = y6(d2 — у2) = 
= d2yb - у*.

Находим производную

F (y )  = 6 d V -8т/7

и определяем критические точки из условия F\y ) = 0 .

6d2y5 - 8z/7 = 0 =» 2у5 (3d2 - Ау2 ) = 0 =>

-  -Jsd Л Js d  
=* у 1 = — y ~  • у 2 = о, Уз = - j -  •



Точка у1 <£ [О, d\ и, потому, отбрасывается. Вычисляем 
значения интересующей нас функции f в критической

л/3 dточке у = ---  и на концах отрезка [О, d\.

■Jsd' З-УЗkd4 
16 , f(d) = 0.

Таким образом, наибольшее значение жесткости балки 
соответствует тому, что высота ее прямоугольного сече-

л/3 dния у = . Длина основания сечения с этом случае

х = — и сама жесткость /  и 3 S k d 4 
16 На практике

построение требуемого сечения делается так, как показа­
но на рис. 141: откладываем от каждого из концов произ­

вольного диаметра отрезки величинои — ; из полученных

точек восстанавливаем перпендикуляры к диаметру. Точ­
ки пересечения этих перпендикуляров с окружностью со­
единяем с концами диаметра. Основанием для такого по-

d строения служит теорема о
— том, что если из вершины пря­

моугольного треугольника 
опущен перпендикуляр на ги­
потенузу, то каждый катет 
есть среднее пропорциональ­
ное между всей гипотенузой 
и отрезком гипотенузы, при­
лежащим к этому катету.

Пример 4. Завод А нужно 
соединить шоссейной дорогой 
с прямолинейной железной 

Рис. 141 дорогой, на которой располо-



А жен поселок В . Рассто^г
яние АС от завода до 

а железной дороги равно
a, а расстояние ВС по 
железной дороге равно
b . Стоимость перевозок 
грузов по шоссе в k раз 
(А > 1) выше стоимости 
перевозок по железной 
дороге. В какую точку

D отрезка ВС нужно провести шоссе от завода, чтобы сто­
имость перевозок грузов от завода А к поселку В  была 
наименьшей?

Решение. Обозначим через Р  — стоимость перевозки 
груза по железной дороге. Тогда стоимость перевозки гру­
за по шоссейной дороге равна kP .

Общая стоимость S  перевозок складывается из стоимо­
сти перевозок по шоссе kP • AD и стоимости перевозок по 
железной дороге Р  • BD l

S = kP-AD + Р  • BD.

лтл аИз рис. 142 видно, что A JJ = —-- , DC = a ctgxx,
s in  а  ь

BD  = Ь - а • ctga, и поэтому:

В D

s = k P - ^ —  + P ( b - a  c t g a ) .  ( 7 . 1 0 )
s in  а

Формула (7.10) устанавливает зависимость общей сто­
имости перевозки груза от завода к поселку от угла на­
клона шоссейной дороги к направлению железной доро­

ги. Изучается эта функция на отрезке Ле­

вый конец этого отрезка отвечает случаю, когда шоссей­
ная дорога соединяет непосредственно завод и поселок, а



правый конец соответствует случаю, когда шоссе перпен­
дикулярно железной дороге. Находим производную и при­
равниваем ее к нулю.

c l  \ * г-» cos а аРS  (а) = -kPa • - — + —
sin2 а sin2 а (7.11)

S '(а ) = а - (l - k cos а), 
sin а

1 - k cos а 0 = 0 => cos а 0 = — (7 12)
k

Итак, критическая точка определяется равенством 
(7.12).

Теперь рассмотрим два случая.

1-й случай. Критическая точка а оа п е . а п  arctg —, —
Ъ 2 . Это

х аarctg —
обудет в том случае, когда, cos ао < cos

1 Ъ
когда h < гъ— Г7 или> другими словами, 

к Ыа +о

, то есть,

Ъ > (7.13)

Подсчитаем теперь значения функции в критической
точке а0 и на концах отрезка

S (a0)= P^b + ayjk2 -1 j,S^arctg^- = kp jaЛ . к2

l )  = P(ak + b)I

Очевидно, что ’̂(а о ) < ®  ̂ 1. ибо y]k2 -1 < k •



Покажем, что S (a 0)< S|

тому, что

аarctg — 
Ъ . Это равносильно 

Ь + a-Jk2 - 1 < k ja 2 + b2 (7.14)

Разделив обе части (7,14) на положительное число а , 
получим одно за другим эквивалентные (равносильные) 
неравенства:

-  + 4к2 -1 < к

+ 2 — л/*2 -1 + А2 -1 < k2 + £2f —1 ,

а
>0,

что и доказывает (7.14). Итак, при выполнении (7.13) 
наименьшее значение функции достигается в критичес­
кой точке а0. При этом

1 . л/й2 -1cos а 0 = —, sin а 0 = ------
к к

BD  = Ь - ■

, ctga0 = 1

л/А;2 -1

Вывод: При выполнении условия (7.13) участок шоссе
анадо провести из точки А в точку!), где BD  = Ъ

Общая стоимость перевозки груза при этом
Vft2 -1



. а п arctg — , — 
Ъ 2

В этом случае критических точек нет, и мы должны 
лишь сравнить значения функции на концах отрезка. Если 
а — произвольная точка отрезка, то ясно, что

а > а0 => cos а < cos а 0 => 1-k cos а > 1 - k cos а0 = О 
=> S  '(gl ) > 0.

Это означает, что функция S(a ) на рассматриваемом 
отрезке возрастает. Отсюда следует, что наименьшее зна­
чение функция имеет на левом конце сегмента при

, а
а - arctg — в Это говорит о том, что при условии (7.16), то

ь< аесть при ~ ~ , самым выгодным является соеди­

нить напрямую завод с поселком шоссейной дорогой, от­
казавшись совсем от услуг железной дороги.

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Лист металла имеет форму прямоугольника со сто­
ронами а и Ъ. Вырезая по углам квадраты и сгибая высту­
пающие части крестообразной фигуры, получим откры­
тую сверху коробку, высота которой равна стороне квад­
рата. Какой должна быть сторона вырезаемого квадрата, 
чтобы объем коробки был наибольшим?

2. Из трех досок одинаковой ширины нужно сделать 
желоб. При каком угле наклона боковых стенок площадь 
поперечного сечения желоба будет наибольшей?

3. Найти радиус основания и высоту цилиндра наи­
большего объема, если периметр осевого сечения равен Р.



4’ Найти высоту конуса наибольшего объема, вписан-  ̂
ного в шар радиуса R.

5. Из круглого листа жести вырезан сектор; его свер­
тывают в коническую воронку. Каким должен быть угол 
сектора, чтобы воронка имела наибольший объем?

6. Сечение тоннеля имеет форму прямоугольника, за­
вершенного полукругом. Определить радиус полукруга, 
при котором площадь сечения будет наибольшей, если 
периметр сечения Р  известен.

7. Каким должен быть котел, состоящий из цилиндра, 
завершенного полусферами со стенками заданной толщи­
ны, чтобы при данной вместимости V на него пошло наи­
меньшее количество материала?

8. К  реке, ширина которой равна а, под прямым углом 
построен канал шириной &. Найти наибольшую длину 
бревна, которое можно провести из реки в канал.

9. Из круглого бревна вытесывается балка с прямоу­
гольным поперечным сечением. Считая, что прочность 
балки пропорциональна ah2, где а - основание, h — высо-

h
та прямоугольника, найти такое отношение — , при кото-а
ром балка будет иметь наибольшую прочность.

10. Определить, при каком диаметре у круглого отвер­
стия в плотине секундный расход воды Q будет иметь наи­
большее значение, если Q = cy^jh - у , где h — глубина
низшей точки отверстия (h u e  — постоянны).

11. При каких линейных размерах закрытый цилинд­
рический бак данной вместимости V будет иметь наимень­
шую полную поверхность?

12. Имея N  одинаковых электрических элементов, мы 
можем различными способами составить из них батарею, 
соединяя по п элементов последовательно, а затем полу­
ченные группы параллельно. Ток, даваемый такой бата-

т _ Nm
реей, определяется формулой J  ~ "ттг > гДе е — элек-JNR + п г
тродвижущая сила одного элемецта, г — его внутреннее



сопротивление, R — внешнее сопротивление. Определить, 
при каком значении п батарея даст наибольший ток.

Ответы: 1) ~ + b - J a 2 - ab + b2 j e 2) ~  .



Глава 8
ВЕКТОРНЫЕ ФУНКЦИИ СКАЛЯРНОГО 

АРГУМЕНТА

§1. ПОНЯТИЕ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ

Пусть Е  — некоторое множество точек числовой оси.
Определение 1.1. Векторной функцией (или вектор- 

функцией) скалярного аргумента t называется закон, ко­
торый каждому t е Е  ставит в соответствие вполне опре­
деленный вектор r = r ( t ) .  Значение аргумента t будем 
изображать точками числовой оси, а соответствующие зна­
чения функции — векторами пространства Д3 (или R 2 ), 
исходящими из начала координат.

Определение 1.2. Геометрическое место концов векто­
ров г = г(0 , когда t пробегает множество Е у называется 
графиком векторной функции или годографом. На рис. 
143 годограф вектор-функции представлен кривой L. С 
точки зрения кинематики аргумент t можно понимать как
время движения материальной точки, r(t) — как радиус- 
вектор движущейся точки, а годограф — как траекторию 
движения. При каждом фиксированном t вектор r(t) мож­
но разложить по базису.



r(t) = x(t)  + y(t)j + z(t)k .

Функции x(t\y(t),z(t) - координаты текущей точкиM  
годографа L  являются проекциями на координатные оси 
вектор-функции r(t). Теперь ясно, что задание Еекторной 
функции эквивалентно заданию трех скалярных функций

г = г (t) <=> 
te Е

X = x(t)
у = y{t)
Z = z(t)

(8.1)

Уравнения (8.1) называются параметрическими урав­
нениями линии L. Познакомимся с конкретными приме­
рами векторных функций скалярного аргумента.

Пример 1. r(t) =bt + s , где

' X )
r = У ; b = b2 ; s = s 2

2
V ) со vS 3 >

Это векторное уравнение прямой, которое читатель хо­
рошо знает из курса аналитической геометрии (рис. 144). 
Здесь г ~ радиус-вектор текущей точки годографа (в дан­
ном случае прямой), ь — направляющий вектор прямой,
s — вектор сдвига.

Соответствующие параметрические уравнения прямой 
получаются проецированием векторного уравнения на

координатные оси:

х = bxt + sx 
у = b2t + s2 
z b̂ t ”f“ Sj



r(t) = Rcost i + Rsint j
или параметрические 
уравнения

x Рис. 144

Возведя каждое из этих 
уравнений в квадрат и за­
тем сложив их, получаем 
в обычных декартовых ко­

ординатах уравнение окружности х2 + у2 = R 2 с центром
в начале координат и радиусом R . На рис. 145 видно, что 
параметр t - есть угол, под которым радиус-вектор теку­
щей точки М  годографа наклонен к оси абсцисс.

метрии в начале координат и полуосями a,b;t имеет тот 
же смысл, что и в примере 2.

Пример 4. В  R 3. Винтовая линия.
Пусть окружность радиуса а с центром в начале коор­

динат лежит в плоскости XO Y . Винтовой линией называ­
ется траектория точки М , равномерно движущейся по ок­
ружности, когда плоскость окружности равномерно пере­
мещается в направлении, перпендикулярном плоскости
XO Y (рис. 146). Так как проекция точки M (x9y,z) на
плоскость XO Y  равномерно движется по окружности, то,

>X

Пример 3. В  R 2. 
Уравнение

r(t) = acost i +6sin/ • у 
или в параметрической

дитесь самостоятельно в 
том, что это — уравнение 
эллипса с центром сим-

форме Убе-

Рис. 145



ют вид:

принимая за параметр t — 
центральный угол АОМ1, по-

Jx = a cos t
лучаем: \ . . .  Так как[у = a sin t
плоскость окружности рав­
номерно перемещается в вер­
тикальном направлении, то 
аппликата точки М  пропор­
циональна t и третье пара­
метрическое уравнение вин­
товой линии будет z = ct. 
Итак, параметрические урав­
нения винтовой линии име-

х = a cos t
у = a sin t, (- ©о < t < +00)

2 = ct

Пример 5. В R 2. Циклоида. Рассмотрим окружность 
радиуса а, которая катится вдоль некоторой прямой без 
скольжения. Кривая, которую описывает при этом дви­
жении фиксированная точка М  окружности, называется 
циклоидой. Для вывода уравнений циклоиды обратимся 
к рис. 147. Так как окружность катится по прямой без

и
скольжения, то |̂ -®| = M B

х = O P = О В - Р В  = О В - мк
- at Теперь ясно, что



Значит, х = at - a sin t,y = B K  = СВ - (Ж  = а - a cos t . 
Таким образом, параметрические уравнения циклоиды

Ix = a(t - sin f)
имеют вид: ^  _ cQg ^ и, значит, ее векторное урав­

нение выглядит так: r(t) = a(t - sin t)- i + a(l - cos t) • j

§2. ПРЕДЕЛ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ. 
НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Определение 2.1, Вектор a = (alt a2, a3) называется пре­
делом вектор-функции r(f) при t —> £0, если 
Шп||г(0- лI = 0 Учитывая, что ||К0“  я|| =

( 4 ) - ч ?  , легко сделать вы­
вод, что

lim r(t) = аL

lim x(t) = ax; 
lim y(t) ~ a2; 
lim z(t) = a;3-о

Из этой эквивалентности вытекают все свойства преде­
лов, имеющие место для векторных функций; именно, если

и 2̂ (О заданные вектор-функции и f(t) - скалярная 
функция аргумента f , то:

1) lim fa(t) + г2(0) = lim rx(t) + Jim r2(*)f если пределы
справа существуют,

2) «т(/(*)-гх(0)= lim f(t)- lim 71(t)> если пределы спра.
Ч)

ва существуют

3) если iiro ri(0  = a ’ гг(0 = ъ , ТО



l im fa i t ) -  r2(t)) = ci • b, l im (/j ) x  r2 ( 0)  = a xb
t - > t Q t - > t 0

Докажем, например, первое утверждение в 3), касаю­
щееся предела скалярного произведения

г2(0) = И т (*!(*)■ x2(*) + ?/2(0+ zi(0 '^ (0 ) =
<->'о *->'о

= lim ^(г)- lim .т2(<) + lim У\it) - Ига у•?(() + t->t0 t->t0 <-?г0' t->t0'
+ lim z1 (t)- lim z2(t) = aгЬг + a2h2 + a3b3 a ■ b.

t —>f0 t —>to

Смысл доказательства в том, что мы переходим от век­
торов к их координатам, используем соответствующие 
свойства пределов для скалярных функций (координат) и 
затем возвращаемся к векторным функциям.

Остальные сформулированные выше свойства докажи­
те самостоятельно.

Определение 2.2. Вектор-функция г = r (t ) непрерыв­
на в точке tQ, если она определена в этой точке и
ll/n r(t) = r(t0) в Векторная функция r(t) = x(t)Г +

+ У(О/ + непрерывна в точке tQ тогда и только тогда, 
когда в этой точке непрерывны одновременно функции 
x{t\ y{t\ z{t), то есть когда

lim x(t) = x(t0)
t —>t0

■ lim y{t) = y(tO')
t —>/0

lim z(t) = z(t0) 
t - > t 0

§3. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
ВЕКТОР-ФУНКЦИЙ

В области определения функции r(t) возьмем фикси­
рованную точку t0 и близкую к ней точку t0 + At. Вектор



Дг = r(t0 + Д*)- r(t0) называется приращением вектор-

функции г (/) при переходе от точки t0 к точке t0. Так же, 
как и в случае скалярных функций, будем рассматривать 

Аг
отношение —  и предел этого отношения, определяя тем

самым скорость изменения вектор-функции в точке tQ.
Определение 3,1. Производной вектор-функции r(t) в 

точке tQ называется предел (если он существует) отноше­
ния приращения вектор-функции к приращению аргумен­
та, когда приращение аргумента стремится к нулю

r- (,0) = lim г~(<о+А*)-У(»о)
At—>0 A  f.

Обратим внимание читателя на тот факт, что произ­
водная векторной функции r'(t) сама является вектор- 
функцией.

В основу техники дифференцирования вектор-функций 
положена следующая теорема.

Теорема .Пусть r(t) = x (tj + y(t)j + z(t)k , где *(*), y{t\z(t)
— дифференцируемые скалярные функции. Тогда r(t) — 
дифференцируемая функция и справедлива формула
г'(<)= x '(t j + y'(t)j + z'(t)k 

Доказательство.

r(t + At) = х (t + A tJ + y(t + Д t)j + z(t + At)k;

Ar = (x(t + At)- x(t))- i + {y(t + A t)- y (t))• j  +

+ {z(t + At)- z(t))- k ;

-  Г  A r  A x  -  Ay T Az —Ar = Ax ■ i + Ay ■ / + Az ■ k ; —  =--- 1 + —  j +--- k.
At At At At



Мы уже знаем из §2 настоящей главы, что перейти к 
пределу у вектор-функции означает перейти к пределу у 
каждой координаты, поэтому

Аг Ах г Ay — Az -гlim  —  = l i m ------г + lim —1-  • j  + l i m ------ k
At->0 At Af->o At At->0 At Ai->0 At

и, значит,

r'(t)= x'(t)i + y'(t)j + z'(t)k 

Основные правила дифференцирования.
1) с  ’ = о ;

2) (f(t) r(t)) = f'(ty(t)+  f ( ty (t ) ;

3) (cr(0 ) = CF'(t);

4) a ;

5> (^ (0-^(0 ) = r{(t)-F2(t)+ ?$ )■ ?$ ); 

6) [F1(i)x r2(i)]’ = r{(t)xr2(t) + f[(t)xr2(t);

7) Если r - r(u) дифференцируемая вектор-функция, 
и = u(t) — дифференцируемая скалярная функция, то

rt' = K  u't-
Советуем читателю убедиться самостоятельно в спра­

ведливости формул 1) — 7)
Мы приведем для примера доказательство 5).
Пусть

r^f) = x ^ tj + y^t)] + Zj(t)k;F2(t) = x2(t)'  + y2(t)j + z2(t)k . 

Тогда скалярное произведение



fi(t) r2(t) = x1(t)- x2(t) + yl (t) y2(t)+ Zl(t)-z2(t).

Теперь дифференцируем обе части равенства. В  правой 
части применяем формулы производной суммы и произ­
ведения для скалярных функций. После перегруппиров­
ки слагаемых возвратимся к векторным функциям и их 
производным. В  результате получаем:

fc (0-^(0) =(*l(0-*2(*) + l/l(0-»2(0 + zl(0-Z2(*)) =
= X'v'(O'■ * 2  (t) + Xt (t)  • X2 (t ) + y\ {t) ■ l j2 [ t ) + у  I (f ) •y 2 {t)  +

+ z'1{ t )z 2(t)+z1{t)-z'2(t) =
= (*i(0- *2(0 + Уа(0 + *1 (*)• гг(0) +
+ М ) ' х2^)+ Vi (*)• 02 (0 + 2i (0- гг(0) =
= /Т(0- r2(0+ h(t)- г-М

§4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 
ПРОИЗВОДНОЙ ВЕКТОР-ФУНКЦИИ. 

МЕХАНИЧЕСКИЙ СМЫСЛ
Пусть M Q — точка годографа L , радиус-вектор которой 

г(*ь) , и пусть N  — близкая к М 0 точка годографа с радиус
— вектором r(t0 + At) (рис. 148). Приращение вектор-фун-



--------  Ar
кции а?  изображается вектором M 0N  • Отношение —  в

случае д* > Q представляется вектором М 0Р  того же на­
правления, что и вектор др (и противоположного направ­
ления в случае д* < 0). При At —> 0 точка N  движется 
вдоль кривой к точке М 0, вектор секущей М 0Р  повора­
чивается и в пределе превращается в вектор касательной.

Следовательно, производная ?'($о) = ~  Представля­емо At
ет собой вектор М 0Т , направленный по касательной к
годографу в сторону возрастания значений аргумента. Этот 
факт дает возможность получить формулу производной 
функции, заданной параметрически. В  самом деле, если 
L  — плоская кривая, имеющая параметрические уравне­
ния (8.1) или векторное уравнение (8.2)

то r'(t)= x'(t)-i + y'(t)- j  и, значит, угловой коэффициент 

касательной у'х равен отношению вертикальной проек­
ции вектора r'(t) к его горизонтальной проекции:

(8.3)

конечно же, в предположении, что x'(t) ф 0 (рис. 149). 
Пример L  Кривая L  задана параметрически



Рис. 149

Решение. Дифференцируем по t каждое из параметри
х\ = 61

ческих уравнений, в результате имеем + ^

перь воспользуемся формулой (8.3); получаем

з . . .  Те-

, 20f3 + 4 10f3 + 2у = ------------ = ------------
6* 3t

Замечание. Найденная производная у\ является фун­
кцией параметра t, при разных t она принимает различ­
ные значения. Обратим внимание на то, что при t = 0 она 
вообще не существует.

Пример 2. Под каким углом к оси абсцисс наклонена
х = 2sinJ

кривая (то есть ее касательная) |y = _ cos2  ̂ в точке 

*° =\ ?
Решение. Идея такова: если ф — угол наклона к оси 

абсцисс касательной к данной кривой, то ĝcp = Ух\t=to . 

Поэтому мы найдем вначале производную у'х по формуле



(8.3) в произвольной точке ty затем вычислим значение

лэтой производной в интересующей нас точке t0 = — и по-£
том, зная tg<p, найдем ф.

х\ - 2 cos t j х\ - 2 cos t
y't = -2 cos t(- sin t) |i/j = 2 cos t sin t

Тогда

, y't 2cosfsin£ . л
2 cost = Sln,; = Sm 2

=> tgф = 1 => ф = ^  
4

Пример 3. Написать уравнение касательной к линии

I

X = a  cos3 t
• з . (8 .4 )

у = a sm° t х '

* п в точке t0 = — .
4

Решение. Обозначим через М 0 точку, соответствующую 

* 71значению параметра t0 = — , то есть точку, уравнение ка­

сательной в которой мы должны записать. Координаты 
этой точки

/

я

\3 а а
2 j2 , y °  = 2j2

Дифференцируя параметрические уравнения (8.4), по­
лучаем:



x't = За cos2 t(- sin t)  
ijt = За sin2 tcost.

о
, За sin t cos t

У* = ----- Г1 — :— ч= ~is t •За cos t{- sin t)

Угловой коэффициент касательной в точке М 0
71

 ̂ = -7 = -1 и, значит, искомое уравнение касательной 4
выглядит так:

2V2 или У - х + /г
а

V I

Переходим к механическому смыслу производной век­
тор-функции. Мы уже отмечали, что с точки зрения меха­
ники годограф вектор-функции можно рассматривать как 
траекторию движения. Пусть в момент времени tQ части­
ца находится в точке М 0 с радиус — вектором г(*0), а в 
момент £0 + At — в точке N, радиус — вектор которой 
r(t0 + At). Тогда Ar = r(tQ + At)- r(t0) является вектором 
перемещения материальной частицы за время (f0, t0 + А/).

A r
Отношение —  представляет собой вектор средней скоро­

сти движения. Его направление совпадает с направлени­
ем M 0N у если At > 0 и с направлением N M 0 , если
At < 0 • Предел этого отношения дает мгновенную скорость 
движения материальной точки в момент tQ. Таким обра­
зом, скорость движения материальной точки вдоль тра-



ектории в момент f0 V (i0) = r'(t0). Производную по време­
ни обозначают часто точкой вместо штриха. Тогда

v  (*о ) = ) = *(<6 X + y(t0 )j + z{t0 )k .

Численное значение этой скорости V  (f0) есть норма 

вектора V {t0), то есть

уЫ ‘ М ь )Т + Ш ?  + Ш ?  (8-5)

Рассматривая теперь скорость изменения вектор-фун­
кции V  (t), приходим к определению ускорения. Вектор

ускорения W (t) является производной от v ( t ), то есть

W(to)= V(t0)> Его разложение по естественному базису

имеет вид: W  (t) = x(tQ )r + y(t0)j + z(t0)k , а численное зна­
чение ускорения есть норма

\Щ о  1 = Ш о ) ?  + Ш Т + Ш Т  (3.6)

Пример 4. Положение движущейся точки в момент 
времени t задается уравнением

= (t2 + + 2t3j -f

Найти значения скорости и ускорения точки в момен­
ты tx = 2 и t2 = 5.

Решение.
V (t) = r(t) = 2tl + 6t2j + 3k;



v (f) = ||ғ(*| = у1&2 + № 4 + 9; 

V ^ )  = V{2) = л/4-4 + 3616+9 = >/601; 
V fe) = V(5) = л/4 • 25+36- 625+ 9 = л/22809 
W (t) = r(f) = 2+ 12tf; 

W (f) = |ж (#| = л/4 + 144t2; 

W fe) = W(2) = л/4 + 144-4 = л/580; 
W(*2) = W(5) = л/4 +144- 25 = л/3604

Пример 5. Рассмотрим движение, задаваемое вектор­
ным уравнением:

г (*) = Rcos2nwt • £ + Rsin2niot • у . (8.7)

Выяснить, что является траекторией движения. Най­
ти скорость и ускорение.

Решение. Траекторией движения является окружность 
радиуса R  с центром в начале координат. В  самом деле, 
возводя в квадрат каждую из координат движущейся точки
х = R cos 2nu>t и у = Rsin2n(ot и складывая результаты,

получаем х2 + у2 = R 2 - Это означает, что мы имеем дело 
с вращательным движением. Скорость движения в каж ­
дый момент t определяется формулой

V (t) = r(t)= -R sin 2nwt • 2яо) • i + R  cos 2nwt 2tuo • j , 

то есть координаты вектора скорости таковы:

lx(t) = -2nu>R • sin 2nu)t 
j y(t)= 2nuR • cos 2nu>t



Численное значение скорости определяется по форму­
ле (8.5) .

V{t) = ||к (f| = л/4я2со2Я 2 sin2 27Ш)£ + 4rc20)2i?2 cos2 2л;со£ =

= 2жоЯ •

Оказалось, что численное значение скорости не зави­
сит от времени, то есть при вращательном движении дли­
на вектора скорости постоянна, меняется лишь его на­
правление. Ускорение рассматриваемого вращательного 
движения определяется вектор-функцией.

W  (f) = r(t) = -4л2ш2Я  cos 2no)t • i - 4n2(o2R  sin 2яо)£ • j  .

Из последнего равенства видно, что вектор ўр имеет 
направление, противоположное направлению радиус - 
вектора г • Численная величина ускорения оказалась по­
стоянной при всех значениях t:

|w j = V*2 + Ў2 = 4я2ю2Д .

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

Найти у'х для функций, заданных параметрически

fx = 3t + 2 jx = a cos2 t jx = a cos3 t 
{ у = 4<3 ’ ^  { у = b sin2 t ’ ^  { у = b sin3 t ’

Jx = e~l J x = J t  Jx = a(cost + t sin t)
^  j у = e2t ’ ^  \y = %[t ’ ^  \y = a(sin t - t cos t) ‘

Найти уравнения касательных, проведенных к данным



кривым в заданных точках (то есть при заданных значе­
ниях параметра).

jx = *cosf я Jx = a(t - sint)
7) \у = f sin t ВТОЧке *0 » 8) { ^ ( х . е о  s t) в точ­

х = а{cos J + t sin *) я
( . . . л в точке tQ = —. kу = a^sin t - t cos t) 4

Для каждого из следующих движений найти вектор и 
численное значение скорости, вектор и численное значе­
ние ускорения (в ответах приведены только численные 
значения скоростей и ускорений) в указанный момент 
времени.

10) r ( f ) = cos2 t • i + sin2 t j , t0 = — ;
6

11) K 0  = cos* * * + cos2f о = ;4

12) r (f ) = e* • Г + ♦ j, t0 = In 2 ;

13) r(t) = t i + l n t  j,to = 3 .

Ответы: 1) 4*2. 2) 3) - - tg t . 4) _ ge3' . 5) i  a a 3/6

2
6) tgt. 7) (л + 4)r + (я - 4)y - — = 0.

(4 -  Jtlfl ЯЯ

10 } V , J l - . w  = r 2 . n ) V  = ± - , w - ± .

12) V = IV = Щ - . 13) V » IV = I .



Глава 9. 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Принципиально новые идеи при изучении дифферен­
цирования возникают тогда, когда мы от функций одной 
переменной переходим к функциям двух переменных. 
Дальнейший переход к функция м трех (и большего чис­
ла) переменных от функций двух переменных уже не со­
держит существенно новых моментов.

Поэтому мы будем изучать функции двух переменных 
и время от времени делать обобщающие замечания.

§1. ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ. 
ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ

Пусть и = / (м ) = f{x,y) - функция, определенная в
области D плоскости хОу. Выберем на плоскости хОу 
направление е заданное единичным вектором
о _ ° _ —
ё = cos а • i + cos р • j или» что т0 же» ё = cos а • i + sin а • j • 
Разрешим точке М  двигаться только вдоль направления 
е. Пусть N(x + Ах, у + Ау) — точка, лежащая на направле­
нии*? близко к точке М , а Ар — расстояние между М  vlN  
(рис. 150).

Др = \\m n \\ = + №

Величины Ах и Ау называют приращениями аргумен­
тов, а разность Ди = f(x + Ах,у + Ay)- f(x,y) — прираще­
нием или полным приращением функции f  при переходе



У от точки М  к точке N. 
Составим отношение
Аи
Др и попытаемся вы ­

числить

О

Рис. 150

X

Конечно, этот пре­
дел может существо­
вать, а может и не су­
ществовать. Если он 
существует, то назы­
вается производной

функции f по направлению е в точке М  и обозначается 
д и

символом —  . Итак,

Особое значение имеют производные функции по на­
правлениям координатных осей и связанные с ними част­
ные производные.

Пусть ё0 = i . Это означает что рассматривается произ-

Э и
водная в направлении оси абсцисс. Обозначив ее —  и 

приняв во внимание, что Дх > 0 , а Ау = 0, получим:

де

—  = lim —  = limде др->о Др др->о

(n ) - u(m )
Ар

ди _ j и(х + Д х ,у)-и(х, у) 
di д*-»о Д х

(Дх>0)



Теперь возьмем с0 = -/ . В  этом случае речь идет о про̂  
йзводной функции и в направлении, противоположном на­
правлению оси абсцисс; тогда Ах. < 0, Ау = 0, Ар = -Ах и 
значит,

Эи = lim ц(х + Ах,у)-и(х,у)
Э(- i) - Ах

(Л*<0)

или

ди _ _ ц и(х + Ах, у) - и(х, у)
d(-i) Ах

(л*<0)

Если у функции и(х, у) зафиксировать г/, то получится 
функция одной переменной х. Обычная производная этой 
функции в точке х называется частной производной функ­
ции в точке (х, у) и обозначается она одним из символов
ди /
^  или и х .

Таким образом, по определению

ди _ j. и(х -ь Ах,у)- и(х,у) 
дх Ддг->о Ах 9

где Ах может быть и положительным, и отрицательным. 
Оказывается, существование у функции и(х, у) в точке

ди
х частной производной —  эквивалентно наличию у этойох

ди ди
функции в рассматриваемой точке производных

ди ди 
«Равен ству  д г- ч .



ди ди ди 
В таком случае, ^  ^ .

Аналогично определим производную функции и(х, у) 
по направлению оси ординат и производную в противопо­
ложном направлении. Если j — единичный вектор оси 
OY, то

ди = lim и(х, у + Ду)- и(х, у)
dj Д.у-* о д у

(Ау>0)

ди = _ lim и(х,у + Ау)-и(х,у)
Э(- /) Ау

(д./<0)

ди
Частная производная определяется как обычная про­

изводная функции и(х, у) по переменной у при фиксиро-
Эи _ и(х, у + Aiy)- и(х,у) 

ванном х: ^  “  д*™0 : ^  , где А у может

быть как положительным, так и отрицательным. Суще- 
ди

ствование ^эквивалентно наличию у функции и(х, у)

ди ди ди ди
производных “gT-» и равенству ~̂ j~ ~ “  * ^ Ри

этом

ди _ ди ди 
ду dj Э(- ] ) '

Принцип нахождения частных производных мгновен­
но вытекает из самого их определения. Для нахождения 
частной производной по переменной х достаточно «замо­



розить на время дифференцирования» у и находить про­
изводную функции и по переменной х самым обычным 
образом, то есть при дифференцировании по х на у надо 
смотреть как на постоянную, и наоборот, при дифферен­
цировании по у надо считать постоянной х.

д и ди
Пример L  Найти —  и ^  , если и = х3 + cosx + х4у2 + 

+  УА +  8 .

ди
Решение. = Зх2 - sinx + у2 Ах3 + 0 + 0 = Зх2 —дх

д
ду
ди

- sinx + 4 x3z/2, 37'= 0 +  0 +  х4 2z/ +  4i/3 =  2х*у 4- 4 у3.

Эи Эи / 9 9\Пример 2. Найти —  и  ̂ , если и = 1п(х + у ).

Эи _ 1 ^  _ 2х
Решение. ^  • 1-* + ^  -  ^ 27^2  '

Эи 1
Эг/ jc2 + у2 х2 + г/2

Эи Эи
Пример 3. Найти и ^  , если и = (х4 + z/4) • arctg5x.

Решение.
При нахождении частной производной по х мы долж­

ны учесть, что от переменной х зависят оба множителя, и 
поэтому придется пользоваться формулой производной про­
изведения:

= (4*3 + o)arctg5x + (*4 + ул)• -— • 5. 
ох 1 + (5 ху

Что касается дифференцирования по у, то здесь нет 
необходимости поступать так же; достаточно «постоянный 
множитель» вынести за знак производной по у:



—  = arctg5jc (о + 4y3)= 4i/3 • arctg5jc. 
dy

Пример 4. и = (sinx)ln̂ 2+1l
Решение. Обращаем ваше внимание на то, что при диф­

ференцировании по х на данную функцию следует смот­
реть как на степенную (ведь у «замораживается»), а при диф­
ференцировании по у — как на показательную (ибо основание 
не зависит от у и, значит, исполняет роль постоянной).

—  = (sin x j ^ 2+^  • ln(sin х )  • - J —  • 2у. 
ду у 2 + 1  ' *

Обобщения.
1. Если и ( х ,  у, z) — функция трех переменных и

о

е = cos а • / + cos 3 * 7 + cos у • k 9 гДе 3> Y ~ соответственно

углы наклона вектора ?о к координатным осям, то
д и  _  и ( х  + А х  у у + Aj7, z + Az) — у, z) 
де  Ар—>о Ар ’

где Др =  y J ( A x f  + (Ay f  +  (Az f ,

Эи = И т  и(х + Ax ,y,z)-u(x ,y,z )
дх д*-*о Ах

д и  л. и ( х ,  у + Au9z)-u(x ,y,z )
—  = lim  —-— :------- :-------------— !------,ду д»/-»о Ау

д и  _  и ( х , уу z + Az) - и ( х , у, z)
д х  Аг-^о A Z

д и  д и  ди  
Пример 5. Найти ’ g j ’ если



и = xbyz + xy3z2 + х2 sin ye4z.

Решение. При дифференцировании по каждой из пе­
ременных две другие считаем «замороженными»:

—  = 5х4уг + у 322 + 2х sin у • е4г, —- = хъг + Х22 • Зу2 + 
дх ду

+ x2e4z cos у, — = хъу + хуг • 2г + х2 sin у • е4г • 4 Э2
2. Если и = u(xv x2,~ ,x n) и ё - направление, задан­

ное единичным вектором

е = cos а г • е1 + cos а 2 е2 + + ’ ' ‘ + c o s  а п * е п>

где {ё1,ё2,- • — естественный базис пространстваR n, то 
ди _ Ды
^ ~ Л ^ ’ здесь

Ар = J(A X if  + (A x2f  + • • • + (Ах„ Y

ди
Частная производная по i-й координате ”

jim *t-i, + A*t, *1+1,- • •» *В) ~ /(*!»• ■ •. *1-1. • ч лсв)
д*, ->о Дх;-

i = 1, п .

УПРАЖНЕНИЯ

д2 дг_ 
дх И ду

1) 2 = jc3j/ - Зле4 + 2дгг/3 ; 2) 2 = х sin(a:y) + у cos я + 5;

Найти частные производные —  и  ̂ .



3) z = sm(jc2 + у 2) ; 4) z = sin(xt/) • cos(r2 + y3); 

X'2 — y2
5) 2 = x2 +y 2 ; 6) z = tg(* + у 4)- 1п(д: + y).

du du dtt
Найти частные производные ^ ^ ^ :

7) и = ln(x2 + i/2 + z2); 8) и = sin(*y)- е-*г+02+г2;

xi/ + i/z + zjc 
9) U ~ 2х+Уг+г3 + x  : 10) U = х Уе~ХУг‘
Докажите, что

/ \ йг Эг _ 1
11) если z -  ln\yx + у/у/, то X~fa+ V 'fy ~ 2 ’ 12) если

z = V *s in | , то х ^ +̂ 0  = | ;  13) если г = в7 1пу, то

* ! |  + У ! ^ = 1 ^ ; 14) если » = + У2 + г '  то
2

= 1Г Э и ]
V - 1

2

+
д х  ,ч ) I 8», W

§ 2. УРАВНЕНИЕ КАСАТЕЛЬНОЙ 
ПЛОСКОСТИ К ПОВЕРХНОСТИ. 

ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ
Рассмотрим функцию z = f(x, у), график которой пред­

ставляет собой поверхность* изображенную на рис. 151. 
Пусть М о ((хо, уо, z j — произвольная фиксированная точ­
ка поверхности, Р о - ее проекция на горизонтальную плос­
кость. Справедливы следующие важные теоремы.

Теорема 1. Если в некоторой окрестности точки Р о 
функция z = f(x, у) имеет непрерывные частные произ­
водные zx и zy , то касательная плоскость к данной по­



верхности в точке М о существует и имеет уравнение

2 = z0 + 2;  \ро {x -x 0)+z'y I ро {у-У  0). (9.1)

С доказательством этой теоремы можно ознакомиться, 
например, в ([1], стр. 315) или в ([2], стр. 474).

Теорема 2. Если в окрестности точки Р о функция г =
/(х, у) имеет непрерывные частные производные z'x и 2у , 
то справедливо равенство

f(x ,y) = f(xv, j/ J  + 2 'x Iро {x-x „)+ z 'u \ро — у0) + о(Др){9.2)

Другими словами, полное приращение функции имеет 
вид:

Лг = (4  \?о -Ах + ги |Ру Ау] + о(Ар) (9.3)

Выражение в квадратных скобках называется полным 
дифференциалом функции / в точке Ро. Функция z = f(x, у) 
называется дифференцируемой в точке Р о, если она имеет 
в этой точке полный дифференциал

dz JPo = z’y Ax + zy \po -Ay. (9 4)



Дифференциалы независимых переменных определя­
ются как их приращения: dx = Ах, dy = Ay.

Поэтому

dz U  = 2У U  ' dX + 2У k  ' dy <9’5)

и полное приращение функции z = f(x, у) имеет вид:

Дг|Ро = dz\Po +о(Др). (9.6)

Теорема 2 гарантирует дифференцируемость функции, 
имеющей непрерывные частные производные z'x и zy .
Оказывается, одного существования частных производных 
недостаточно для дифференцируемости функции, что от­
личает функции двух (и вообще, многих) переменных от 
функций одной переменной. Напомним, что, если функ­
ция одной переменной имеет производную, то она диффе­
ренцируема.

Равенство (9.3) показывает, что полный дифференци­
ал функции составляет главную часть ее полного прира­
щения, ибо она имеет такой же порядок малости, как Др, 
а второе слагаемое - порядок о(Др). Поэтому наряду с точ­
ным соотношением (9.3), можно при малых Ах и А у ис­
пользовать приближенное равенство:

Az\po=dz\pg (9.7)

Таким образом, если точка (х, у) достаточно близка к 
точке (хо, уо)у то значение функции в этой точке можно 
вычислить так:

f(x,y) = f(x0,y0)+ z'x Ipg -(x - x0) + z'y Ipo (y - y0\ (9.8)

Эта формула эффективна в случаях, когда не требуется 
высокая точность.



Сформулированные результаты распространяются на функ­
ции многих переменных. В частности, если# «= f(xv х2, ..., хп)
имеет в окрестности точки P0{ f l , х°п) непрерывные

частные производные по всем переменным ^  , i = 1,2,
..., п9 то она дифференцируема в точке Р о и ее полный 
дифференциал выглядит так:

di\Pg = Ъи'х\р0 • bxi- (9.9)

Пример 1. Найти dzy если z = х2 + sin(xz/).

Решение. = 2 х  + ^ cos(*z/> = х cos(xy). Н а  о сн о _ 

вании (9.4) имеем: cte = (2* + ycos(xy])dx + j c c o s (xy)dy .

Пример 2. Вычислить приближенно ^/(2,0l)4 + (2,95)2

Решение. Рассмотрим функцию 2 = у[х4 + у2 

Возьмем х 0 = 2, i/0 = 3, х = 2,01, у - 2 ,95 . Тогда

f(x 0, y 0)=  л/24 + З 2 = 5, — =Эг 4лс3

Э* 2^lxi + у 2 

дг , 2 • 23 16 0 0 Эг 2у
Э* 1Я° 5 5 ду 2{х 4 - »2

-^-1= 1 = 0,6.
Эу Р° 5
Из (9.8) имеем теперь

V(2,01)4 + (2,9s)2 -  5 + 3,2 • ОД + 0,6 • (- 0,05) = 5,002 •



Пример 3. Написать уравнение касательной плоскости 
к поверхности г = х2 + 2у2 в точке P0(l,l).

Решение. Воспользуемся уравнением (9.1). С этой це­
лью вначале находим частные производные z'x,Zy и вы­
числяем их в точке Pq!

г'х = 2 х ; г х\р0 = 2 • 1 = 2; s ' = 4у, а^|Ро = 4.

Вычислим Z0 -  z |ро = I 2 + 2 • I 2 = 3 . Теперь запишем 
уравнение касательной плоскости в общем виде:

*-*> =41р0 к  Ь-Ув)

и, подставляя сюда рассчитанные выше коэффициенты, 
получаем:

z-3=2(jc-l)+4у -1).

Это и есть уравнение искомой касательной плоскости. 
Пример 4. В  какой точке касательная плоскость к по­

верхности z = 4 - х2 - у2 параллельна плоскости
2х + 2у + z = 0 ? Найти уравнение этой плоскости.

Решение. Уравнение касательной плоскости (9.1) пе­
репишем в виде

4  IР0 (х -  *о)+ 4  |р0 (у - Уо)~ (2 -  20) = о . (9.10)

Теперь ясно, что вектор нормали к поверхности выгля- 
дит так N  = jz; Ipo,z'y \Pf),- l}.

Поскольку искомая плоскость должна быть параллельна 
плоскости 2х + 2у + z = 0 , их векторы нормалей коллине­
арны, то есть N  = Х{2,2,+ l}.



Далее

zx = “ 2* => z'x |Ро = -2х0
4  = =* 4  U  = " 2 о̂

=> F  = { - 2 * 0, - 2 y 0, - l J f  2* 0, - 2 y 0, - l } = ^ , 2 X ,  + Xi

- 2я0 = 2Х
~~ 2z/0 = 2Л => Я = —1, Xq = 1, yQ = 1
-1=+Л

Значение функции z в точке Р0 (l; 1) вычисляется легко
2q= 4-1-1 = 2. Подставляя все найденные значения в 
(9.10), получаем:

- 2(х - l ) -  2(у -  l ) -  (г - 2)= 0,
2х + 2у + z -  6  = 0 .

УПРАЖНЕНИЯ

1. Найти полный дифференциал функции z = х4 + 

+ 3x2z/ - у 5 в точке М 0(2; - 1).

2. Найти полный дифференциал функции z = (х + у)еху

в точке М 0 (0; 2).
3. Н айти полный дифференциал функции

г = + yjx2 + у2 j  в точке М 0(3;4).

4. Н айти полный дифференциал функции 
и = (X-  y)z2 + х + 2у + Зг в точке М 0 (2; 1; l ) .

5. Вычислить приближенно /̂(4,05 f  + (3,07 f •
6. Написать уравнение касательной плоскости к повер­

хности z = х2 - 4ху + у2 в точке М 0(- 2; 1; 13).



7. В  какой точке касательная плоскость к поверхности
2 = 6 - х2 - у 4 параллельна плоскости 6х + 32у -
-2  + 5 = 0 ? Составьте уравнение этой касательной плос­
кости.

1 j  1 .О т в е т ы : 1) 20dx + 7dy . 2) 5dx + d y . 3) — dx + —  d y .5 10
4) 2dx + dy + bdz . 5) 5,082 .6 ) 8x - lOy + 2 +13 = 0.
7) (-3, -2, -19). 6x + 32y - z + 63 = 0 .

§ 3. СВЯЗЬ МЕЖДУ ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ И ПРОИЗВОДНОЙ 

ПО НАПРАВЛЕНИЮ
Пусть ё — фиксированное направление на плоскости

х Оу, заданное единичным вектором ё = cos а • I  + cosP • ]  • 

Допустим, что функция z = f(x,y) имеет в окрестности

/ \ дгточки Р0{х09у0) непрерывные частные производные —  и

dz Э 2 Дг ( V
Эу По определению ^  , где Дг =

- f(x 0,y0) полное приращение функции при переходе от
точки Р0{х0,у0) к точке Р(х,у).

Используя (9.3), получаем:

—  I р = lim 
де 0 Ар—>о

dz j Ах dz I Ay о(др) 
дх Р° Др Э.(/ Р° Ар Ар



Ax Ay
Отйошения —  и —  вообще не зависят от Др, по­

скольку представляют собой направляющие косинусы
Л Ах Ay п

вектора  ̂ ~  - coscc,‘̂  ”  cosP (рис. 152).

Продолжая теперь (9.11) имеем:

дг
де

дг
дх

дгcos а + 
ft дУ

о(Ар)cos Р + limр Др->о Др

и значит,

дг
дё

дг
дх

дгcos а + —
дУ

COS р. (9.12)

Формула (9.12) очень важна, ибо дает возможность вы­
числения производной по любому направлению через час­
тные производные.

Пример 1. Н айти производную ф ункции
z = Зх2 - 2ху - 2у2 в точке М 0(- 2; 3) по направлению век­

тора ё = 51 - 12]  .

У



Решение. Найдем направляющие косинусы вектора ё •

И  = >/25 +144 = 13,cosa = —  ,cos(i = - —INI 13 13*
Вычисляем частные производные функции в точке М 0:

£  |Мо = (6* - 2у) \Мо = -18; g  U o = (- 2* - Ay) |Mq = -8 .

Наконец, используя (9.12), получаем:

| к = И 8 ) ^ + И ) . { . 1 | ] 4

Обобщения.
1. Пусть ё - направление в д3, заданное единичным

вектором  ̂ _ cos a . j + cosp • 7 + cos у • А (рис* 153).

Предположим, что и = и(х, у, 2) имеет непрерывные ча-

Э и Э и д и 
стные производные ^  .

Тогда производная по направлению ё вычисляется по 
формуле

- 'a



ди ди ди л ди
f e ’ ^ ' cosa+^ cose+^ <9-1з>

2. Пусть е -  направление в R n , заданное единичным
о

вектором ё = {cosai,cosa2,...,co sa „}.
Допустим, что функция имеет непрерывные частные

ди . _  -—
производные по всем переменным *1 “  п . Тогда

ди п ди
~дё = i? ia ^ 'COSa'' • <9-14>

§4. ГРАДИЕНТ. СВЯЗЬ ПРОИЗВОДНОЙ 
ПО НАПРАВЛЕНИЮ С ГРАДИЕНТОМ. 

ЛИНИИ УРОВНЯ

Определение. Градиентом функции z = f(x,y) в точке 
P Q называется вектор, проекциями которого на коорди­
натные оси являются частные производные, вычисленные 
в этой точке

gradzI r dz I дг . 
дх Р°'д у  Р° (9.15)

Если с ~ направление, заданное ортом 

°ё = cos a • i + cos £$ • у > т0 из (9-12), очевидно, следует, что

I f U  = 8г*йг1ь ' ё (9.16)



Формула (9.16) выражает связь производной по направ­
лению с градиентом функции. Эта формула обобщается и 
•на случаи функции п переменных.

Градиентом функции и = и(хг, х2, ...»хп) называется 
вектор

Если е — направление, заданное ортом

^  ' ' nCXipU^DXOnDlj I U JTJLO  ̂«7. JL Ч J  D D X  ГСЛаС 1 , 41U

Формула (9.17) позволяет раскрыть очень важное свой­
ство градиента.

Обозначим через со — угол между векторами gradu и 

$. Тогда

Из полученного соотношения следует, что величина 
производной по направлению будет наибольшей, когда 
cos со = 1, т. е. о) = 0 • Это означает, что направление гра­
диента совпадает с направлением со = 0 •

Вывод: Градиент указывает направление, в котором ско­
рость изменения функции максимальна, а норма гради­

—  = gradu • е 
де (9.17)

ди
э7

• cos со



ента дает величину этой максимальной скорости

Познакомимся еще © одним важным понятием и еще с 
одним способом геометрической иллюстрации функции 
двух переменных.

Определение. Линией .уровня функции z = f(x,y) на­
зывается множество точек плоскости, в которых функция 
принимает одно и то же значение С. Линию уровня мож­
но построить, спроектировав на плоскость хОу множество
точек пересечения поверхности z = f(x ,y) с плоскостью
2 = С • Уравнение линии уровня имеет вид /(х, у) = С . Из­
меняя С, мы получаем различные линии уровня данной 
функции. Задав целую серию значений константы, напри­
мер, С = С1,С1 + h,Cx + 2 Л , + nh , мы получим ряд
линий уровня, по взаимному расположению которых мож­
но судить о характере изменения функции (рис. 154).

В частности, там, где линии гуще, функция изменяет­
ся быстрее (поверхность, изображающая функцию, идет 
круче), а там, где линии уровня располагаются реже, фун­
кция изменяется медленнее (соответствующая поверхность 
будет более пологой). Кроме того, отметки на линиях уров­
ня дают непосредствен­
но значение функции в 
дочках этих линий. Ли­
нии уровня часто ис­
пользуются в геогра­
фии, геодезии, топогра­
фии. Здесь особое зна­
чение имеют горизонта­
ли.

Горизонталь — это 
проекция на плоскость 
хОу «тропы», образо­
ванной точками горно-



го ландшафта, имею- У^
щими одинаковую вы­
соту над уровнем 
моря», применяются 
линии уровня при со­
ставлении метеорологи­
ческих карт. Здесь — 
это изотермы — линии 
одинаковых темпера­
тур, изобары — линии
равного давления и т. О 
п. С линиями уровня Рис. 155

х

приходится встречать­
ся практически во всех инженерных дисциплинах. При­
ведем без доказательства еще один важный факт.

В  каждой точке линии уровня дифференцируемой фун­
кции г = f{x, у ) градиент функции перпендикулярен к ли­
нии уровня (рис. 155)

Переходим к примерам.

---~Г I дг jПример 1. Найти gradz |Ро и —  \р0 , если

Решение. Находим частные производные и градиент 
функции в точке Р 0.

gradz\pQ = (l53;44)

Теперь найдем единичный вектор направления q •

2 = ху2 + 4Xsу, Р0 (2; 3\ е = 3i + 4/..

—  = г/2 +12х2у ,—  |р = 32 +12 22-3 = 153, 
дх J  У дх 1р°

—  = 2ху + 4х3, —  L  = 2-2-3 + 4-23 =44,гЬ/ 0ду ду



Наконец, используя формулу (9.16), получаем:

9*1 ---3-1 - ICO 3 АА 4 635 10-7—  \h = gradz\h -е =153 -  + 44 -  = —  = 127

---3~ I ди. IПример 2. Найти gradu \щ и 1м0, если

и = 1п(х2 + у2 + г2} М 0(2,-3,l) ё = Зг - 4; + 2k •

Решение. Повторяем шаг за шагом методику решения 
предыдущего примера. Учитывая, что мы имеем дело с 
функцией трех переменных, получаем:

2х ди I 
ша~

2-2ди
дх ~ ~х2 + у2 + z2 ’ дх ш° ~ 4 + 9 + 1 ”  7 ’
ди 2 у Эи
Эу х2 + у2 + z2 ’ Эу 1м„-'

2 { - 3 )
14 7 ’

ди 2 z
Эг х2 + у2 + z2 ’
ди , 2 1  1 ---— . f 2 3 П

|ё| = Vs2 + ( - 4 f  + 2 2 = л/9 + 16 + 4 = л/29,

£ =

Эи
л/29 ’ л/29 ’ 7 2 9 /  

I  2
*м° *  7 ' 729 + ( 7 л/29

1+ - 6 +12+2 20

7 л/29 7л/29 7л/29

_  _  _ xyz
Пример 3. Дана функция и ~ ' и точкаX + у + 2

М 0(2;1;3). Указать направление, в котором скорость из-



менения функции максимальна. Найти величину этой 
скорости.

Решение. Направление, в котором скорость изменения 
функции максимальна — направление градиента. Поэто­
му находим градиент данной функции в точке M Q.

ди _ x + y + z - x _  yz(y + z) ди j 1 
дх У (х + у + z f (х + у + z f  9 дх М° 3 ’

Эи _ xz(x + 2) ди * 2 • 3(2 + 3) _ 5 
ду (х + у + z f  ’ ду М° (2 + 1 + З)2 6 ’

ди _ ху(х + у) 
dz (х + у + z f 9
ди - 2 • 1 - (2 +1) 1 ---у- , 1 т 5 -г 1 г—  \м = ---- ---- - = —; gradu \м = —1 +—]+  — к.
dz М° 36 6 М° 3 6 6

Величина максимальной скорости изменения функции 
равна норме градиента:

У  max = I\ g rad u  |Мо|| =
V3 ,

2

V6 ,

2

6

Пример 4. Построить линии уровня параболоида вра­
щения z = х2 + у2 , соответствую щ ие значениям  
С = 1,2,4,9.

Решение. Соответствующие линии уровня имеют урав­
нения

х2 + у 2 = 1, х2 + у2 = 2, х2 л- у =4, х + у = 9,

т.е. это окружности с центром в начале координат, имею­
щие радиусы R x = 1,#2 = л/2, R3 = 2, R 4 =3 (рис. 156).



Рис. 156

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

1. Найти gradu в точке М 0 (- 1; 2) и производную по на­

правлению 7 = Si - 4у в этой точке, если и = х3 + 2ху + у2.

2. Дана функция u = Jx 2 + г/2 + г2 и направление

ё = {2; - 3; б}. Найти gradu\щ и —  1м0, если M 0(l;2 ;3 ).

3. Даны функции г = 4х2 - 3ху + у3 и 

и = 5х4 + х2у - 2у4 Найти угол между векторами

gradu|Мо и gradz|Mo в точке M 0( l;- l) .
4. Построить линии уровня функции z = х + у 9 соот­

ветствующие значениям С = 0, ± 1, ± 2, ± 5 .

5. Построить линии уровня функции z = х2 + 4у2, со­
ответствующие значениям С = 1,4, 36 .



6. Построить линии уровня функции г = х2 - Ау2 , со­
ответствующие значениям С = 4Д6,36.

2-Й УРОВЕНЬ

7. Даны функции u = (х2 + 2у + z f >v = xyz2 и точки 

М г(1; 2; - l), М 2 (2; - 1; l ) .  Найти вектор а > ортогональной 

одновременно векторам gradu \Mi и gradv \м .

8. Дана функция u “   ̂+ +  ̂ и точка М 0(2; 1;3). Ука­

зать направление а , в котором скорость изменения фун­
кции максимальна. Найти величину этой скорости.

9. Дана функция u = где R  = yjx2 + у 2 +z2 . Найти

градиент этой функции в точке М 0(х0,у0, z0) и норму гра­
диента.

- -13 1 г 2 -г 3 г  2
О тв е ты : l ) 7 i+ 2 j ; & . 2) ^  * + Vl4 '  + V l4 л/14 ' 

2 _
3) arccos I  7) а = -10Г + 7/ + 6/е 

_  1 т 5 т 1 г >/30 Л _£о_; _У ± 1 _1 о _й . J _
8) °  3 1 + 6 7 + 6 ; 6 ) До3 B i  R l ’ *

§5. ПРОИЗВОДНЫЕ ВЫСШ ИХ ПОРЯДКОВ

Предположим, что функция г = f(x, у) имеет в некото-
дг дг

рой области D частные производные ~  и ^  . Эти произ­



водные тоже являются функциями переменных х и у. По­
этому вполне естественно говорить об их частных произ­
водных если они существуют. Определяются эти частные 
производные следующим образом. Вторая частная произ­

водная по х: 

д2г _
по У' э ?  '

д г 
дх2

д_{дг)
дх дх , вторая частная производная

и две смешанные производные

d2z _ Э ( dz^ d2z _ д fdz^
ду . Все эти производные на-дхду ду [ дх J  дудх дх 

зываются частными производными второго порядка. 
Пример 1. Дана функция z = хг + 2х*у2 + уъ . Найти

частные производные второго порядка.
Решение. Находим сначала частные производные пер­

вого порядка = З*2 + ^ху2 9 —  = 4д:2у + 5 у4 Теперь 

дифференцируем каждую из них и по л ж по у:

дх2 дх 4 дхду

= 4л:2 + 20 у3, 
д2г д

дудх дх
= ^-(4х2у + 5у4)= 8 ху

Обратите внимание на то, что смешанные производные 
равны, т.е. оказалось безразличным дифференцировать ли 
данную функцию сначала по х, затем по у или дифферен­
цировать ее в обратном порядке. Случайно ли это? Конеч­
но же, нет. Имеет место следующая теорема, которую мы 
приводим здесь без доказательства.



Теорема (о равенстве смешанных производных).
Если функция z = f ( x , y )9 определенная в области D, 

имеет вторые частные производные, являющиеся непре­

рывными функциями, то

Пример 2. Дана функция

э f dZ I 'd  z N
дх dy\4 ,

s = In Доказать, что

d2s d2s
дхдt дх2 х2 '

Решение. Будем последовательно готовить все необхо­
димые производные; только вначале несколько преобра­
зуем данную функцию

s = In = In -— — = ln(t - х) - ln(x^),
xt

t
dx t -  X xt x - 1 x x[x - 1)

d2s
dxdt

d2S
d.

t
x(x - 1) 

t
x2 - xt

_ - t(2x - t) _ t2 - 2xt 
{p2 - x t f  x2(x - t)2 '

Теперь запишем левую часть равенства, которое следу­
ет доказать и выполним тождественные преобразования:

d2s d2s _ 1 t2 - 2xt x2 - 2xt + t2 _ 1 
dxdt dx2 (x - t)2 x2(x - t )2 x2(x - t f  x2

что и требовалось.



У частны х производных второго порядка могут сущ е­
ствовать свои частные производные. Их называют част­
ными производными третьего порядка. Аналогичным об­
разом определяются производные любого порядка. Кроме 
того, все такие построения имеют место и для функций п
переменных z = f(xv х2, ...,хп).

УПРАЖНЕНИЯ

Найти частные производные 2~го порядка.
1) z = х2 + у2 + 5х3г/4 ,2 ) z = еху > 3) z = ln(jc + у),

4) z = х 1п(х + у), 5) z = sin2 х + sin у , 6) г = xyjx2 + у2 ,

Э2ы Э2ц Э3ы
7) ц = х*у + 2*г . Найти

/ ч __ д3ц Э3а
8) u = sin(x + у) сов г . Найти .

Доказать, что

Э2и 0 Э2ы ^ _ . .
9) ^ 2  + = ’ если “  = arcts(2j£: - 0;

Э2г Эг Эг л
10) У Ш ^  = Ъ ~ д ~ х ' ес™ г = е ^ -

§6. ЭКСТРЕМУМ Ы ФУНКЦИЙ ДВУХ 
ПЕРЕМ ЕННЫХ. НАИБОЛЬШЕЕ 

И НАИМ ЕНЬШ ЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ

Пусть z = f(x,y) — функция, определенная на некото­
ром множествеЕ. Напомним, что точка Ро(*о> Уо)е Е  на‘ 
зывается точкой максимума функции z = f(x,y), если су­



ществует окрестность этой точки щ(Р0) такая, что
V Pe  u6(P0): f(P0)> f(P ). Определение точки минимума 
аналогично. Общее название точек максимума и миниму­
ма — точки экстремума.

Теорема (необходимое условие экстремума). Если Р 0 — 
точка экстремума и если в этой точке существуют част­
ные производные, то они равны нулю. Иными словами, в 
точке экстремума равен нулю градиент функции.

Доказательство. Если допустить, что gradz\Po* 0, то

в направлении градиента функция z = f(p) возрастает, а 
в противоположном направлении - убывает. В  таком слу­
чае в любой окрестности ы5 (Р0) существуют точки Р 1 и Р2
такие, что означает, что Р 0не яв­
ляется точкой экстремума, что противоречит условию. 

Точки, в которых градиент равен нулю, называются
стационарными. Отметим, что если Ро(*о»!/о) стационар­
ная точка, то касательная плоскость в точке 
М 0(х0, у0, f(x0, yQ)) параллельна плоскости хОу.

Стационарные точки являются подозрительными на 
экстремум. Подозрительными являются также и те точ­
ки, в которых частные производные не существуют. При­
мером может служить вершина конуса, ось симметрии ко­
торого есть ось Oz.

Условие равенства нулю частных производных:
dz _ п дг - п~~ "  является необходимым, но не достаточным 

условием экстремума. Так, например, у функции 
z = х2 - у 2 точка (0; 0) является стационарной, что легко
проверить, но не является экстремальной, так как в лю­
бой окрестности точки (0; 0) есть точки вида (х; 0), в ко­
торых z > 0, и точки вида (0; у )у в которых z < 0. Получе­
ние достаточных условий для экстремальности точки яв­
ляется более сложной задачей. Приведем без доказатель­
ства достаточное условие экстремума.



Теорема. Пусть в окрестности критической точки (ста­
ционарной точки) Р  функция z - f(x ,y) имеет непрерыв­
ные частные производные до второго порядка включитель-

_ d2z j _ Ъ2г ,
но. Обозначим через аи - —у  Iя? ai2 ~

д х  0 д х д у  0

d2z I _
а22 - 1р0. Составим определитель ®  =

«П «12 
а 12 а 22

. Если:

1) D > 0, то Р 0 - точка экстремума, причем при ап > О
— точка минимума, а при ап < 0 - точка максимума;

2) D < 0, то Р 0не является точкой экстремума;
3) D = 0, то никакого вывода сделать нельзя и надо 

проводить более тонкое исследование, привлекая частные 
производные более высоких порядков. Однако мы остав­
ляем это за пределами настоящего пособия.

Пример 1. Исследовать на экстремум функцию
z = Xs +  у3 - 3 ху- 

Решение.
Найдем частные производные первого порядка

—  = Зле2 - 3у, —  = 3у2 - Зх 
дх ду У

Найдем стационарные точки

3х2 -3у = 0 \х2 - у = 0  =
Зу2 - Зх = 0 \у2 - х = 0

Ч Й о ~ Й = о °  U ' . l
М 1(0;0>М2(1;1)
Находим частные производные второго порядка

d2z д2г д2г
Т Т  = 6х• Т 1 Г  = _3, Т Т  = 6 у> дх2 дхду ду

Исследуем точку М , (0; 0); для этой точки аи = О,



flj2 — —3, #22 — D — 9 < 0 .

Значит, точка M  не является точкой экстремума. Ис­
следуем точку М 9 (1; 1); для этой точки аи =6,

а12 = а22 =6, D = 6 б - (- З)2 = 27 > О Z) > 0 •
Значит, М 9 — точка экстремума и, поскольку аи > О, 

можно утверждать, что это точка минимума. Подставляя 
координаты точки М 2 в исследуемую функцию, получим
Z =  - 1 .  пип

О т в е т : Точка минимума М 0 (1; 1), zmin = — 1.
Теперь поставим задачу нахождения наибольшего и наи­

меньшего значений функции. Пусть D - ограниченная об­
ласть на плоскости хОу и z = f(x,y) — функция непрерыв­

ная в ее замыкании D • Тогда на основании теоремы 2
(глава 4, стр. 148) она достигает хотя бы в одной точке D 
своего наибольшего значения и хотя бы в одной точке — 
своего наименьшего значения. Мы в дальнейшем будем
считать данную функцию дифференцируемой на D . Ал­
горитм поиска наибольшего и наименьшего значеййй фун­
кции таков.

1. Находим стацйонарные точки, решая систему урав- 

дх
нении

—  = 0; 
9»

2. Выбираем из них те, что лежат в области jD, и в 
каждой вычислим значение функции;

3. Исследуем поведение функции на границе области. 
С этой целью подставим уравнение границы области (или 
ее части) в заданную функцию. Получаем функцию одной 
переменной, находим ее критические точки и подсчиты­
ваем в них значения функции, определяем значения фун­
кции и' ка концах рассматриваемого отрезка;

4. Из всех найденных значений выбираем наименьшее 
и наибольшее.



Пример 2. Найти  
наименьшее и наи­
большее значения 
функции г = ху{1 — 
х — у) в замкнутой
области: х > О,
у > 0 , х + у < 2 
(рис. 157).

Решение. Нахо­
дим частные произ- ^
водные:

Рис. 157
dz 0 2-  = у- 2 х у-  у*; 
дх
dz 0 о—  — х — 2ху - х ; 
ду

Приравнивая их к нулю, получаем систему алгебраи-

у - 2 х у - у 2 = 0; 
х - 2ху - х2 - 0.ческих уравнении

Эта симметричная система имеет следующие решения 
(разберитесь, пожалуйста, самостоятельно):

(1 Г
1 4 3 3

Внутри области D лежит лишь одна точка ^4 1 .Г !
з ; з

значение функции в этой точке

3 3 27 •
Переходим к исследованию на границе. Граница обла­

сти состоит из трех различных отрезков. Поэтому нам 
придется проводить рассуждения для каждого из отрез­
ков отдельно. На участках у = 0 и х = 0 имеем 2 =0 . На



третьем участке границы г/ = 2 - х .  Данная функция г 
будет выглядеть так: z = х(х - 2), где 0 < х < 2 • На кон­
цах исследуемого отрезка функция принимает нулевые 
значения.

Критическую точку найдем из условия z'x = 0 , т.е.
2х-2 = 0=*х = 1>у = 1. В  этой точке z = - 1 . Сравнивая 
все найденные значения, делаем вывод, что наименьшее 
значение функции достигается в граничной точке
* 5(U >  = - i,  а наибольшее значение — во внутрен-

л А 1 М  _ 1ней точке 4 3 ’ з ] ’ аи6 ~ 27* •

Пример 3. На плоскости хОу заданы три точки 
М х (хг, ух) М 2 (^2» У2 ) М 3 (х3, г/3). Найти такое положение
( )М  , чтобы сумма квадратов расстояний от точки М  до
всех заданных точек была бы наименьшей.

Решение. Пусть х и у — координаты искомой точки. 
Тогда сумма квадратов расстояний от точки М  до всех

данных точек определяется так i=l
Здесь область изменения х, у — вся плоскость. Однако 

сразу можно увидеть, что если точка М  далеко располо­
жена от данных точек, то, конечно же, она не может быть 
искомой. Поэтому вне большого круга (да и на его грани­
це) значения функции можно не принимать во внимание 
при поиске наименьшего значения S. Остается провести 
анализ только внутри некоторого круга. Находим стацио­
нарные точки из условий

dz Л dz Л dz з \ dz з , \—  = ° ,  —  = 0. — = I2 (x - x i }  — = Z 2 (y - y i ). 
дх ду дх i=i ду i=1

Имеем систему уравнений
i  (* - * .)= о; 

Ь - ! / , ) = 0
1



Зх - Y X; = 0 х = — У х,

Стационарная точка единственна. Совершенно ясно, что 
в этой точке S  имеет наименьшее значение. Ведь в замк­
нутом круге (большого радиуса) наименьшее значение обя­
зательно достигается. Ни в одной граничной точке оно 
достигаться не может, ибо там S велико! Значит, найден­
ная нами стационарная точка доставляет функции S  наи­
меньшее значение.

Замечание. Эту точку легко построить, ибо она явля­
ется точкой пересечения медиан АМгМ 2М 3 (рис. 158).

Пример 4. Определить размеры прямоугольного откры­
того бассейна, на облицовку которого уйдет наименьшее 
количество материала, при условии, что объем бассейна 
равен V.

Решение. Расход облицовочного материала будет наи­
меньшим, если наименьшей будет поверхность бассейна. 
Пусть х, у, z — размеры бассейна (рис. 159). В  таком слу­
чае площадь поверхности S = ху + 2xz + 2yz . Учет того, 
что объем бассейна должен быть равен заданной величине 
V, приводит к зависимости между параметрами бассейна:

У ik

м.2

М,

х
О

Рис. 158



Рис. 159
_ V

xyz = V , откуда 2 ~ . Теперь получаем S  как функ- ху
/ ч_ 2V 2V

цию двух переменных: Ь\х,у) - ху + +у X
С' _ 2V"Частные производные этой функции ~ У Y 9

я*
Находим стационарную точку как решение системы

2V пу -  —  = 0
х£
2V пх-  —  = 0
У

х = у 
X s  - 2V = 0.

Получаем точку с координатам]! х = y/2V, у = V2V

В  таком случае z = — %J2V . Ясно, что эта единственная

стационарная точка доставляет функции S  наименьшее 
значение.

О тв е т : для того чтобы при заданном объеме V на об­
лицовку бассейна ушло наименьшее количество материа­
ла, размеры бассейна должны быть таким и:

х = у = V2V,z = Облицовочного материала при

этом потребуется <S = 3W2V Г.



ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

Найти экстремумы функции

1) z = х2 - ху + у2 + 9л; - Gy + 20 ; 2) z = у-yfx - у2 -

- х + by ; 3) z = х3 + 8у 3 - 6ху +1; 4) z = ( x - l f  + 2у2 ;

Э z = ( x - l f - 2 y 2; 6) z = х3у2(б-х  - у ) ,  если
х > 0, у > 0 .

Найти наименьшее и наибольшее значения
7) функции z= 1+ jc + 2j/b области, заданной неравен­

ствами х > 0, у < 0, х - у < 1;

8) функции z = х2 - у2 в области х2 + у2 < 1;
9) функции z = х2 + у2 - ху - х - у в области 

х > 0, у > 0, х + у < 3 ;

2-Й УРОВЕНЬ

Найти экстремумы функции
X

10) z = Зх2 — 2х [̂у + у — 8х + 8 5 11)  ̂ ^

71 7112) z - sin х + sin у + sin(x + у) при 0 < х < — ,0 < у <  — ;
Л Л

13) z = ех~у{х2 - 2\/2).
Найти наименьшее и наибольшее значения функции
14) 2 = sin х + sin г/ + sin(jc + у) в прямоугольнике



15) z = х2 - ху + у 2 , если \х\ + |г/| < 1 ;

16) z = х2 +  у2 — 12х 4- 1 6 у в области х2 + у2 < 2 5 ;
17) Найти прямоугольный параллелепипед с длиной 

диагонали d, имеющий наибольший объем ;
18) Определить наружные размеры закрытого ящ ика с 

заданной толщиной стенок 5 и емкостью (внутренней) V 
так , чтобы на его изготовление было затрачено наимень­
шее количество материала.

19) В  полушар радиуса R  вписать прямоугольный па­
раллелепипед наибольшего объема.

О тв е ты : 1) zmin = z(- 4;l )  = -1. 2) zmax = z(4;4)= 12.

3) 2min = ^ j = 0. 4) zmin - z(l;0 l = 0 . 5) экстремумов 

нет. 6) 2max = 2(3; 2) = 108 . 7) zHati6 = z(l;0)= 2,

~ш иш  — (̂0, — l )  — —1 .  ^  2 наи б. — “ ~  ^  2 найм ~

= z(0;± l )  = -1. 9) W  = 2(0;3)=z(3;0) = 6,
= ^ (l;l)  = - 1 .  10) zmin = z(2; 4) = 0 . 11) zmin= z (- 2 ;0 )  =

2 _ f i t .n l  <Ц/з . .
— g '  1 2 )  z m a x  ^ 3 * 3 j  2  2max =  2{~  — 2 )  =

is) w  = ̂ i;o)>Ho;±i)-i.--™ =Ф;о)=о.
= - (3; - 4) = -75. 17) куб с

d „  
длиной ребра . 18) x = у = z = %V + 25.

2Д 2R R
19) 7 з ; 7 з ; 7з

= 8e~2 • 14) = 2



Глава 10, 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

§ 1. ПЕРВОЕ ЗНАКОМСТВО 
С НЕОПРЕДЕЛЕННЫМ ИНТЕГРАЛОМ

При изучении дифференциального исчисления осново- 
полагающей была такая постановка вопроса: дана функ­
ция F(x), найти ее производную Ғ '(х ) (обозначим ее че­
рез /(*)). Сейчас мы ставим, по сути дела, обратную зада­
чу: для непрерывной функции f(x) найти первообразную, 
т. е. функцию -Р(х), удовлетворяющую тождеству
Ғ \ х )  = f ( x ) .

В  простейших случаях первообразную можно найти 
сразу, зная формулы для производных. Например, оче­
видно, что

f(x) = 2х => jP(jc) = х2у 
f(x) = cos х => F(x) = sin x, 
f(x) = ex =» Ғ(дс) = ex9

f W  = + ~ 2  =* = arctS*1 +ЛГ

В целом же задача отыскания первообразных несрав­
ненно сложнее дифференцирования. Ее решение требует 
знания разнообразных методов, сообразительности и боль­
шой тренировки.

Отметим, что, если функция f(x) имеет первообразную 
(доказано, что для непрерывной функции это всегда так), 
то она имеет их бесчисленное множество. В  самом деле, 
пусть F(x) — первообразная для /(х), а С — любая констан­



та. Тогда функция Ф(х) = F(x) 4- С также является перво­
образной, поскольку

Ф'(х) = (ғ{х ) + с )  = Ғ  (х) + О = f (x ) .

Более глубоким является такой вопрос: существуют ли 
у функции f(x) первообразные другого вида, чем F(x) 4- С? 
Оказывается, не существуют. Справедлива следующая те­
орема.

Теорема. Если Ғ(х) и Ф(х) — две любые первообразные 
функции для f(x), то они могут различаться лишь на по­
стоянное слагаемое, т. е.

Ф (х) — F(x) = const.

Доказательство. По определению первообразной име­
ем одновременно два тождества:

I
Ф '(х )^ П х ), F'(x) = f(x ).

Поэтому

(ф (х) - F(x ))'  ̂Ф '(х) - F'(x) = f(x) - fix) = 0.

Обозначив Ф(х) —F(x) = G(jc), получаем G\x) = 0. Пусть 
jCj и x2 — две произвольные точки из общей области опре­
деления функций Ф(х) и F(x), такие, что хх < х2. Приме­
няя к функции G(x) на отрезке [x l9 jc.,] теорему Лагранжа,
найдем точку {xv x2)y для которой

G (x J - G(Xl) = G tX *i> *2).

Но G % ) = 0 , ибо G'(x) = 0. Отсюда G (x J = G(x,). По- 
скольку хг и х2 — произвольные точ::<и области определе­
ния функции G(x)y можно сделать вывод, что G(x) прини­



мает одно и то же значение во всех точках, т. е. 
G(x) = С = const. Следовательно, Ф(х) - F(x) = С, что и
требовалось. Полученная теорема приводит к естествен­
ному понятию.

Определение. Совокупность всех первообразных для 
данной функции f(x) называется неопределенным интег­
ралом от этой функции и обозначается так: J f(x)dx. Зна­
чит, если F(x) — первообразная для f(x), то

\f(x)dx = Р (*) + С, (10.1)

где С — произвольная постоянная.
Действия дифференцирования и интегрирования вза­

имно обратны, т. е.

(jf(x)dx) = f(x) (10.2)

и

/ f'(x)dx = f(x) + С (10.3)

Непосредственной проверкой обосновываются простые, 
но очень важные свойства неопределенного интеграла.

Свойство 1 (линейность). Если f(x) и ф(х) — непрерыв­
ные функции, а и р  — любые числа, то

J (af(x) + (3(p(jt))fa: = a ]  f(x)dx + $\q(x)dx ,

т. е. интеграл от суммы равен сумме интегралов, и посто­
янный множитель можно за знак интеграла выносить.

Свойство 2. Если / f(x)dx = Р(х) + С, то

//(ах + $)dx = — Ғ(ах + (З) + С . 
а



Используя таблицу производных основных элементар­
ных функций, правило дифференцирования сложных фун­
кций и два указанных свойства неопределенного интегра­
ла, можно составить следующую таблицу (с. 335—336).

Убедиться в справедливости всех этих формул можно 
непосредственной проверкой. Формулы 1—10 очевидны;

1 1 1 1 ) 
(11) следует из разложения _ fl2 "  2а( ~ х Т а  j '

Формулы (12) — (16) получаются при использовании ме­
тода подстановки, что будет показало в соответствующем 
параграфе.

Правую колонку таблицы можно» Н Е ЗАПОМ ИНАТЬ, 
т. к. она получается из левой колонки применением свой­
ства 2. Приведем примеры, решения которых основывают­
ся только на формулах (1) - (16) и свойствах интеграла.

1) S(2x2 + 7x3)ix = 2 f x 2dx + 7 ( x s ix  = 2- —  + 7 —  +
3 4

+ С = - х 3 + - Х 4 +С;
3 4

/ 9 \ Чу2
2) I Зх + 5ех + — + 7 пх = + 5г* + 21п]ж| + 7х + С;

3) 5 sin х + 4 cos х - ■
1 + хг

+ 4Д ix = -5 cos х +

4)

+ 4 sin х - 3arctgx + -—  + С;
In 4

/ 4 \ 1 4
\ cos7x-------px = —sin Ix  —  ln|5jc + 2| + C;

 ̂ 5x + 2 J  7 5

5) I dx. = + c isin 4x 4
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6)

7)

f
dx = J —0}'X ,o = — arctg3;c + С;

1 + 9л:2 1 + (З x f  3

с ■ д'6 sm--
3 \ll-16x2

dx = 6 • - 3 cos — - 
3

1 X- 8 — arcsin(4x)+ С = -18 cos-- 2 arcsin 4x + C.
4 3

Рекомендуем читателю при анализе решений обратить 
внимание на умение пользоваться основными формулами 
элементарной алгебры и тригонометрии.

1) j
с х + 2х6 + X s . dx = J ----- г---- dx =

X X
и после почленного деления имеем: 

7 4

= J —  + 21 х 6dx + lx  3dx = ln|jc| - 12* 6 - Зх 3 + С.

2) / 2х (зх + lfd *  = /2x • (27* +3-9* +3-3* + l)/jc =

= f54xdx + 3 l 18х dx + 3 I 6х dx + / 2х dx =
54х | 3 1 8 х t 3-6* | 2* ( с

3)

In 54 In 18 In 6 In 2

^ * ? d x  = /1 +,2X dx = ! 1 dx -
(l + X2) *(l + x2) c(l + x 2)

4) I

= jf —  + 2 J , = lnlxl + 2arctgjc + C.
X 1 + x  11

X3 A ( (ж3 +5x2)-5x2
1 — r T dx = > ----- 3— 7 1 -----dx =xs + 5x X3 + 5x2

= 1 1- 5x \



5) 1 cos2 Sxdx = J * + COS — dx = ~ J(l + cos 6x)dx =

x + — sin 6x + C.
6

6) J sin2 — dx = I 
5

1 2x1 -  cos —  ,
------ — dx = —

2 2
1 2*\-/1 -  cos —  \dx

4

I f  5 . 2x\ „  x —  sin —  + C.
2 5

r, 2rr J  ( S i n  7* , f 1 - cos2 7x .7) J tg*7xdx = j ---5— dx = I---- 5----dx =
cos 7x cos 7x

— -̂--- 1 jdx = — tg7x - x + C.
cos 7x 7

г cos 2x , f cos2 x -  sin2 x , , dx
8) J — 5--- 7-T-dx = i---;---— s— dx =l

cos2 x ■ s in 2 x cos2 x • ssin2 x s i n 2 x

- 1 — ~  = -ctgx - tgx + C. 
cos X

t cos 2x , ,2 cos x - 1 . / „  1
9) i ---5— dx = } ----- -̂-- dx = J| 2 -

cos x cos2 x cos2 x
dx =

= 2x- tgx + C.
„ л ,  f • O J  f sin 4x + s;in 2x ,10) J sin 3x • cos xdx = j --------------------- dx =

= c o s 4 x -  — co s2x I + C.
2 4 2

f _ _ . t cos7x + cos3x - 11) J cos 5x • cos 2xax = J ------------ dx =



— sin 7x + — sin 3x 
7 3

+ c.

/л/е* +2 + e xdx = J, e* +e

= 1 e2 +e 2 dx = 2e2 -2e 2 + C.

j* dx _ г _____ dx _ с dx
^  x 2 - 4 x  + 1S (x 2 - 4x + 4j+ 9 (jc-2 f+ 9

do) x -2  _= arctg----- 1- C.
3

dx dx dxf аЛ — f UJL - f UX 
x 2 - 6 x  + 7 (x 2 - 6x + 9)- 2 ( x - 3 f - 2

х-З-л/2
= /

/■

dx (И) 1

( x - z f - t y i j  2л/2 

dx

In
x - Z  + 4 2

+ C.

= J
15) * yl l5-9x2 - 6 x
15 -  9x2 - 6 *  = 15 -  (9x* + 6 *) = 15 - (9*2 + 6 *  + 1) + 

+ 1 = 16 -  (Зх + l ) 2

dxJ  = I
Vl6 - (3x + i f  3

1 . 3x + l  „= —arcsin-----+ G.

ПРИМЕРЫ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

1-Й УРОВЕНЬ

1) !(7х 6 + 5х4 - 3}lx; 2) /(* + 2& }tx ;



г хл + bx + 9 ,6) /--------- dx;

7) /
e +e

„4x ■dx;

9) J л/2х + 1 dx;

11) {2x(42x+ 5x)ix;

13) /cos2 7xdx;
1 5 )J sin x ■ cos 3xdx;

1 7 ) /  sin 7x sin 9xdx;

8) /(<?* + e x f̂ dx;

10) {2x(ex + 3x)dx;

12)
X

14) I ctg24xdx;
16) / cos 3x cos 5xdx;

18) J-Ŝ n X + cosxf  dx, 
sin 2x

О Т ВЕТ Ы :

1) x + x5 - Зх + С;

7 3

оч 5jc5 28x4 siO)  +----- + C;
7 3

5)f i£ ± ir+C;
} 70

7) -e~3x e~5x
3 5+ C;

9) 5 g £ ± iH  + C; 
12

2 )£ l + i £ i  + C;
2 3

4) Щ Я - + С :

6) —  + 5x + 9 ln|x| + C; 
3

8) — e2x + 2x - — e~2x + C; } 2 2

2x ex 6* _1 0 )------+----+ C; 
’  In 2  +  1 In 6



2 10* _
1 1 )---- +-----+ С;' 5 In 2 In 10

л 9ч 1 20x 10 5x
1 ^ ) -----+ ----------------------- + C;x 13 8

13> —I x + —  sinl4x 
L6) 2 14 + C; 14) — ctg4 x - x  + C;

4

15)
1 ( cos 2x cos 4x
2 [ 2

sin 8x sin 2x ̂
8 2 J

+ C;

1 (  sin 2x sin 16x 
1 7 > 2 ^ 2 16 + 18) — ln|tgx| + x + C.

2

2-Й УРОВЕНЬ

i) / . , dx , ; 2) j  dxsin2 x  • cos2 X t gx + ctgx
3) J sin 4jc • sin 3x • cos xdx;

4) J cosx • cos 2jc • cos3jtdx; 5) J cos x • sin2 5;cd*; 

6) j cos3 jcc/jc; 7) Js in3 xdx; 8) / sin4 2jcdx;

d r
9) / cos4 bxdxr, 10) J 4 • 4 ’cos x - sm x

11) fex l?x +5xJdx ; 12) /(з* +5^* -4X)ix;

13)/ , dx 14)/

15)/

xz -8x + 15 

dx

x - 3x + 4

; 16) /- 17) j j 4 x +2+ 4~xdx;
л/х2 + 2x + 5 л/х - x

ло. Л  +cosx , f dx18) / ------- dx; 19)/

20) /

1 - COS X
dx

cos x + sin x

Vl + X + л/х - 1  
e4* -1
e* -1

СЛ ]
00



О Т ВЕТ Ы :

1) tgx - ctgx + С; 2 ) -- cos 2x + С;
4

1 ( sin 8x sin 2x sin 6лЛ _3) -I X ------- — + — ------------- —  |+C;
8 2 6 J 

sin 6jc sin 2x sin 4x
4) ■ + x +

4  ̂ 6 2 4
1 (  . sin 1 lx  sin 9*— sin X ---------------
2 22 18

4C;

+ C;

l ( n . sin3x\ „  6) — I 3 sin x + — -—  j + C;
7> I

cos3;r - 3cos* + C;

8) Sx - sin 4x + sin 8* 
8

+ С;

1 (3  sinlOx sin20x1\ „  1, . / Jill „
» > 4 (2 *  + - 5 -  + - i o r J  +

n )
1 ln 4 + 1 lnlO + 1 ln 25 +1

21х 5-7* 12х 5 4х
12) т-тт + -г-=- - — тз: - -г—г  +In 21 In 7 In l2  In4

1_
213) - In

х - 5
х -3 + С;

15) In

2 х  -  2 ~ х17)

19)

х + 1 + 4х^+ 2х + 5 

+ С;
In 2

2 . 2 *-3  _ 14ч —=- arctg — =— + С;
} >17 -J7

+ С; 16) arcsin(2x - 1) + С;

18) -2ctg — - х  + С;
Ci

(х + 1)2 - (х - 1)2 + С; 20) ^ ln tg ^ l + ^  j  + С;

р3х 2х
21) —  + —  + ех +х + С.

1 3 2

Переходим к изучению основных методов интегриро­
вания.



§ 2 . М ЕТО Д ЗАМ ЕНЫ  П ЕРЕМ ЕН Н О Й  
(МЕТОД ПОДСТАНОВКИ)

При нахождении многих интегралов оказывается эф­
фективной следующая идея: вместо исходной переменной 
х вводят новую переменную по формуле х = cp(t) или ф(х) 
= t (где ф — дифференцируемая функция) таким образом, 
чтобы относительно новой переменной интеграл был зна­
чительно проще, вычисляют этот преобразованный интег­
рал, а затем возвращаются к старой переменной.

Если f(x) — непрерывная функция, F(x) — ее первооб­
разная, аф(х) — дифференцируемая функция, то изложен­
ная идея выглядит так:

/ /(cp(x))p,(x)dx = = !f(t)dt = F(t)+C =cp(x) = t 
(p'(x)dx - dt 

= Ғ (ф ))+ С .
Результат легко проверяется дифференцированием:

(^(ф(х))+С) = F'(<f>(x))- <р'(х) = /(<р(*)У(*)- 

В  частном случае:

\<р'(*)
<р(х)

dx = ф(дг) = t 
Ф '(x)dx = dt

= / ^  = 14] + С = 1п|ф(ж)| + С,

Этот факт может быть сформулирован в виде правила: 
если в числителе стоит производная знаменателя, то ин­
теграл равен натуральному логарифму модуля знаменате­
ля.

Примеры:
с cos xdx 1 I * w к| , л1) J----------- = lnsin^ + lw-f С;
sin x + 15
exdx

2) / —------= lnle* + 4| + C;
e +4 1 1



, 2хdx 1 f 2 In 2dx 1 . i0, _i _3) J ----- = ----1-------- = ----In 2 + 7 + C;
' 2* + 7 In 2 2* + 7 In 2 I I

f CUS X — Sill X 1 I . I4) J ---------- я = In sin л: + cos л; + С;
sin x + cos x 1 1

sin 2xdx 
sin2 x + 9

f OAIl ^ЛиЛ , 1 . 9  „I5) J -- a---- = ln|sm x + 9| + C;

f ex + 3x2 j  л I v oi ^6) J ------5- dx = In\ex + x6\ + C.
’ ex + xs 1 1

Приведем ряд других примеров.
Пример 1. Найти интеграл J sir 19 * . cos xdx = J  • 
Решение. Введем новую переменную по формуле siiu; = t. 

Продифференцируем это равенство cos* • dx = dt. Тогда 
заданный интеграл J  будет иметь вид:

J  = / t19dt = —  + С = _!£” !£)!!!. + с.
20 20

Пример 2. Найти интеграл j(x:t + 5J 6 . 3x2dx = J  • 

Решение, х3 + 5 = t => 3x2dx =■■ dt. Тогда j  - J *16df =

17 17

dxПример 3. Найти интеграл js in (lnx )—  = J
x

dxРешение. In x = t =$ —  = dt. Значит, j  - f sin tdt =
x

= - cos t + C = - cos(ln x) + C.
Получим с помощью подстановок некоторые формулы 

из приведенной выше таблицы.

Формула 13). J  - f tgxdx - J ---- dx.
*  y CC»S X



Реш ение. Пуль cos х = t => - sin xdx = dt

J  = - j = -ln\t\ + С = - ln|cos x\ + С , 

r dxФормула 15). J  = J —---•sin X

Решение. Обозначим tg — = t. Это так называемая уни-

версальная тригонометрическая подстановка.
1 1

Имеем: cog2 2
2

dx = dtу

J  = \- dx dx
X X  ™2 sin — cos — sin ̂2 2 2---2 cos2£

x 2 cos —

=J- dx
о X X 

s 2 t S 2

~ = + С = In tg : + C. 

dx

Реш ение. Обозначим ln x + -Jx 2 + A = t- Тогда

x + л/х2 + A
1 + 1 • 2x 

2л/х2 + A
dx = d£. dx = dt.

x2 + A

J  = ! dt = t + С = In x + >fx2 + A + C.

Последние два примера показывают, что сообразить, 
какой должна быть подстановка, бывает очень сложно. 
Умение выбрать подстановку достигается опытом. Осно-



вой приобретения навыков могут являться формулы диф­
ференцирования и формулы интегрирования.

Рассмотрим подстановки, основанные на использова­
нии конкретных формул дифференцирования.

1- (хга) = пхп~г •
Образцы решений:

1)
1х2 3>/Зх3 + 5 dx =

Зх + 5 = г
9 x2dx = dt
x2dx = — dl 

9

- \ u h ,

4

1 S t3 + C =—  (зх3 + 5p + C: 
9 4 1 2 v 7

• 2 Xdx
2) x2

X
dx = dt

= -/2l dt + C =
In 2

j. 
2* 
In 2

+ C;

. x2dx _ r x2dx 
J fi Г “  J “

3) * 6 + 5  (x3)P + 5

x3 = t 
3x2dx =

x2dx = ~ dt

_ 1 j dt

1 t 1 . *  „— =■ arctg -prr + С =  — =• a rctg -=  + C.
3v5 л/б 3v5 л/5



Примеры  для самостоятельной работы
(результаты проверять дифференцированием)

х dx
*> J 4/(5х4 + 7у ; 2) J ^ r ^ ; 3) I х * -sinfyx5 +z}ix ;

xdx
4) / tg(4x3 +1)- x2dx; 5) J x 4 * 6) J _  ̂;

f arete f x3da:
7) cos2(3*2 + l); 8) cos2(r4 + 5)"

2. =  <*,«*, =  a *  I n a •

Образцы решений:

/ с* cos(2e* + = 2ex + 5 = t 
2 e*dx = dt

= — f cos tdt =
2

= -  sin t + С = is in ^ e* + 5)+ C;
2 2

2) J3*ctg(3*+1 + 4}fct = J3*ctg(3 • 3* + 4}** =

= — -— f ct gtdt = —-— Inlsin <1 +
O 1 «  Q J b  Q l n  9  I I

3 • 3* + 4 = t 
3 • 3* In 3d* = dt 31n3 31n3

+ С = — ln|sin(3I+1 + 4) + С;
Я In Я I V 1

2.r ^e = t 
2e2xdx = df3) Ve4* + 3  }!(e f  + 3

= i j - 7= £ =  = -ln|/ + V<2+3| + C =
2 3 2 1 I



- +^е4х + ^j  + ̂ » (т.к. е2х > 0 , то знак абсолют­

ной величины можно снять);

2х dx ' 2х dx 2х = t 
2х In 2dx = dt

I f  dt 1 . t 1 .=---f ■ ■, =---arcsm — + С =--- arcsin 2 + С
ln 2 - t2  ̂  ̂ ^

Примеры для самостоятельной работы
(результаты проверять дифференцированием)

1) Je*sin(3e* -4)йж; 2) f

3) J exyj(pex + 4 fd x ’>

5) J 3 *tg (7 -3 * + 4 )*ж ;

exdx
7) /■ 2COS (e*+1 + 4 );

eZ::dx 
e6* +5 ’

__ 4*rf*
4) sin(4JC+1 + з);

. 5,:dx
6) 25 ^ 3 ;

. 2X dx
8) +з)-

3. ( in *  У = - ,  (ln(a* + p))7 = — —  
x ax -  P

Образцы решений:



dx 1п(л: + l )  = t 

dx dt
x +1

= { ^  = ln|f| + C =

= ln|ln(x + l }  + C.
Отметим, что можно было сразу воспользоваться фор­

мулой

1^ = l lW + C ;

dx
2)  ̂xylsinx + 7

3 In х + 7 = f 
3 dx

1 -- I t 4 l { t  *dt = + C 
3 J 3 3

= I  (31n x + 7)< + C;

dx
3> x[ln2 ЛГ + 7]

In X ■.= £ 

—  = dt -J
r  * ( J i j

= arctg 
y/7 V7

+ С = -= arctg
V7

lnx
VT + c.

Примеры для самостоятельной работы
(результаты проверять дифференцированием)

D /
cos(2 In х + З) ^

f dx
з> [in2 X - 5] ’

dx
dx'

4) I '
dx



4. (sin (ax + p))' = a cos (ax + (3), (cos (ax + p))' = 
= -a sin (ax + p ).

Образцы решений:

/сos2xesm2xdx = sin 2 x = t 
2 cos 2xdx = dt

= —\etdt = 
2 s

= -€ f +C = - esiD2x +C; 
2 2

2) J sin 3jc2C0S 3jc dx = 

2‘

cos 3x = t 
- 3sin3xdx = dt

= -- l2 *d t = 
3 J

ocos 3jc

+ С = —- + C;31n2 31n2

3) J sin xtg(cos x)dx = cos x = t 
- sin xdx = dt

= -ftgtd t=

= ln|cos f| + С =  ln|cos(cos jcjj + C;

s cos 4jedjc 
^  2 sin 4jc + 5

2 sin 4* + 5 = t 
8 cos 4xdx = dt i ^  = |.nM  + C =

= i  ln|2 sin 4jc + 5| + C;

/
sin xdx

COS2 X

cos X = t 
- sin xdx = dt = -J dt

. f О  л •_/ <50SX= arcsm -=r + С = - arcsin —=-\V3j \ л/з j  + C;

6) /
cos 2xdjc 

sin2 2x - 4
sin 2x = t 
2cos2xdx = dt - i /

dt
2 ' t2- 2 s



t - 2
t + 2

л 1 , 2 - sin 2x _+ C = — In----;——  + C (X-K< bin2x <1).8 2 + sm2x ' r  1 '

Примеры для самостоятельной работы

, cos xdx _ f sin xdx 
J ) 1 з/о „;„ „  . c ’ 2) i o~ „ S l"n ; 3) Jcosxctg(sinx)dx;2 sin x + 5 3 cosx+ 7’ 

cos 2xdx sin Zxdx
4) ;cos3*3” »**ri 5) 6) f 7cos23l + 5 -

cos 2х<2л; sin xdx
7) J I----- ;-- * 8) J ---9--- -*> 9) f cos x sin(sin x)dx.л/7 - sin2 2x cos2 x - 3 J v ^

5. (tg(ax + p)) = a
cos2 (ax + p) ’

(ctg(ax + Э)) = - . “ ----.
sin (ax + P)

Образцы решений:

tg3(3x + l)dx _ 
cos2(3jc + 1)

tg(3x + l )  = t 
3dx

f4 | C tg4(3x +1) ^
12 12

cos2(3x +1) 

+ C;

= dt = i  \t3dt = 
3 J

f dx _ . ______dx
2) sin2x + 3cos2x cos2 x(tg2x + з)

tgx = t 
dx

cos2 x
= dt

с dt 1
= J~ — Г^ўГ = “7= arctg + c = - L  arctgf + C;

V3 V3 J



dx 3ctgx + 5 - t 

sdx . d t
sin2 x

= _ 1. d£ _ 
3 J t

I
dx 2 ~cig4xdx - ctg4x = t 

4dx
s in2 4x

= dt

1 c\t n-ctgix
= - ! 2' dt = — —  + С = ----- + С.

4 4 In 2 4 In 2

Примеры для самостоятельной работы

dx

. ctg(ctgx)cte _
3) J «2  ’sin X

dx
sin2 x - 9 cos2 x '

, dx
^  sin2 x^5 - ctg2x

6. (arcsin(otx + u)/ = a
-y/l - (ax + p):i

(arct^oa: + (3)/
a

1 + (ax  + p f 
Образцы решений:

arctg2je = t 
2dx

1 + 4x2
= dt = —fe dt = —el +C =Oj 9

= i earctg2A: +C;
2



f /arcsin x - f л/arcsiiarcsin xdx
arcsin я = £ 

^  = dt
V l  -  JC2

= ) , ; d, = g ! +C = 2(arcsln;t)5t C;3 3

f cos(2arctgo: + 5)g?jc
3) /— ---2 1 -JC + 1

2arct gx + 5 = t 
2dx

хг +1
= dt = — f costdf =2 1

= — sin t + С = — sin(2arctgx + 5) + C;
2 2

4)
dx

- h -
dx

Га 2 • * 2л14- x arcsin — arcsin^

• x +arcsin— = t 2
djc

« ‘ - ‘ I

. dt= J-i- = ln|*| + С = In . x arcsin— 
2 + C.

Примеры для самостоятельной работы

1 )/ ;

3) /

dx
л/l - 9х2 ’

>arcsin*dx

/'
dx

^  (l + х2 У  (arctg x f  - 4 

. tg(2 arcsin x + b)dx
4) /•



Рассмотрим теперь различные подстановки при упот­
реблении одной и той же формулы интегрирования.

Д.Л+1
1. \xndx =---- + С, п * — 1 — формула интегрирова­ть + 1

ния.

Образцы решений:

j )  \e*i$ex + 5 f d x  = 

. k i d 1 +С: 

2) /

2е* + 5 = * 
2e*da: = dt

1 /12 
= ± ff11dt = —  + С = 

2 24

24 

cos xdx
^/(3sinx + б)4

3 sin дс + 5 = £ 
3 cos xdx = df

= - J t  6d i = 3

5 f5=---+ С = — V3sinx + 5 + C;
3 3

3> ^x(31nx + 7)4
dx 3 In x + 7 = t 

3 dx = dt
= - l  t~*dt = 

3 J

- 1 ,C -  1
3 -3 9(31njc + 7)3

-C.

Примеры для самостоятельной работы

г 2х dx . ^/2tgx + 7dx .«
1) J +7^ ’ 2) ^— ^ 2 ^ — ; 3) |sinx(3cosjc-4)1 dx.



2. J-y = ln|jej + С.

_  f (p'(x)rfx _  , 1 п
Полезно помнить формулу: J + С.

Образцы решений:

, cos xdx 1, 3 cos xdx 1, i0 • ci , n i\ f-------- = —]---------= — m 3 sin x -5 +C;
'  3 sinx-5  3 3sinx-5  3

, x dx 1, Sx dx 1, I 3 , ..I ~2* J —=---= — f—s----= — lnx" +1 + С;
£) 1 x3 +1 3J x3 +1 3 I I

, exdx 1 , 2exdx 1, lo c. . ~ 3) - = ~ lnl2ex -5| + C;

 ̂cos2 3x(2tg3x + 5)

2ex - 5 2 2ex - 5 2 

dx
2tg3x + 5 = t 

6 ix  - Л
cos2 3x

= I f ^  = 
6J t

= I  lnj#| + С = I  ln|2tg3x + 5| + C;

, dx r dx , 2~xdx
5) J r~ ~ ~ ~ T  =J L „- П = Г5 • 2X +1 2* (5 + 2"*) 5 + 2'

5 + 2~* = i
- 2~x In 2dx = dt

In 2 f In 2 In 2

Примеры для самостоятельной работы

r x4dx  ̂. sin xdx _ r___________ dx_______.
^  2x5 +1’ 2 cos x + 1’ sin2 x(3ctgx + 4)’

. 2*dx . exdx4) f —+— ! 5) /'



3. f exdx = ex + С, \ clxdx = ----+ С — формулы интег-ln a
рирования.

Образцы решений:

\хе х dx = -х* = t 
- 2xdx = dt

= - - {,’tdt = - - e l +C =
2 2

1  - x 2 n- — e + C;
2

2) Jcos2*3sin2jtd:*: =
sin 2x = t 
2 cos 2xdx = dt

= h s ‘ dt = 2

n t  Qsin2*
+ с  = + C;

3 )

21n3

ectgxdx 
sin2 x

21n3

ctg* = t 
dx 

sin2 x
= dt = -fe*df= -e* + C = -ectex + C;

J2 ^  dx
4 ) J

•Jx =t 
dx

2-Jx
= dt

rtf+1 rtVx + 1
= 2f2'ctt = -—  + С =---- + С.

1 In2 In2

Примеры для самостоятельной работы

2tg*+5j„
1) /---- а---; 2) Jsin5;c3cos5jccJ;t;

COS JC

1
earctg5*djc ,i

3 ) / ^ 7 Г  4 ) '



4 . / cos x d x  = sin x  + C, J sin x d x  = — cos x  + C.

Образцы решений:

1)
cos (2 In л: + l)dx _ 21njc + 1 - t

Ш - ш Ц
X

= —f cos tdt = 
2

= — sin J + С = — sin(2 In x + l)  + C; 
2 2

2*+1+3 = fe
2e • e2xdx = dt

2) \e2x sin(e2*+1 + 3)dx =

1 , _ cos(e2x+1 +3) „  =--- cos t + С =---- *-------1 + С;

= —  f sin tdt = 
2e

3)

2e 2e

sin(3tgx - 4 )dx _
cos2 x

3tgx -4 = t 

3dx . d t
cos2 X

= i f  sin tdt = 
3J

/
cos----dx

x  +  1

4) (r + 1 J*

----= t
x+1

2 dx
" R i ?

- / cos t d t  =

1 • * ^ 1 • 2 .= —  sin t + С = —  sin----+ C.
2 2 x + l

Примеры для самостоятельной работы

. cos(ctgx)dxe
1) f<?3jcsin(2<?3x- l )lx; 2) / sin2 x



sin—r  dx cos л1х +1 dx
ylX + 1

r dx , _ , dx x _5 ./-- = tgx + C; \ ' =-ctgx + C.
cos x sin X

Образцы решений:

e3xdx 2e3x +4 = t 
6e3xdx = dt

- i j  dt
6 COs2i

= itg *  + C = ± tg (k *4 4 )+ C ;

2) J
sin xdx

cos !(cosx)
cos x = t 
- sin xdx = dt = -\

dt
cos2 t

= -tg t + С = -tg(cosx)+ C;

dee
3)

4  = 5x ' 3 =<
ДГ

15-15 x-4dx = - ~ d x  = dt.4

1 r dt 
1 с i -215 sin * 15

ctgf + С =-И ? Н
dx

jc sin2 (in a:)4) J ~ „ 2

= -ctg(lnx)+ C.

ln *  = *

^ - < n
л:

=Г dt = —ctgf + с  =
sin t



exdx , (2х + 1 )dx
^  sin2(ex+1 + з)’ cos2 (x2 + х + l) ’ 

dx
3) J

COS X  • COS ' М '

0_ j tgxdx = -Injcosx] + С = In

J ctgxdx - ln|sin x| + C. 
Образцы решений:

cos.t + С;

2ex + 5 = t 
2 exdx = dt

= -/tgf + C =J exig(^ex + б)йx =

= "  Injcos f[ + C = - i  InJcos^Je* + 5 J  + C;

- 4 - Цfcos2)
tg(lnx)dx _

= ln
COSl(lnx)

In *  = t

i z - d i
X

+ C;

= J tg td t + C =

3)
ctg(tgx)djc 

cos2 x

tgx = t 
dx

cos2 x
-d t

=/ ctgtdt = lnjpin f| + С =

- ln|sin(tgx)| + C; 

ctg-Jx + 3 dx
4> 1 4 7 7 1

•Jx + 3 = t 
dx

2 л/х + 3
= dt

= 2/ctg td t=

= 2 lnjsin <j + С = 2 In sin %/x + 3 + C.



Примеры для самостоятельной работы

1) Jxtg(3x2 + 1 )tx; 2) S2xtg(?x+l + з)*х;

3) / M l l k i i l ) * ;
X + 1 4) J ctg(jctglarcsin x tax)с1л

J l - x 2

. dx 1 , x
7. J~2--- 2 = -  arctg- + C.x£ + az a a

Образцы решений:

j -
cos xdx sin x = t 

cos dx = dt =f
dt

sin2 я + 5

г arctg -̂ = + С = -4= arct^
4ь 4ь

e4xdx

t2 + {JE J

75'
sinjc
~ W

2 )  I
e4xdx

= 1e8x + 4

1 ,f O— arctg -
8 I 2\ /

dx

e4x = f 
4eixdx ■■= dt

+ С;

- 1 f dt
4 t2 +22

+ С = —  arctg 
8

lnx = t

i z  = dt =i
(2 +

+с‘ Л " К Й +а



sin 2xdx 2х dx dxг OXI1 ' А и,Л, Г ______  VM_______

cos2 2x + 4’ ^  4X + 5’ ^  sin2 jc[ctg2jc + 9}

. dx 1 .
8- J~2---2" = o-xr - a 2 a

Образцы решений:

X - a
X + a

+ С.

, exdx . exdx 
1) ‘ ~Лх 7 = /l

- 4

e* = f 
«■’'dx = dt =J

d*
t2 -22

= - Ы4
<-2
t + 2

+ С = — In 
4

e* - 2 + C;

dx dx
2)  ̂sin2 x - 9 cos2 jc  ̂cos2 x(tg2;c - 9)

tg* = t 
dx

cos2 x
= dt

_ r _ * i
V - 3 2 e n

*-3
t + 3

+ С = — In 
6

tgJC-3
tgjc + 3

+ c.

Примеры для самостоятельной работы

t sin3xdx t dx 2 Xdx
1} cos2 3x -  б’ 2) '  Л ( *  -  4)’ 3) f

r dx . x *a J , - = arcsin— + C.
9* V ^ I 2 a



Образцы решений: 

e xdx
2х

ех = t 
exdx = dt =j

dt = arcsm t
Vs

+ с =

= arcsin e
л/З

+ C;

^  W 4  - In2 x
dx

lnx= arcsin ---
\  2 J

lnx  = t
dx —  = dt 
x

+ C;

t dt . t _-j - f= --- - = arcsm — + C -

. dx , dx
I  "t------— = f г- с------=1 dx

■Jx — i‘

== dt
= 2f d*

2y[x

= 2 arcsin* + С = 2 arcsim/ic + C.

Примеры для самостоятельной работы

1 )/
2*dx J dx

V3-4* ’ ^  cos2 jc-y/5-tg2* 3*  ̂-Ja x - x 2
dx

10- ' Ж 1 ' 1+ + '/

Образцы решений:

jc2 +A + C

cos3xdx sin 3x = t
3 cos 3xdx = d*

d£



= - ln  
3

+ С = — ln 
3

2) J
exdx

= ln

4e2x -5 

* + yle2x - 5

|e* = t 
exdx = dt

t dt , =J -.-----= to t +4 Ғ - 5 +c

+ c.

Примеры для самостоятельной работы

dx_______ . f dx 2х dx
^  sin2 xjctg*x  + 7 W in 2 x  -  4 л/4* +7

t dx , 
11. / - ---- = ln

4. *  

tg 2 + C.sin л:
Образцы решений:

1плс = f
I —

л̂с
йлс1) xsin(lnx) =J dt

sint =ьИ1+c =

dx
2)

= *

лс^й/—
= ~ i -Г“Т = - ln sin£

+ c =

+ c.



exdx dx ̂ ^  [ex +\)lx
sin^e* + 5 J  ^  cos2 xsin (tgr)’ ^  sin(<?* + x)

( dx 1 12. J------ = lncosx
Образцы решений:

■ н ь

2х dx 2х + 3 = t 
2х In 2dx = dt

1 j dt
In 2 cos t

2) I

=---In
In 2

cos xdx 
cosl

tg n *1 n 1 1— + -  I + С =---In
4 2 J) In 2

(
tg n 2X + 3— + -----

4 2
+ C;

(sin x)
sin x = t 
cos xdx = dt

r dt 1 =/— 7  = Incos t

= In tg
n s in x  . _-  + ------ + c.
4 2

Примеры для самостоятельной работы

f exdx . dx . dx
^  cos(2e* +7 ) ^  cos2 x cos(tgx)’ ^  -Jx cos 4x

МЕТОД ПОДСТАНОВКИ В  ИНТЕГРАЛАХ, 
СОДЕРЖАЩИХ КВАДРАТНЫЙ ТРЕХЧЛЕН

Здесь мы изучим интегралы видов
г Мх + N  г М х + N  ,
J — ё------- dx> I -7—  = dx,

ах +bx + c sax2 +bx + c



/■
dx

(Мх + N)>fax2 + bx + с
Методику нахождения таких интегралов рассмотрим 

на примерах.
, 2х -  3

Пример 4. * - J “ о— :--- ~ ах-х1 - 4х + 9
Решение. Выписываем квадратный трехчлен, выделя­

ем из него полный квадрат, что подскажет вид замены пе­
ременной, и переходим к новой переменной в числителе:

*2 - 4х + 9 = (х2 - Ах + 4) + 5 = (х - 2)2 + 5 = t2 + 5 
Замена x - 2  = t=^>dx = dt=$x = t + 2, 
числитель 2х — 3 = 2(t + 2) — 3 = 2£ + 1и
_ f 2t +1 . f 2tdt , dt . I 2 J  J  = = i i J^ + S +

t2 + 5 t2 + 5 Г  + 5 1 1

+ - L  arctg -4= + С = lnlx2 - 4x + э| + -7= arctg * 7-^ + C. 
V5 V5 1 1 V5 v5

7x + 4
" f " " ’ 5' ‘,  = , Л 7 ^ 1 0* + 5

Решение. 4 * 2 -  Ю х + 5 = 4

dx.

2 „  5 25 25 5 .
X - 2 -  — X + --------------+ — =

4 4 4 4

= 4
5x —  
4

-  5 = 4( ^ - 5)

5 5x —  = t=$x = t + — =$ dx = dt, 7x+4 = 7 
4 4

+ 4 = I t  +



l t  + Ц- 1 7t + ^  rj
j  = f — — J — d t = - f - j = = = L d t  = - !  td t

8
+ — J = 1. Jt^ - b  + — Inji +

“  5 2 8 I

7 Ux2 -  10x + 5 51, 5 f= ~ \ ----------- + —  lnx —  + J2 V 4 8 4 V
4x2 -  10x + 5 + C =

+ c.= — л/4х2 -  Ю х + 5 + —  lnlx -  — + — 44 x2 -  10x + 5
4 8 ] 4 2

r _ f 3x - 4 j  
Пример 6. = Syj3 _ 2x_ x2 X'

Решение. 3 — 2x — x2 = —(x2 + 2x — 3) =
= —(x2 + 2x + 1 — 4) = 4 - (x + l ) 2 = 4 - t\ 

где x + l  = f=;>x = t — 1, Зх — 4 = 3(f — 1) — 4 = 3f — 7,

J  =! 3!rJL-dt = Щ - ^ =  -7 l-?£L =  = -3^ 4 - t 2 -  J V IT 7  j ; —?

- 7 arcsin — + С = -З-УЗ - 2x - x2 - 7 arcsin ■*  +-- + C.
2 2

r _ f Л
| ^ 7- '7 Ж Г Г Г Г *

1
Решение. Используем подстановку x - — •

Тогда dx = - —£ dt, и мы получаем:



J  = -J- tdt
[5  4 

lit2 + t

= -/
+ 1

f • \t\dt 

t2 -4t2 + 4t + 5

= -f- dt
■Jt2 + 4t + 5

Продолжив решение по стандартной схеме (выполните 
самостоятельно) и возвратившись к старой переменной, 
приходим к результату:

J  = In
1 + 2х + 4ъх2 + 4х + 1

+ С.

Подумайте, где использовано условие х > О.
dx

1 - t dtРешение, 2x + 1 — , x — , dx — г ,* 2* 

tdt

2t2

- 4 i -
t ■ \t\dt

ti ] (i - t f  , 3 - 3 1 13 2 (2 Л г + ( + 1

=4/
dt

2 -Jt2 + t + 1
Рекомендуем читателю закончить решение самостоя­

тельно.

2х + 3 + 2v4x^f6x + 3 
2(2х +1)

+ С.



dx , Зх -1 j  . , dx
х2 -4х + б’ 2  ̂ 4х2 - 4х + 3 ^  л/2х2 + 8х + 13

r (х + 5)tfx f
4) 5>J 'л/з - 2x - x2 л/б + 2x -

d* 2 x + 5 ,
> 6) J — — :--- г

7) J dx
x2 - бх + 7’ ^   ̂х2 + х - 2 л/2х2 + 4х + 9

(9х + l)dx

2х 9х2 - бх + 2

J-
2х -1 dx;

10) / j f X (*> °> 11) / - г  2° *  (*<<>> 
хл/х -х  + 1 хл15х+ 2х + 1

dx

dx

12) I-
(х + 2)>/4x^Tl7x + 19 

Ответы:

(х>-2).

2* — 1п(4х2 - 4х + з)+ — arctg — =Д + С; 
^  8 v ' 4>/2 л/2

4) - л/з - 2х - х2 + 4 arcsin —+  ̂+ С;2

6) — 1п(9х2 - бх + 2)+ —  arctg(3x - l)  + С; 
9 9

д\ л/2х2 + 4х + 9 - -jL- In 
л/ 2

х + 1 + Jx2 + 2х + —+ С.;

10) ln|x|-ln 2 - х + 2-Jx2 - х + 1 + С;

И ) In
х + 1 + л/бх2 + 2х + 1

12) 1п|х + 2|-1п

+ С;



§ 3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ
Суть метода заключается в использовании формулы

J udv = и • и - \v • du, (10.4)

где и = и(х) и V = и{х) — дифференцируемые функции.
Для применения этой формулы подынтегральное вы­

ражение следует представить в виде произведения одной 
функции и на дифференциал другой функции dv. При 
переходе от левой части формулы (10.4) к ее правой части 
мы должны функцию и дифференцировать, а выражение 
dv — интегрировать.

Пример 9. J  = J х • cos xdx .
Решение.

х = и dx = du
Принимаем cog xdx _ dv Тогда v = I cos xdx = sin я)

Использование формулы (10.4) дает нам:

J  = х • sin x - f sin xdx = x sin x + cos x + C.

Интегрирование по частям предполагает правильный 
выбор множителей и и dv под интегралом.

Общий принцип здесь такой: за и надо принимать мно­
ж итель, который от дифференцирования упрощ ается, а 
за dv — множ итель, который легко интегрируется.

Приведем два набора интегралов, для которых выбор и 
и dv вполне определен.

Интегралы типа 

/ Рп(х) sin xdx
f Рп(х) *cos xdx

Интегралы типа

J Рп(х) • arcsiirЫ х  
j Рп(х) • arccosjtd*



\Рп(х) • axdx
\Pn( x ) e xdx

Во всех таких интегралах 
следует принимать Рп(х) = и, 
а произведение «прямой» 
функции на dx — за dv.

Интегрировать придется 
п раз.

j Рп (х) • arctgxdx 
j Рп (х) • arcctgxdx

\ Рп (х) • In* xdx, k - нату­
ральное число

, In* X ,

J ’ k ~ натуральное

a * -1 •
В  таких интегралах произ­
ведение P n(x)dx принимаем 
за dv, а «обратную» функ­
цию берем в качестве и.

Пример 10. J  = J (ас2 + 5х + 7)- In xdx. 
Решение.

lnX  = Ц
(г2 + 5х + 7^ix = dv

— dx=du 
х

v = f (x2 + 5x 4 l\lx = —  + — — + 7x 
M r  3 2

J  = In X ■ x3 5x—  +---+ 7x
3 2

X9 fix2 4— + — +7« 
3 2

V  5 X 2 _  '  —  + ——  + 7x3 2
V /

In *  - J x2 5x _ —  + —  +7 
3 2

dx =

• lnx - x3 Ex2 _ —  + —  + 7x + C.

Пример 11. J  = / (r2 + 4x + з)- exdx.

x 2 + 4x + 3 = u (2x + 4)dx = du 
Решение. ^  = dy v = Se * d x = e *

J  = (x2 + 4x + з)>г - f e* • (2x + 4t)dx.



После использования однократного интегрирования по 
частям в правой части появился интеграл такого же типа, 
как исходный, но степень стоящего в нем многочлена по­
низилась на единицу. Значит, следует повторить метод:

2х + 4 = и 2dx = du 
exdx = dv v = j exdx = ex

J  = (x2 + 4x + з)е* - i[2x + 4)ex - 2j exdx) =
= (a:2 + 4x + з)йх - (2x + 4)ex + 2ex + C.

T r ln X JПример 12. J  *

lnx = и

Решение. - dv
Их

— dx = du 
x

v = I x 3dx =
2

3x3
2

о  £  -j o r 3  о  . 1
J  =—  ln x - - fx 3 • — dx = —— • In x - — f x 3dx = 

2 2 J x 2 2
2

3x3 9 -• ln x -- x3 + C.
2 4

Пример 13. J  = jx  arctgxdx.
1

arctgx = и 
Решение, xdx = dv

1 + x
dx - du

v = [ xdx = —  
’ 2

XZ 1 x  ̂ x2J  = ---arctgx - - / ---- jd x  = —  arctgx -
2 A 1 + x *

- — J ̂  1 dx = — arctgx - i(x  - arctgx) + C.2 1 ■+■ x 2 2



J t In X  Пример 14. J  = \ — j — x
Решение.

dx.

In2 x = и 21nx —dx = du 
x

dx . _4 x~3—- = av v = [ x dx =---
-3

1J  = — — In x + —Ix  2 Inx  -dx = -

+ — J x 4 In xdx.
3 J

In2 X  

3x3

In x = и 
x~4dx - dv

dx

v = I x 4dx - - ——

= du
„-3

J  = - In2 л: 2 
Зл:3 + 3

In X  1 dx
3x3

2+ — 
3

+ C —  
27

In2 x 
3*3

1 9 In л: + 6 In X + 2 + C.
3*3 9

Примеры для самостоятельной работы

1) Jxe4xdx; 2) f (7х + 2)-sinxdx; 3) f(x2 + l)cos 5xdx; 

4) I x -3x dx ’, 5) J x3 • cos 4 xdx; 6) J arcsin xdx;

7) J In xdx ; 8) \x- arctgxdx; 9) J (jc3 + 4x)ln xdx.
В  следующих примерах применить предварительно 

формулы понижения степени или перехода от произведе­
ния тригонометрических функций к сумме.
10) [х  cos2 xdx \ 11) { х • sin2 3xd.c; 12) f x cos3xcos xdx;



О тв е ты : 1) ~r xe4x ~ —  e4x + C;4 16

fabx2 + 23)sin5x + 10xcos5x _3) x ------- L----------------+ C;
125

(вл;3 -3x)sin4x t (24x2 -3)cos4x „
D) __ H ----------  + Cl

32 128

6) ,  arcsin * + ; 8) + c,

(x4 + 8x2 )ln X X 4 2 si*------- L--------- хг + С;9) 16

i d  т - 12 72 + С;

х ■ (sin 4х + 2 sin 2х) cos 4х cos 2х 
12) — ----- -------- - + ^ г -  + ^ г — + С;

14) (х +1

8 32 8

sin 4х sin 10х ̂  cos 4х cos 10 д:
32 200

+ С.
8 20 У

Рассмотрим теперь некоторые классические примеры, 
в которых интегрирование по частям приводит к реше­
нию линейного уравнения.

Пример 15. J  = \ех sinxdjc.

ех - и
Решение. . , ,sin xdx = dv

exdx = du 
v = j sin xdx = - cos x

J  = -ex cos x + J cos x • exdx (*)
К  интегралу, стоящему в правой части равенства (*), 

снова применим интегрирование по частям:



ех = и e*dx = du
cos xdx = dv v = I cos xdx = sin x 
Тогда из (*) получаем:
J  = -ex cosx + ex sinx - js inx-e : dx, 

т. e. j  = cos л: + e* sin jc - J .
Это линейное уравнение относительно J .  Решая его, 

получаем: 2 J = ех sin х - ех cos х,

откуда J  = ех sin х - ех cos jc + С.

Пример 16. j  = J у/х2 + A  dx

1 2х

Решение.
Ух + А  = и
dx = dv

- dx = du
tl-Jx2 + A 

v = J ax = x

J  = x l̂x2 + A - Jx-
1Jx2 + A

dx -■ x - var2 + A  -

j + a |— A dx,
■4x2 + A 

или после почленного деления:

J  = х - Vjc2 + А -  / Vx2 + А ёх  + Af-

Отсюда 2 J  = x - -Jx2 + А  + А  1п|л + лг • Jx 2 + A + C,

т< e. «7 = т/л8 + A + lnj.x + -jx2 + a |  + ^ С. 

Пример 17. J  = Jcos^n x)dx.



cos(ln x) = и - sin (in x }- — dx = du 
Решение. dx = dv x

v = j dx = x

J  = x • cos(ln x)+ J Л: • sin (in x)* — dx =
x

= x • cos(ln x) + / sin (in x)c?x.
Повторим метод:

sin (in х) = и 
dx = dv

cos(ln x ) —dx = du
x

v = x

J  = x cos(ln x) + x sin(ln x) - j x cos(ln x) —dx
X

2 J  = x cos(ln x) + x sin(ln x) + 2 С

J  = — (cos(ln x ) + sin (in x)) + С.
2

Расскажем здесь еще об одном способе вычисления 
интегралов вида

ja x sineoxdx и \ах cosajxdr.

Пример 18. Пусть J  = \ах sin coxdx.
Поскольку производная показательной функции есть 

снова показательная функция, а синус и косинус при диф­
ференцировании переходят друг в друга, есть основание 
полагать, что ответ представляет собой линейную комби­
нацию:

J  = \ах sin coxdx = А ах sin сох + Вах соs сох + С

с неопределенными коэффициентами А и В . 
Дифференцируем обе части равенства:
ах • sin сод: = Аах In a sin соя + Аахсо cos сох +
+ В а х In a cos сох - В ахсо sin сох.



После сокращешад^наа* и перегруппировки слагаемых 
в правой части имеем:

sin сох = (A In а - Bco)sin сох + (Асо + В  In a)cos сох.

После приравнивания коэффициентов при sin сох в обе­
их частях равенства и при cos сох получаем систему урав­
нений:

--- ------- О COS СОХ + С.
In2 а + (О2

В  частном случае, когда а = е и со = 1, мы получаем 
отсюда результат примера 15:

f ех • sin xdx = — ех sin х - — ех cos х + С.
J 2 2

Докажите самостоятельно, что

A  In a - Всо = 1 
Асо + В  In а = 0 ’

In2 a + со2 *
со

Теперь ясно, что

/ а х • sin coxdx = — -------
In a + со

ax «incox-

J ax cos coxdx = CO — ax sin cox +

\na x  „+— ------r-a cos сох + C.
In CL + CO



I)  [ех ■ sin 7xdx; 2)\2Х ■ cos xdx; 3) / е2х • cos 3xdx;
4) / 5х • sin 4xdx; 5) / ex sin2 xdx; 6) / 4* • cos2 xdx;

7){ex ■ sin 5x ■ sin xdx; 8) / e2x ■ cos Зле • cos xdx;
9) / sin (in x)dx; 10) / cos(ln(2* + 3 ))dx;

I I )  J sin2 (in x)dx; 12) J cos2 (in x)dx; 13)jy lx2 -16 dx;

14) / sla2 - x2 dx; 15)/ <Jx2 +4x +5 dx; 16)/ Vx - x2 dx; 

17)|л/зт2 x + 5 * cos xdx.
e x t v

О т в е т ы : 1) —  (sin 7x - 7 cos 7x) + C;50

ex5) —  (5-2 sin 2x - cos 2x)+ C;

eX 4 sin 4x + cos 4x 6 sin 6x + cos бде
7) 2 17 37

+ С;



10) — * — [cos(ln(2x + 3))+ sin(lr.(2x + 3))] + С;
4

11) [б - cos(2 ln x )- 2sin(2lx.x)]+ С;

15)-
(х + 2 yfx2 + 4х + 5 + In х + 2 + yjx2 + 4х + 5

+ С;

16) f l  + — arcsin(2j: - 1) + С;
4 8 v '

sin x • 4sin2 x + 5 + 51nsinx + Vsin2 x + 5
17) + C.

В  некоторых случаях интегрирование по частям ком­
бинируется с методом подстановки.

Пример 19. J  = je^dx.
Решение. Вначале выполним подстановку х = t2~ Тогда 

dx = 2tdt, J  = 2Je* • fdf.
Теперь применяем интегрироь ание по частям:

dt = d\i 
v = J е1 df = е%

4

J  =2(fe ‘ - J e fd t)= 2 (te ( - У ) + С  = г е ^ Т х - ^ + С .  

cos xdx

t = u 
eldt = dv

Пример 20. J  - f x ' sina x
Решение. Здесь, наоборот, сначала выполним интегри­

рование по частям:

х = и 
cos xdx 
sin3 х

= dv
dx = du 

, cos xdx
v = f— 3—



Для нахождения функции v следует применить под­
становку sinx = t. Тогда cosxdx = dt,

e dt f о f 1y = / _  = j r 3̂  = —
2 sin2 x

и можно продолжить интегрирование по частям:

J  = х
2 sin2 х J 2 sin х

1 f dx 
+ „ | -2 sin2 x 2 sin2 x 2 sin2 x 2

dx =

-- ctgx + C.

T f sin x j
Пример 21. J  - ./■*--- j— dx.cos X

И = X
s i n "  x  

c o s 4  X
V = J tg2X-

du = сX
dx

t gx = t
dx

cos2 X •ces2 X

J  = — xtg3x - — J tg3xdx = ^  xtg3x -
3 о о

COS ЭС
, 1 , 3  1 ,, dx dx = -  xtgax - -  J tgx — г— +

«* O COS X

+ -jtgxdx.

Закончите решение самостоятельно, применив в пер- 
вом из интегралов правой части подстановку tgx = t.

Пример 22. J  = j  x5 sin^e3 )ix.
Решение. Сначала выполним подстановку х3 = 1.



Тогда 3x2dx = dt => x2dx = ^d t и 

J  =\ xs sin(x3)- x2dx = — J t sin tdty
3

после чего Вы легко закончите этот пример интегрирова­
нием по частям.

Примеры для самостоятельной работы

Сначала с подсказками:

1) S e ^ d x  ( * - l  = t2) 2) J sin̂ /iix -  3 d x  (2jc -  3 = #3 )

3) j cos \/Sx - 1 dx (зх-1 = <2) 4) jx 3eix*dx = t) 

5 )Jx 3 cos(x2)ix  (x2 = t} 6) / 2°°s ж sin2xdx (cos a: = f )

7) / S n̂ X\—  dx (tgx = t\ 8) / e2x cos(5e* +1)- dx, 
cos x

i^ex + l = t)
Теперь без подсказок

1 )1 3 ^  dx; 2) Jsin 2xe3mxdx; 3) Jx 7 cos(x4)ix;

4) le * 2x7idx; 5 )Jx 3sin(x2W ; 6 )J5 ctgx • ;
sin x

7) J x5e** dx; 8) J sin 2x ■ cos x ■ ecos Xdx; 9) / *nX дх.

10 ) {e 2x cos(3e* + l)ix ; 11) f arctg2;cdx; 12) Jarcsin3xdx;

■, 0 4 1 2 • j  , A. , arctg(ln x) ,13)Jx  arcsinxdx; 14)f---- 51---'-dx;
x

15) J sin 2x ln(3 cos2x + 5)dx; 16) x3 ln(2x4 +1) dx;

17) /4* 1п(з • 2х + l)dx; 18) f sin 2x ln^in2 x + 3)dx;



19) j  sin 2x  • sin x  ln(sin x + 3)dx\  20 ) /ln(\/jc + ljcfcc;

21) J x ln(x4 + l}dx\ 22) J cos x ln(2 sin x + b)dx\

23) J x ln(x2 + 1 )dx; 24) J In{jx  + 1 }dx.
Ответы для примеров с подсказками:

1) 2e'f*- i { j x - l  -  l )+  С;

2) I  V(2x -  З)2 cos \l2x  - 3  + 2($/2* - 3  sin $ /2 * -3  + cos ^ 2 * - 3  )

3) — (л/Зд: -1 sin л/Зх - 1 + cosл13х - l)+  С;
3

+ С;

4)

6)

4х  

~8~

2  • 2 C0S *  

In2 2

* 2 - - + С; 5) — (к2 sin(x2)+ cos(x2))+ С; 
2

(l - ln2,cosx)+ С; 7)eigx(tgx -1) + С;

8) —  (бг* • sin^e* +1)+ cos(5ex + l))+ С.
25
Ответы для примеров без подсказок:

1) — —̂  (>/х 1пЗ - l)+ С; 2) 2esin*(sin л: - 1)+ С; 
In-2 3

3)^-(r4 sin(*:4)+ cos(r4))+ С;

4 ) '̂ l(2x + i f  - 2-/2* + 1 + 21 + С;

5)i  )- cos(x* J + C; 6) + C;
 ̂ In 5



8) 2ecos*(-cos2 х + 2cos х - 2) + С\
9) - In х • cos(ln х) + sin(ln х) + С;

10) — [зе* sin(3e* + l )  + cos(3e* + l)]+ С;
9

11) х • arctg2jt - -i ln(l + 4x2)+ C;

12) x • arcsin 3x + i  1J l- 9 x 2 + C;

1 3 )ijc3 arcsinx+ —л/ l-ж 2 - — J ( l - x 2f  +C;3 3 9 ' '

14) In x • arctg(ln x) - — ln(l + In2 :c) + C;
2

15) - -  ((3 cos 2x + 5)ln(3 cos 2* + 5) - (3 cos 2x + 5)) + C;
6

16)-((2x4 + l)ln(2x4 +1)- (2jc4 + l))+ C;
8

1 2’ +1-  (3 • 2* + l)jln(3 2X + !.)- f . + 3 •

18) (sin2 x  + 3)ln^in2 x + з)- ^in2 x  + з) + С;
О p

19) — sin3 x  • ln(sin jc + З) —  (sin x + 3)® + 3(sin л: + 3)? -
3 9

-  18(sinx + 3)+ 181n(sinx + 3)+ C;

20) x  1п(л/л + 1) - ( ^  + 1)̂  + - fyZ + i f  -  з(л/х +1)+
o 2

+ 1п|л/л + lj + С;



21)- X2 lnfjc4 + 7)-*2  + V7arctg + C; 
2 v7

22) 2sin* + 5 . (in(2 Sin x + 5) -1) + C;

23) — (x2 + l)ln (x2 +1)- — (x2 + l)+  С;
2 2

24) (x - l ) l n ( £  + l ) -  — + л/х + С.
2

§ 4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ 
ДРОБЕЙ

Рациональной дробью называется всякая функция, 
представляющая собой отношение двух многочленов

f(x) =
<?„(*)

Примерами рациональных дробей могут служить функ­
ции

х2 + 2х + 5 , . 7 л:4 +1 1 
А ( * ) = : п ------ 5— г ;  /а (* )  = - 5 ---------- & (* ) = ■2л:3 + х2 + 7 ’ х2 + х + 3 ’ х - 2 '
. . .  2л: + 3 . . .  9х2 + х + 8
м * )  = 1 — ----Ш  = 7 1 — -------х - 2х + 7 2х + Зх +1
Рациональная дробь называется правильной, если сте­

пень многочлена в числителе строго меньше степени мно­
гочлена в знаменателе, т. е. если m < п; в остальных слу­
чаях дробь называется неправильной. В  приведенных при­
мерах правильными являются дроби Д(х), /а(х), /4(х). Дроби 
/2(х), f5(x) неправильные.



4.1. ПОДХОД К ИНТЕГРИРОВАНИЮ ПРАВИЛЬНЫХ 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ

Идея интегрирования правильных рациональных дро­
бей заключается в том, чтобы представить данную дробь в 
виде суммы так называемых простейших (интегралы от 
которых известны) и воспользоваться свойством линейно­
сти интеграла.

Простейшими называют рациональные дроби следую­
щих четырех типов:

А А  h - 9 41-й тип ----г 2-й тип / \k ’ 9х - а  \х ~ а )

Ах + В
3-й тип — о— ;---- > где D = Ь2 — 4ас < Оах + ох + с

Ах + В
4'й тип (ах + Ьх + с)* ’ где D <0, k = 2, 3...
Дроби 4-го типа мы изучать и использовать не будем.
Интегралы от остальных простейших дробей вычисля­

ются так:

Г - dx - A  lnljc - а\ + с; 
х - а  1 1

f Adx А. ( ч_* А{х - а)-л+1J - --- - = Л / (* - а ) *dx = v ’ +с;
\x-ay - я  + 1

(ik = 2, 3...)
Интегралы 3-го типа изучены нами в § 2 настоящей 

главы.

Теперь научимся правильную рациональную дробь пред­
ставлять в виде суммы простейших. Вид этого представ­
ления зависит от знаменателя дроби Qn(x). Будем считать, 
что многочлен Qn(x) может быть разложен на множите­
ли линейные и квадратичные с отрицательными диск­
риминантами; при этом некоторые из линейных множи­
телей могут быть одинаковыми. Приведем примеры.

Пример 1. Q 2( x ) = х2 - 12х + 35.



Находим D = b2 - 4ас = 144 - 140 = 4 > 0, многочлен 
имеет вещественные корни хх = 5, х2 = 7.

Значит, квадратный трехчлен Q2(x) = (х - 5)(х - 7). 
Пример 2. Q3(x) = х3 -  1.
Используя формулу разности кубов, получим:
Q3(x) = (х - 1)(х2 + х + 1).
Это представление окончательное, ибо квадратный трех­

член, стоящий во второй скобке, имеет отрицательный 
дискриминант

(D = 1 - 4 = -3 < 0).
Пример 3. Qa(x ) = х4 — 16.
Воспользовавшись дважды формулой разности квадра­

тов, получаем:
Q4(x ) = (х -  2)(х + 2)(х2 + 4).
Пример 4 . Q6(x) = х6 — 64.
Имеем последовательно Q6(*) = (xz + 8)(х3 - 8).
Q6(x) = (х + 2)(х2 - 2х + 4)(х - 2)(jc2 + 2jc + 4). 
Дискриминанты обоих квадратных трехчленов отрица­

тельны (Dl = 4 — 16 < 0, D2 = 4 — 16 < 0); поэтому пред­
ставление для Q6(x) окончательное.

Пример 5. Q3{x) = (х — 4)(х2 — 5х + 4).
Легко проверить, что второй множитель разлагается 

на множители (х — 4)(х — 1).
Поэтому Q3(x) = (х - 4)2(х - 1).
Пример 6. Q'(x) = хл + 4х3 + х2 + 4х.
Нужное представление получим с помощью группиро­

вок и вынесений общих множителей за скобки:
Q4(x) = (хА 4- х2) + (4х3 4- 4х) = х2(х2 + 1) + 4х(х2 + 1) = 

= х(х2 + 1)(* + 4).
Q 4( x )  =  х(х +  4)(х2 + 1).

4.2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПРАВИЛЬНЫХ 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ

Для представления правильной рациональной дроби

/(х) - Ргп̂ х)1\х) - q  ^  в виде суммы простейших следует ее знаме­

натель Qn(x) разложить на множители (линейные и квад­



ратичные с отрицательными дискриминантами) и восполь­
зоваться следующими правилами:

1) каждому линейному множителю (х — а) ставить в

представлении fix) слагаемое ---- ;х - а
2) каждому множителю вида (х — b)h, k = 2, 3, 

ставить в представлении f{x) к слагаемых

А 1 + А 2 + _  + A k - l  ^ A k .
х-Ъ  {x - b f  {x - b f- 1 (:x - b f 9
3) каждому множителю вида ах2 4- Ьх + с (D < 0) ста-

Ах + В
вить в представлении f(x) слагаемое — ъ— :---- •ахг + Ь* + с

Числа А , В , А ху А2, ..., А к1, А к являются неопределен­
ными коэффициентами. Методы нахождения этих коэф­
фициентов будут изложены в п. 4.3. Сейчас же мы приве­
дем несколько примеров, показывающих вид самого пред­
ставления заданной правильной рациональной функции 
(с неопределенными пока коэффициентами)

si \ _ 4х + 1Пример 1. Т\х) - ----—--- гг-^ ^ (х - 1)(jc + 4)
Опираясь на сформулированные правила, делаем вы­

вод, что /(х) представима так:
4* + 1 А  В----------- =s-----h ----  .

(х - 1)(л; + 4) х-1  х + 4 

ч _ 2x3 +2х2 + 5х + 13 
Пример 2 . Г М  = (12 + 4)(;с2 + 9 ) •

Пользуясь правилами, можно записать представление 

2х3 + 2jc2 + 5х + 13 Ах + В  Сх + D
---------9-------------- 9-------------  =  ----9---------  Н------ О----- --- * ( Ю . 5 )(х + 4)(х +9) X + 4 х + 9

х2 - Ю г + 1
ПримерЗ. №  = ----— j — .*  * (jc — 3)(;Г + 1)



Представление для fix) таково:

х2 - 10х + 1 А Вх + С 
(х-3 )(х2 +1)~ х - 3  х2 + 1 '

Зх + Зх + 2
Пример 4. /(*) = — V ,------.

у У (х - 1)(х + 2х + 5)
Справедливо представление

Зх2 + Зх + 2 А  Вх + С
(10.6)(х - 1)(х2 + 2х + 5) х -1 х2 + 2х + 5

2х2 - 9х + 16
5. «X) = ^ 2)!(; + 1 )-

Представление для f(x) запишем в виде

2х2 - 9х +16 А В  С 
(х - 2)2(х +1) ~ (х - 2 )2 + х -2  + х + 1 '

4.3. МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ 
КОЭФФИЦИЕНТОВ

Начнем с примера 1. Мы уже знаем, что 
4х +1 А  В■ +

(х - 1)(х + 4) х -1 х + 4
После приведения правой части к общему знаменате­

лю мы получим тождество
4х + 1 = А(х + 4) + В(х - 1).
Первый метод нахождения неопределенных коэффици­

ентов заключается в том, что, полагая последовательно в 
этом тождестве значения х равными вещественным кор­
ням знаменателя, сразу находим коэффициенты.

Так, полагая х = 1, имеем 5А = 5 => А - 1.
Полагая х = —4, имеем: -15 = Б (-5) => В  = 3.
Таким образом,



(я - 1)(дс + 4) 

Теперь находим интеграл \ 

1 3

х -1 х +4 
4х + 1

(* - !)(* +  4)

dx = f + 3 J = ln|jc - 1| +
x-1  x + 4 х - l  x + 4\

+ 3 lnlx + 4| + С.
Первый метод имеет достоинством простоту и эффек­

тивность нахождения коэффициентов. Однако с его помо­
щью не всегда удается найти все коэффициенты, а иногда 
их нельзя найти вовсе.

Рассмотрим пример 2. Вычислить

f 2х3 + 2х2 + 8х + 13 .
I --- 9----- 5----- dx-(х2 + 4)(х + 9)

После приведения к общему знаменателю тождества 
(10.5) получим

(Ах + В)(х2 + 9) + (Сх + D)(x2 + 4) = 2х3 + 2х2 + 8х + 13 (10.7)

Второй метод нахождения коэффциентов основан на том, 
что коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и 
правой частях тождества (10.7) должны совпадать. По­
этому

А  + С = 2 
В  + D = 2 

х 9 А  + 4С = 8 
*° 9 В  + 4D = 13

Получили систему 4 уравнений с 4 неизвестными. Вы ­
бор метода решения получаемой системы зависит от реша­
ющего; например, в данном случае мы предлагаем первое 
уравнение системы умножить на (—4) и сложить с третьим. 

Тогда 5А = 0 => А = 0.



Аналогично второе уравнение умножим на (—4) и сло­
жим с четвертым; получаем 55 = 5=» В  = 1.

Теперь из первого уравнения находим С = 2, а из вто­
рого D = 2 - B = > D  = 1.

Таким образом, возвращаясь к (10.5), мы имеем

2 х 3 + 2 х 2 + 8 х  + 13 _ 1 2х  + 1 
(х2 + 4^х2 + э) х 2 + 4 х 2 + 9

Вычисление интеграла теперь не представляет труда:

1 2х  + 1с 2 х 3 + 2дг2 + 8дс + 13 , <j 
'  (х2 + 4\х2 + 9)  dX = Si х  + 4  х + 9

\dx =

с dx , 2 xdx . dx  1 t x
= I —о--- + J —=----+ J —о----= — arctg— +

x  + 4  x  + 9  x  + 9  2 2

+ In (я2 + 9)+ — arctg — + С.
3 3

(Во втором интеграле реализована подстановках2 + 9 = t).
Второй метод универсален, но решение часто оказыва­

ется громоздким из-за того, что приходится составлять и 
решать систему большого числа уравнений.

Наиболее рационально поступить так: вначале, исполь­
зуя первый метод, находим столько коэффициентов, сколь­
ко удается; затем берем на вооружение второй метод, но 
составляем лишь столько уравнений, сколько коэффици­
ентов мы не смогли найти первым методом.

Вычислим еще интеграл

f Зх2 + Зх + 2 ^
’ ( * - l f c J + 2 *  + 5) <СМ- " pm ep 4 )-
Из представления (10.6) имеем тождество

а (х 2 + 2 х  + б)+ (Вх + С\х -1) = Зх2 + 3* + 2 (Ю .8) 
Полагая А  = 1 (использование первого метода), полу-



чаем равенство 8А  = 8, откуда Л  = 1. Теперь приравнива­
ем коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и 
правой частях тождества (10.8). Получаем

х
А  + В  = 3=>В = 3 — А = $ В  = 2 

2А - В  + С = 3=*С = 3-  2А + В  => С = 3

Подставляя найденные коэффициенты в тождество 
(10.6), имеем

Зх2 + Зх + 2 _ 1 2х + 3 
(х - 1  )(х2 + 2х + б) х - 1  х 2 + 2х  + 5

Приступаем к вычислению интеграла

г Зх2 +Зх + 2 , г dx ( (2х + 3 W
Ь ----------------------------- \d x  = J ------ 7  + J 9---------•(лс - 1дх + 2х + 5 j зс - 1 ас + 2лс + 5

Закончив решение самостоятельно, Вы придете к ре­
зультату

1п|лс - 1| + lnlx2 + 2х + б| + — arctg + С.
I I 2 2

УПРАЖНЕНИЯ

1. Вычислить самостоятельно интеграл
j _( J^-lQ c+ l А

~ (х -З ^  + г) (см- пример 3).

О т в е т : J  = -21п|дс - 3| + — ln(x2 +1)- arctgx + С.
2

2. Вычислить самостоятельно интеграл
т , 2х2 - 9х +16 ,

J  = Ь ----«7----(лс - 2)Р(дс + 1)



О твет : J  --------- г -  Ц х -  2( + 3 ln|x + 1| + С.X J

4.4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕПРАВИЛЬНЫХ 
РАЦИОНАЛЬНЫХ ДРОБЕЙ

Справедлива следующая теорема:
Всякая неправильная рациональная дробь предста­

вима в виде суммы многочлена и правильной рацио­
нальной дроби.

Получить такое представление можно с помощью обыч­
ного деления многочлена на многочлен «углом».

Приведем пример. Пусть требуется вычислить интеграл

Г Л - Г  АЛ Т  ОЛ Т  £л\)Л — ОО ,

I --------- — -------- dx.
■ х4 + 2х3 +5х2 +20х-33 

х2 +9
Производим деление

х4 + 2х3 + 5х2 + 20х - 33 
х4 + 9х2

.2 + 9
с2 + 2х - 4

2х3 - 4 х 2 + 2 0 Х -3 3  
2х3 + 18х 

-  4х2 + 2х -  33 
4х2 -  36

2х + 3
Результат этого деления означает, что

х4 +2х3 + 5х2+20х-33 _ т 2 | 2т 4 | 2х + 3 
х2 + 9 х2 + 9'

Используя свойство аддитивности интеграла, получим 
окончательно (промежуточные рассуждения проведите 
самостоятельно):

J  = —  + х2 - 4х + 1п(х2 + э)+ a r c t g + С.
3 3



ПЕРВЫЙ УРОВЕНЬ

■j \ г_____ dx_____  г .______xdx
х(х - lX* - 2) лг(аг2 - 1) {х - 1)(лс2 + Зх + 2)

4 )J- 9/dX--r 6 )J dX
x2(x - l )  x2- x z x (x - l f

7  ̂f xdx f dx f xdx

ж4 - 1 x ° - 1 x - 1

ВТОРОЙ УРОВЕНЬ

13М - ? Ч  14) J —^ — 1 5 )1 - ^ -  16) J , f *  4
JC — 1 COS X s i n  X x ( l n  X + l j

17) J 2,  dXx 1 8 ) j j lT ± d x  l 9 ) \ - ^ =  
e + e* + 1  1 x -Jx +ylx

Ответы:

1) b n  1 ^ - 3  +С; 2 )iln |* 2 -l|-ln|*| + C; 
A \x-\) A 1 1

3) — lnjjc - 1| + А 1п|лг +1| - — ln|x + 2| + C;
6 2 3

x -1 1 m 1+ —+ C; 5)- x + ln 11 —  + C; 
x (x - i f  x



6)ln ~^~Г - / 1 ^ +C>7>Tln x-1  2(x - i f  4 x-1 + C;

8) - I n (x-1 f
6 x2 + x + 1 -Уз

m l .  (x - lf  19) — ln —̂-------—  + —j= arctg
6 x + x +1 4з

2x + 1
7з

2x +1

s

+ С; 

+ C;

10) - I n  
4

x - 1
x +1

-  — arctgx + C; 
2

l l ) x  + ^-ln ^  - - J =  arctg- - 1 } +C\ 
6 x + x  + l v 3  v3

x 2 112)— + i.in
2 4

x2 - l

1_
2>/з

arctg

x 2 +1

2x +1 
л/3

+ С; 13) —  ln-fe— *  + 1)

+ arctg

12 (x + 1д х 2 + x + l) 

2 x - l )
S

+ C;

sinx 1 ,
14>̂ ---2“ + 0 ln2 cos x 2

tg §*ib
. r4 cosx 1.
15b r - r +  o ln  2 sin x 2

tg

1 . (lnx + l )2 1 ,1 6 ) - ln— -̂-------- ----- + -7= arctg]
6 In x -  ln x + 1 л/3

2 ln x - 1
л/3

+ С;

17) x -  — ln(e2* + e* + l) — 1= arctg ^  *  -  + C; 
2 ' л/3 >/3

18) six2 + x + i ln x  + — + \lx2 + x + C;
2 2

19) 2л/х - 3>/x + 6л/х - 61п(л/х +1)+ С;



§ 5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ НЕКОТОРЫХ 
ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ 

И ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

5.1. РАЦИОНАЛИЗАЦИЯ ПОДСТАНОВКОЙ

dx
Пример 23. J = l 1~ y x _ 2 -

Решение. Выполним подстановку 1 + $Jx-2 = t • Тогда 
х — 2 = (t — l ) 3, dx = 3(t — 1 )2dt и, значит,

J  = 3J ( t- l f dt = 3J t -2 + - dt = 3 —  - + ln|i| + C =

= 3 J  - 2 - 2^c-2 + lnll + 3/*-2 + C.

dx
Л р ш и е ,, 2 4 . J  -  I  л

Решение. Воспользуемся подстановкой л: = f6. Она ес­
тественна, ибо позволяет избавиться одновременно от обоих 
корней:

jx  = t3y yfx - t2, dx = бtbdt

—̂ dt = 6 f^2— 1 dt =
t °{ l  + t y  1 + tz ' 1 + t2

= 6J 1 — — = 6(< - aretgf) + С = 6(л/jc - arctg^x)+ C.
1 + Г

x dx
Пример 25. J  ~ I г-r— 

Va”5 -



Решение. Здесь уйти от иррациональности позволяет 
тригонометрическая подстановка:

х - a sin t =* dx = a cos tdt 
и мы имеем:

т ta2sin2t-acostdt 2г sin2 t cost J  = J — .—  az\-------- dt =
yla2 -  a2 sin2 t cost

2 2 

= —  J (l - cos 2t)dt = — t —  sin 2f + С =2

a / \= —  [t - sin £ • cos J J+ С =

a 2
/

a r c s i n
X

- M

— \ 
2

=  ------ -  —  j i
2

V
a a  V l a >

/

+ С =

/
a
T

. x xarcsm--
a

'Ja2 - x2

\

^  CL . X+ С = —  arcsm---
2 a

x ja 2 - jc2 + C.

В  ряде случаев подстановка сочетается с искусствен­
ными приемами и другими методами интегрирования.

Пример 26. J  - \ J y + x

Решение. Умножаем под интегралом числитель и зна­
менатель дроби на выражение, стоящее в числителе, в 
результате чего получим:

J  = { ^ d x  = { dx
-!■

xdx
V l - x2 т/ l -  X

и остается во втором интеграле выполнить подстановку
1 — х2 = t2, —xdx = tdt,



т  • г tdt . глJ  = arcsin х + J -- = arcsin x + t + С = arcsin x +

+y ]l- x 2 +C.

Пример 27. J  - J
л/х — 1 + л/ X  + 1

ylx-1 - <Jx + l  j  
■ -----------------. ax,

Решение. Умножим числитель и знаменатель подынтег­
ральной дроби на выражение, сопряженное знаменателю:

Теперь к результату приводит интегрирование по час­
тям (так, как это делалось в примере 16 § 3 настоящей 
главы):

Если хотя бы один из показателей степени является 
положительным нечетным числом, то вопрос решает под­
становка sinx = t (если нечетно п) и cosx = t (когда т  
нечетно).

Пример 28. J  = Jsin8x • cos3 xdx.
Решение*
J  = J sin8x • cos2 x • cos xdx = J sin8x • (l - sin2 x)cos xdx.
Выполним подстановку sinx = t. Тогда cos xdx = dt,

[ s i x - 1 - jjx  + l f

dx = /[ vx 2 -1 - x )dx.

5.2. ИНТЕГРАЛЫ ВИДА

J sinmx • cos'1 xdx. (10.9)



• Q  • 11sm x sm x + C.
9 11

В  этой технике решения важно лишь то, что один из 
показателей — нечетное положительное число; другой мо­
жет быть любым.

Пример 29. J  = J
sin5 х 
cos6 х

dx.

Решение.

J  = J cos-6 x • sin5 xdx = J cos'6 x • (l - cos2 x j  sin jc dx = 

- J r 6 • (l - t 2Jd t  = - J f 6(l- 2 t2 + f4)ft =COS X  =  t

- sin xdx = dt

= -/(г6 - 2 Г 4 + t '2)dt = -f—  -2 —  + —
JV ; V- 5 " 3 _1

+ C -

+ C.
5 cos5 jc 3 cos3 x cos л:
Если в интеграле (10.9) т  и п — четные положитель­

ные числа, то следует использовать формулы понижения 
степеней

. о l-cos2x  2 l  + cos2xsin х = --------, cos x = --------
2 2

sin 2л:и формулу sin х • cos x = — -— .л
Пример 30. J  = Js in 6 x ■ cos4 xdx.
Решение.



J  = J (sin x cos jc)4 • sin2 xdx = J dx =

(здесь мы использовали понижение степеней)

= —  J sin4 2xdx - —  f sin4 2x • cos 2*djc.32J 32J
Во втором интеграле cos2x находится в первой (нечет­

ной) степени, и поэтому дело решает подстановка sin2jc = t

(тогда cos 2xdx = ^ d t )y а в первом интеграле снова ис- 

пользуем понижение степени:

J  = —  (С 1 -  со8~4-* t d x -  — lttdt =
32  ̂ 2 J 64

1 I \
= ------f (l - 2 cos 4л: + cos2 4x)dx--------- + С =1OQ / 320128

1 ^
128

X -  — sin 4x + — { (l + cos 8x)lx j -
2 2 J

sin5 2x 
320

+ C =

1  f 3 1 ■ A 1  • Q=---  —x —  sm 4x + —  sm 8x
128^2 2 16

sin5 2x 
320

+ C.

5.3. ИНТЕГРАЛЫ ВИДА J  = jR(tgx)dx, jR(ctgx)dx, 

J i?(sin2 x, cos2 хр,х, где R  - рациональная функция.

Интегралы указанных типов успешно решаются с по­
мощью подстановок tgx = t или ctgx = t.

Пример 31. J  = j tg5xdx.

dtРешение, tgx = t => x = arctgt => dx =  ̂ »



t5j  = j- L ^ d t .
l  + r

Представив неправильную рациональную дробь в виде 
суммы многочлена и правильной рациональной дроби, 
получаем:

J  = l tz - t + ■
1 + tz

dt = -—  — + - ln (l + f2)+ С 
4 2 2 V '

(в уме выполнена подстановка 1 + t2 = z). 
Возвращаясь к исходной переменной х, имеем:

J  = i  tg4jc - ^ tg 2*  + i  ln(l + tg2x)+ C.
4 2 2

dx
Пример 32. J  = J- — ----о--- k~ 2  •4-3  cos x + 5 sin x
Решение. Используя тождество 4 = 4 sin2 x + 4 cos2 x * 

получаем:
j  _ ,______ dx______ _ ._______ dx_______

9 sin2 x + cos2 x cos2 x • (9tg2x + l )
(В  знаменателе cos2x вынесен за скобки).
Теперь выполняем подстановку tgx = t. Тогда

dx
cos2 х

= dt и

J  = J — p —  = -  = i  . 3arctg(3f)+ С =
J 9 i2 + l  9 \ 2 + l  9

= — arctg (3tgx)+ C.
3

Г _  fПример 33. J  - J . 4sin’ x • cos4 x

r_ . f i/  _ l f i f  1 dXРешение. « - lb| lo j -
sin4 2x sin2 2x sin2 2x



= 16J (l + ctg22jc)- — dx
sin2 2x

ctg2x = t 
2 dx 

sin2 2x
= dt

= -8{(l + <2)di = -81 ts } t н-- + С = - 8
/ о \1 ctg 2х ] ctg2x + —----

3V ) 3V у
+ C.

5.4. ИНТЕГРАЛЫ ВИДА /Д (зт* , cos x)dx. 
УНИВЕРСАЛЬНАЯ ПОДСТАНОВКА

Универсальной называется подстановка tg — = t. При

этом

21 1 - t 2 dt
sinx = T7 7 2 ’ cos* = :T7T2’ d* = 777F- (10Л0)1+1 1+t*

В  самом деле,

sin х = 2 sin — • cos — = 2tg — • cos
2 2 2 2

2tg 2 _ 21

1 + tg2 -  1 + * A
2 9

о X  . о X о X
COS X =  C O S ------ s i n  — =  COS —

2 2 2
1-tg l - t ‘

1 + t2 ’

tg — = t => — = arctg* => x = 2arctgt ==> dx = -
2 2 1 + t2

Универсальная подстановка превращает интегралы вида 
J R(sin я, cos x)dx в интегралы от рациональных функ­
ций переменной t.



T , dx
Пример 34. J  - J-—— -------- •5-4sinx + 3cosx
Решение. Применяем универсальную подстановку 

, х •
2* С использованием Формул (10.10).
Тогда

2 dt

J  = J ----------- + /-------V = 2J------------ —------------ =
5 St 3(1 - t 2) 5 + 5t2 -8t + 3 -3 t2

1 + t2 1 + t2

-2f dt - f  dt - 1 , c  1 ■ С 
2 i2 - + 8 (f - 2)2 t - 2 2_ t g x •

r f 2 - sin X ,
Пример 35. J  - J ~------ dx.r  r  2 + cos x
Решение. Почленным делением разбиваем интеграл на

два, выполняя во втором подстановку 2 + cos х = z =»
=> - sin xdx = dz •

f 2dx sin xdx dx r dzJ  = j ----------- + J ------------- = 2/------------ + J —  =
2 +cosx 2 +cosx 2 +cosx 2

= 2f — — —  + ln|2 + cos x\ + C.
2 + cos x

, XТеперь используем универсальную подстановку tg — = t :£
2dt

j  - 2 r —1+J—— + in|2 + cos x| + С — 4J +
0 1 -  *2 1 1 *2 + 3

1 + *2

+ ln|2 + cos x\ + С = arctg -̂=- + ln|2 + cos д:| + С = 
л/З v3



4 ( 1 лЛ = —= arctg —= tg — + ln|2 + cos x\ + C.
V 3 I, л/3 2 J

Замечание. Подстановка tg —■ = t не всегда является
a

самым рациональным способом при решении конкретных 
примеров. Мы рекомендуем читателю сначала поискать 
более оригинальный метод решения и, если ничего раци­
онального не найдено, то воспользоваться универсальной 
подстановкой.

Приведем два способа решения этого примера, более 
рациональных, чем универсальная подстановка. 

Решение I.

т г Sin X ,
Пример 36. J  - I  ----:—  dx.*  * 1 - sm х

1 - sin2 x
sin x + sin2 x 

cos2 x
dx =

cosx = t 
- sin xdx = dt

= -J - r + tg* - x + С 
Г

1 + tgx - x + C.
COS X

Решение II.

h ~



Решение с помощью универсальной подстановки явля 
ется более громоздким:

21

1 - sin x
dx = J- 2 dt tdt

1- 2*
1 + Г

1 + t2 4/( t - l)2-(t2+ lJ

t _ A В Ct + D
( t - i f  ■ (t2 + 1) (t -  i f  + 1 - 1 + t2 + 1

a(*2 + 1)+ £(t -  iff2 + l)+ (ct + D\t - if  St.
Составляем систему линейных уравнений для нахож 

дения неопределенных коэффициентов:

'3 в + с = о
A - B - 2 C  + D = 0 

В л  С - 2D = 1
А — В  + D = О

откуда следует, что = ^ ’ 5= 0 , С = О, D = .

Поэтому
'  1 dt

+ J-( f - l j2 V + l
-dt

*-1
- 2arctgt + С =



1-tg- X Xcos — - sin —
2 2

л X X . x2 cos — cos — + sin —
2 2 2 - x + С =

C O S X

1 + cos x + sin x 
cosx

-x  + C = ---- + tgx -x  + C.
cosx

Примеры для самостоятельной работы

1-Й УРОВЕНЬ

. x2dx . х + 1 . dx1)J ,---2)J ------= = d x ; 3)1-/---—> ’ ' J  /-----’■Jx + 5 x - y f x - 2  -Je*- 1

л\ с dx kv t dx л» t dx 
4>b— I— г > 5>b— »4 6 )J:(x - 5)\/x -1 ’ (x + 3)Jx -1 ’ 1 + л/х-7’

7)J dx 0. r 49* dx . 2 3 j8) J —j = ;  9) f sin x • cos xdx;
Jx + i fx ’ 3 /^71 ’

10)J>/sin2 x • cos5 xdx; 11 )J^ !L= ^^; 12) J C0S5 *  dx;
Vcos2 X s in  X

13)J- dx -; 14) J sin4 xdx; 15)Jcos4 xdx;
cos x • sin x

16) J sin4 x • cos2 xdx; 17) J sin6 xdx; 18) J cos6 xdx;
• 4 2

• 2 4 I rtAVf S i n  X  , n i W COS X ,19) J sin x • cos xdx; 20) J --- —̂ dx; 21) { — -— dx;
cos x sin4 x



22^ s m x dx; 23) / tg4xdx; 24) / ctg6 xdx-,
COS X

25) J 

27)/

29)/

31)/

34)/

36)/

37)/

38)/

41)/

44)/

26)/-
sm2x + 7cos2л:, s inx + л/3 cosx ’

dx
r; 28)/

dx
(sinx + cosx)2’ 7 J 3 - 4 sin2 x + 2cos2 x

dx ; 30)/- dx
5 + 2 sin2 x + 9 cos2 x 1 + sin2 x 

dX -; 32)/— ^ -- ; 33)/- dx
5-3 cos x 1 + 4 sin x 5 + 6 sin x + 7 cos x

dx о г COS X  j; 35)J------- dx;
8 -4  sin x + 7 cos x 1 + cos x

_____________ dx_____________
sin2 x + 4 sin x cos x + 5 cos2 x ’

dx
sin2 x + 2 sin 2x + 3 cos2 x + 2

2-Й УРОВЕНЬ

dx; 40)/J i — — ; V1 + x x
. onw V*

} l
- Ц - .  42 )(_ * L _ .  43)/ ;
cos x 1 - sin x sin x - cos x

dx
(2 - sin хХЗ - sin x)’ 45') ̂  ^ l - sin4 x ’ 

x2 + 2x + 7
t/x 2 + 4x +11

dx

dx; 47)}



О тв е ты : 

1)2 h k l s L  -  + 2 5 ^ 7 5 + С;5 3

2) 2л/х - 2 + V2arctgJX ~  ̂ + С; 3) 2arctJex - 1 + С;

Jx - 1 - 24 )iln
2

6)3

•Jx-1+2 

fy x - 7 - i f

+ С; 5) arctg — — - + С;

+ 1п|л/х - 7 + l| + С;

7)2л/х - 4tfx + 41n|Vx +l| + С;

8):

9)

3 yj(7x + l f
1п7 5

sin3x sin5 x

+ С;

3 5
5

+ С;

10)3 sin3 х - ^ s in 2 х + -^ysin4 x j + С;

w 13 ы 3 ^
11)— cos 5 x —  cos^x + C ;1 2 )---------

13 3 2 sin x 4 sin x7 ГГ1 + C;

13)ln|tgx|---- — + C; 14) —f —  -sin2x + -*n — )+ C;
1 1  2 sin x 4^2  8 J

l f3 x  
4^ 2

15)—f^-  + sin 2x +sin 4x + C;



ш  X sin4*  s in32x ,c- 
16 64 48
Ky. 1 (

17) —  — — sin 2л; 
16 12

-4 5 . 2 15
s i n  X  + —  s in  X  + --- + С;

'iv 1 (
18) — + — sin 2л; 

16 12
4 5 2 

COS X  +  —  COS X  + тН
x sin 4x sin 2x 3x sin 2x
16 64 + C ;2 0 )tg x--- +-

48 2 4 + C;

2 1 )_ C t + C; 2 2 )^ £  + C; 2 3 ) ^ - t g x  + ar + C; 
o 5 о

2 4 ) - * - ^  + ̂ - c t g *  + C;

25)
л/35

arctg
& gx

+ C; 26)- In  2 tg (*  + |j + C;

2 7 ) C - | c t g x + ^ \  2 8 ) -----i = l n
4 J 2%/5

tgx  -  -УЁГ
tg x  + л/б

+ C;

29)— = arctg 
7>/2

-p tgx
л/2

+ C; 30)-^arctg(72tgx)+C;
л/2

31)-arctg 2tgf)+C; 32)v f e
In

t g |  + 4 - V l5

t g |  + 4 + ^
+ C;

33) In
t g | - 3  + N/l5

t g £ _ 3 - V l5
4

+ C; 34) In t g 2 ~ 5 + C;



35) х - tg-^ + С; 36)arctg(tgx + 2)+ С;

1 , 3tgx + 23 7) -==■ arctg —~ = — + C;
л/п л/ГТ

38) - — л/ l - ж2 + i  arcsin x + C;
2 2

+ C;

40) In
i + V i - x 2

In sin x +1
sin л: -1

- arcsin x + C; 

2 sin x ̂
cos'

+ C;

42) i  tgx + ~^j= arctg(V2tgx)+ C;

43) In %]tgx -1
6+„2JC + tgx + 1

_ W ^ ] + c;V3

44)—= arctg
л/з

Г Jt  ̂2 t g - - l
arctg

л/2

 ̂ x  ̂3 t g - - l

л/3 2л/2
\  J \ /

+ C;

45) ~= ln|>/2tgx + -J2tg:x + 1 + C;

46) i  ̂ (x + 2}Jx2 + 4x + 11 + 7 In x + 2 + л/х2 + 4x + 11

2л/х2 + 4x + 11 + C;

(x - 2)л/х2 -1 + In x + л/х2 - 1
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